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�����)����� 

 

 

1) �������� ��	
 �
���	�	 
���
�� (��$.4) 
�. *����� +�+��%�&� 

��. �������� "$��� ����� 

���. �������� ������� 

��. ������������ ���� �������� ������� 

�. ,��������� ��� ��������� (similarities and matching) 

��. 	���&�! )�������������� ��� �"�������� 

���. 
����$�"����� ������������� 

����. �-�"�������� – 	"�$���� 

2) �
���	�	 
���
�� �
 ����������, ��
�
�����	�	 

������������� �
 �
��	 ��
�
���
 ����
���
 (��$.24) 
�. �������� ������� �"� ��� ���)�����! ���"�� 

��. ���������� 

���. ��$-&�-���! ���".$� (Polynomial curve fitting) 

��. 
���� ��������� ��������� 

�. �+������� ��� �������!� �������!� 

��.Maximum likelihood (
%����� "�'��� �����) 

���. , �$����'��� 	
 (Expectation – Maximization) 

����. , �$����'��� Greedy EM 

�). �-�"�������� - �"�$���� 

3) ������	������� 
���
�� (Image features) (��$.43) 

�. ������ 

�� �. ����� 

�� #. 	���&�! )������� 

���. �)!�� 

��. �-�+-����� )�������������� 

�. �-�"�������� - �"�$���� 

4) ������	�� ��� ��
�����
�� �������	� (��$.53) 
�. ������ 
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��. �.������ �����������&� 

���. �.������ �����&� ��������� ��������� 

5) �
������� (��$.60) 

 

 

 

��
�
��
��� 

 

A. ������	�	 ��� ��  ��� �������	 
���
�
 �
 MATLAB 
�. ������ 

��. ��+���� ��� 	
, �� ����&�! )������� RGB ( 3 –+������� +�+��%�� ) 

���. ��+���� ��� 	
, �� ����&�! )������� RGB ��� gradient ���� x ��� ���� 

y ( 5 – +������� +�+��%�� ) 

��. ��+���� ��� 	
, �� ����&�! )������� RGB �� 3)3 pixel blocks ( 27-

+������� +�+��%�� ) 

�. ��+���� ��� 	
, �� ����&�!  &���������� (����+������� +�+��%��) 

B. H L2 metric ��� GMM 

 . �
�!��"� 
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�������"������� ������ ��������� ��������� ��� �������� 

������� 
 

 

 

 

1 
�������� ��	
 �
���	�	 
���
�� 
 

 

 

���� "�.�� ��� ��� �������� �������, ����� �������� �� ����!��-�� 

������.� ���-� "�- �)���/����� �� �� ����������� ��� ��������� �������. 

 

 

 

�. #��
�� $
$��"
�
 

 

*��� +�+��%�&� $%����� %�� �.��$� �"� +�+��%��, +����%�� %��� ���� �� 

�"���� �� ���)'�.� ! �� ����)'�.� �.��$� �%�� ����� %�. 
"���.� �� 

��"�'���'�.� ����$�� "�������� +�+��%�&�, ��� �� ������'�.� �)����� ��!���� 

���� )��������. �-�!'&� $%������ #��� +�+��%�&�  %���-�� ��� �-�$� ��� %��� 

��$� &���� ����$���, ! %�� "�$���$����, +�$�+! � �."�� +�+��%�&� "�- 

�"�'���.���� ����� ���������	�
�. (strings), )&��� #�#��&� �� �"��$������ �� 

%)�-�� +�� �������.� �."�-� "$��� �����.  
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��. �
���	�	 ��	��!����� 

 

�������� "$��� ����� ������ $%����� � ���$��� ���� "$��� �����, �"� ��� 

#��� +�+��%�&�. 0%������ "$��� ����, �"���� �� ����� ���+!"��� �"� 

�$ ���'������ �"&� ����� %�� ����� ! ���'��� ��$� ���-, �%)�� ������� ��� #�����. 

���� +����%��� #����� +�+��%�&� � �������� "$��� ����� ������� �� 

��
���� ���	����� (query languages). 	�&�!���� ����� ����� �������� ��+���, "�- 

"������ �-� �� '%$�� �� ��'�� � )�!���� �"� ��� #��� +�+��%�&�. , ��+���� �-��� 

��� ���� �� ��+��! �$���� ��� �-�� �� ���"�, � +��� �$%����� �� �&� �"��&� ����� 

� SQL. ��� �� +���-�� %�� "���+�����, %��& ��� %)�-�� %�� "�$���$���� ��� 

'%$�-�� �� ��'�-�� �� ��$% &�� ��- "�$��� John Smith. ���� � ������� SQL '� 

�����: 

SELECT phone_number 

FROM clients 

WHERE full_name = ‘John Smith’ 

 

�� "���"�&�� ���� "�- %)�-�� %�� �.��$� +�+��%�&�, �� �"��� ��� ��� %�� 

! ��� �$$� $��� +�� �� %)�-�� �� +����%�� ��� !, �� "������� �$$�/�-� ��� ��� 

�������� "$��� �����. 1�� +������ ��-+����%�� �.��$� +�+��%�&� ����� � 

"��������� ����� (World Wide Web) ��� ���������� �� Internet. ���� ��� �������� 

���� "$��� ����� "�- "���%)��, � ����)� +����� ��- ����� ��� �������� 

"$��� ����� +.���$� -"�'���. � ������&�� ��- "��������- ����. – ��+��� �� 

��$�-���� )����� – ������ ��� ������ ��� �-��!���� ��������� "$��� ����� �� ��-

+����%�� �.��$�.  

 

 

 

���. �
���	�	 
���
�� 

 

� ������, �� �� �� �$$�, �"���$�� "$��� ����. 2"&� $%�� ��� ��� ��)��� 

���%/��� "�������, «��� ������ ���/�� ��� )�$��� $%����», ��������� �� �-�� �� ���"� 

"��� �� ������! �"���� �� �����.  
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� �������� ������� ����� %�� "�+�� "�- �"�������.�� ������� �"� ������.� 

+�� �������.� �"����������.� ������. � �������� "$��� �����, � �����$�"����� 

+�+��%�&�, ���$-�� ��� �"��������� �������, ���������� "���."&� ��� 

�"�����&��� ��'��"�--��)��!�, ����� �� ��������������, �$$� ���� ������� �"� 

�-��.� ��-� ������.  

2"&� ��� � �������� "$��� ����� ������, � �������� ������� ������� �$� 

��� "�� ��������! ��� �-������� � ����� �&� �"�'���-�%�&� 3� ��"����%�&� 

�����&�, ���� "�- ��'���.��-� ��  '������� ��� ����������� �%�� �"�'!��-��� 

(cd-rom, ��$���� +�����). 	"���� "��� �-�! ��� ����.'-��� #��'��� ��� �� 

������������ ��).����� ��� +���-� (Internet) ��� � %����� �.���� ��� ����$$��!� 

��)��&�, �� ��� %$�-�� �&� peer-to-peer +���.&�. 

�� /���.���� ���� �������� �������, "������� �� ��� �������� 

"$��� ����� ������, ����� �� ������'�.� ������� �)����%� �� ���  ��
	��� 

(query)"�- '%$�-��. �� +�+��%�� "�- �"���.�� �� "���-�� �� ��� ��&�!���� ���, 

�"���.�� �� �� )&����-�� �� 2 ����������, ���$��� �� �� ��+�� ��-�. [Del Bimbo]. 

�� 4�+��%�� �� "��
�	 �)%�� �� �� "����)����� ��� �������. �%���� 

+�+��%�� �����/����� ����+�+��%�� ���������� �"� �� "����)����� 

(content-independent metadata). �%���� +�+��%�� �"���� �� ����� �� 

����� ��- +����-���. ��� �������, ����������, ��"�� �$". 

�� 4�+��%�� �� ��
�	 �)%�� �� �� "����)����� ��� �������. �-�� 

�"���.�� �� �� +�������-�� �� +.� -"�����������. 

������$�. �"�"%+�- )������������� ��� �������, �"&� 

)����, - !, �)!��, �$". �-�� �����/����� 

����+�+��%�� �������%��  �"� �� 

"����)�����.(content-dependent metadata) �-�� �� 

+�+��%�� ����� ����� ��� �-���+��� ����$�"�� �"� ��� 

��'��"���� ���'!����. ����#�� $��& ��� �)����!� 

���������� ��-� �� $%�� )���$�. �"�"%+�-. 

���3�$�. �"�"%+�- )������������� ��� �������, �"&� 

��� "��� "��������� #�-�� �"������/�� ��� ������, �"� 

"��� "�$� ����� ���  &����� ��, ! ����� �� 

�-����'!���� "����$��. 	+� %)�-�� )������������� 

"�- �"���$�.� �� #�'.���� "����)����� ��� �������, 
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'� $%����. �-�� �� +�+��%�� �����/����� 

����+�+��%�� "������ ���� �� "����)�����. (content-

descriptive metadata) 

O �."�� �&� +�+��%�&� �� �"��� /����� �� ��� ������� ���, �"����/�� ��� 

�� ���"� $����-����� ��- �-��!����� ��������� �������. ��� ��� ��'� �."� 

+�+��%�&�, "�%"�� �� )������"���'�� �"��%�&� ��� +�� ������� �.����� ��� 

��)���%� ��� ��� ��������. 

�%$�� �� "�.�� ��� ��� �� -"�$��"� �-�!� ��� ��������, ������� ��� ���� '� 

����� �-�������%�� ��'������� 3� ��"����%��� �������� ������� (2D stills). � 

#�$������� ���� �%����� �.�#���� ����� "�� ��!�, ��� ��� ��.�� ��� '� 

��)�$�'�.�� �� -"�$�������! ���$-�� ��� �"���������. 

 

 

 

�
. ����
����
�� ��	
 �
���	�	 
���
�� 

 

 

�������"������� �� +�+��%��  %������ �)%��� �� �� "����)����� ��� 

������� 

 

,� "����� �"�"����� ���� $.�� ��- "��#$!����� ��� ��������� ������� 

��)�� �� ����-� �� ��&�!���� ��� �� +�+��%�� "�- ��������� "�����-�%�&� 

��	��������� ������	�	� ��� 	� �����������.� �������� ������� ������� �� ��� 

"��5"�'��� ��� �� ������� ��� %)�-� ��"��� �
����� �
�����!� ��- "����)��%��- 

��-�, �"&� �� �� �"������/�� � ������, "���� ��� % �����, "��� ��� "�-, ! ���+!"��� 

�$$� '� �"���.�� �� ����� �)����� �� ��� ������. 

� �. %)�-�� �� �"���������.�� ������� "$%��, � �������� ������� 

�-�������� �������� �� �������� ����%��-. 	�� %)�-�� ��� "���+����� ��� 

������� ��- �."�- «�� "��%� ������� �"������/���� %�� #�-��»,  ����� �� 

���/���'�� � $%��-�$��+� «#�-��» (! %��& «����»). 	�&�!���� �%����- �."�-, 

+�$�+! ��� $�����! "$��� ����,  '� �"���.��� �� ����-� �� ��)��%� ���/!����� 

����%��- �"&� �-�%� "�- )������"���.���� ��� ��� WWW, !/��� �� �$���� 

��&�!��&� SQL. 
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�"��)�-� ��&� ��"��� ��������� ��������!����, ���� #���/������ ���� 

$�����%� "������ %�. ���’��)�� ����� "�$. "�'��� �� -"��)�� ��"��� $�"���%���� 

�.��$� ����! ���� ������  "�- �� ��� -"��)�� ��&� �%�� ���� $�����! "������ ! 

���. �� ��).�� �-��, ���� � �������� ������� %)�� �"��.)��.  

6� �"���.�� ������ �� "�� ��� '� !���� ��� $.�� �� ������� ���$-���! 

"������ ! ��� ��'� �������. �$$� �+� �� ���/����� "�$�  +-���$���: 4�� ����� 

"���� �.��$� �� %)�-�� ��$%� "������ %�, ��� ��+��� ���� %)�-�� �� 

�"���������.�� ����$� ���'�� �����&�, ����� )����#��� ��� ��-������� �� 

���3�-�� ��$%� "������ %� ��� �$�� ��� ��� �������. 


�� �$$�, #����!, �+-����� ��- ����%��-, ����� ��� +�� �"���� �� ��� 

#��'!��� ���� '%$�-�� �� �������-�� �����	�	�� (similarities) �����. �����&�. 4-� 

������� "�- �����  ��’��"��� ������� ��� �"���� �� ����/�-� �����. ��-�, �$$� �� �� 

'�  ������� �-�� �"� ��� $�����! "������ ! ����� �"�'���. 

�%$��, �� $�����%� "������ %� ����� ����+�����%��� ���� -"�������������� 

��- �-���� %� ��-�, "�- �������� ��� +�� �"���.� �� ����� "���� ����"�����. 

4�� �"���.�� �"��%�&� �� #������.�� �� $�����%� "������ %� �&� �����&�, 

��� �&��! �������� �������. 	�� ����� ��� �.��$� $.�� ��� �����%��� "���"������, 

'� "�����!��-�� "�� "��)&���%��� ��� "��-)��%��� ��'�+�-� �"&� +�.�� ��� 

�-�%)���. 

 

 

�������"������� �� +�+��%��  ������ �)%��� �� �� "����)����� ��� ������� 

 

 


� ��� �%'�+� "�- '� ��� %��-�� +�� )������"���.�� $�����%� "������ %�, 

�$$� ���� -"�'%��-�� ��� %)�� ����� ��"��� "���"��������� ���� ������� ��� %��� 

���� �� ��'������.� �� ‘)���$�. �"�"%+�-’ )������������� ��-�, �"&� ����� 

+�$�+! �� )����, �� �)!�� ��� � - !. , ����#!� ���"��, ! ��$.���� ��"���� �"� 

��-� ���"�-� "�- �"���� �� ����� �-�! � "���"���������, '� �����'�.� ��$.���� �� 

�"����� �� �$���. 

�� �"����� #!�� ����� �� ����� � �.������ �����. ��� �������� ���, ��� �&� 

)�������������� "�- -"�$������� ��� ��'� ������. � ������� ���� "�%"�� �� ����� 

+������� ���� )�!��� ��� �"�$��! �"� �"���� "���+�������, ��� �-��� ��$����� �� 

�"�$%��� �-�� "�- %)�� "���������� ��� ��- ��-. �-�� �� �"���� "���+������� 
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�"���.� �� ����� ���� +������� �"� "��������%� ������� ���  &����� ���, ! �� 

%)�-� +����-���'�� �"���+�� ��� �� ��$.3�-� ��� ���"� ��� ��������� �������. ��� 

��  %��-�� %�� "���+�����, '� �"���.�� � )�!���� �� '%$�� �� /��!��� ������� "�- 

�"������/�-� ���  �-���-�����%�� '�$����. ,"��� #������ �"�$%��� ��� ������ �"� 

�� +�����, ��� �� +-����� "�� ����� ���� ������ "�- %)�� ��� �-�$� ��-. �� 

-"�'%��-�� �"���� ��� �� �.����� ��������� ������� +�-$�.�� �-���������� 

��
��	� 
�� ����(colour,texture), �-�� "�- '� "�%"�� �� ����� ����� �� -"�$������� 

�� )���� ��� ������� ��- +��������, ��� �� �-����'�� �� ��-� -"�$������.� "�- 

%)�-�� ��� �$�� ��� ������� ��� #���� ���. 2��� ������� #��������� "�� ����� ��� 

+�����, �"�$%������ ��� +������� ��� �"������. 

*�#��&�, ����� "�'��� �� ��� %)�-�� �%$��� �"��-)�� ���� ��������. �"� ��� 

"%���  ��’��"���  &����� ��� "�- '� +�'�.� ��� �"��%$���� ��� ���������, �� 

�%������ ��� �"���� �� �"������/�-� ���  �-���-�����%�� '�$����, �$$� � ��� �� 

�"������/�� %�� �-��� ����%�� �-���� – "�- ���&� ��� )���� ��� - ! "���-���/�� 

�����! ��������� �� ���  �-���-�����%�� '�$����. ��� �� ������$$�-'�.�� �� 

$�'�� ��- �-��!����� ��������� ������� "��� � �$�� ���, -"��)�� ��� ��)���! "�- 

�����/���� relevance feedback. �-�� �������� ��� �� ��"��� �"��%$���� ��� 

��������� ������� !��� $�'��, � )�!���� �� +�$���� ��� �.�����, +������� ��� 

�-������ �� �-�� �� #�$������ �� �.����� �.������� ��-. 

��$� '� �"���.���� �� "�.�� ��� ��� �� ��&�!���� )������"������� 

�������-"���+������� �� %)�-� ��� �)����� �����"������! �-�$���� ���� � ��� �� 

)���$�. �"�"%+�- )������������� ��� �������, ��&� �� ��� �"���.�� �� "�.�� �� 

�+�� ���� %)�-�� �� ����-�� �� "�� -3�$�. �"�"%+�- )�������������, �"&� �� 

�-����'��� "�- ������� ��� ������, ! �"� "��� )��� ����� � ������ "�- #$%"�-��. 

�� �-�! ��� "���"�&�� �� ��&�!���� �������� �%�& "�$� $�����!� "������ !�, �"&� 

«*��� ������� �"� ��� ���%��». 

 

���� "���.�� �������, '� ��)�$�'�.�� �� ��&�!���� "�- � ���.�  ����� 

��� ������ ��� �-�������%�� �� )������������� )���$�. �"�"%+�- ��� �������. 
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. ������	�
� ��� ��������� (similarities and matching) 

 

 

�� "��#$��� ��� ��������� �������, ������%"���� $��"�� ��� "��#$��� 

�.����� ������!�&� �����. +.� �����&�, �� �&� �"��&� � ��� ����� � ������-+����� 

"�- �"�$%��� � )�!����, ��� � �$$� ��� �"���+!"��� ������ ��� #���� ���. � �. 

#��.�� ���� "��� ����/�-� �-�%� �� �������, �-������-�� ��� ������-+����� �� ��� 

�"����� ������ ��� #���� ��� �.�& ��'’��!�, �%)�� �� #��.�� "���� ������� ����� 

"�� ����� ��� +�����. 7�� � $����-����-�$��+� ���� �$� +��+������ ����� �� "&� '� 

����$��!��-�� ��� ���������, ! ���� "��� ����/�-�, +.� �������. 

�� -"�'%���� ��� ���'%��-�� �� ��"���-� ��'��"�-� �� ����-� �-�! ��� 

�������, ��� �� �+�� �.��$� �����&� ��� ������-+�����, '� "�������.���� ��� �� 

�"���$%����� "�- +���-� +�� '� ����� ��� �$�-� ����$�� �� �+��.. �-�� ��� �+���� 

��� �-�"%����� ��� � ’���� �� ���������� �� ��� ������ ����� �� %�� #�'�� ���� �� 

���
������
�, ��� � ’��%��- ��� +�� ����� ��� ���� �"$� �� �������� �� �������� 

���������. 

�"��)�-� ��"��� )������������� "���&� "�- ������������� �-������.� 

��'�������� ���� ���"� "�- ����$��#������ �� ��'��"��� ���� ��� ������, ��� 

�"��%�&� �"� ���/�� �� ����/�� �� ��"��� �$$�. �� "�� ��������� �"� �-�� ����� 

�� )����, � - !, �� �)!��, � +��! ��� �������, ��� �� �"�������� (spatial 

relationships) [Del Bimbo]. �� �� +�.�� �-��"����. 

 

����� 

 

� ���'��� ��- )������� "����$����� �"� ��  &�, "�- ����$����� �"� 

��"��� ����������� "���"�"��� ��$��� ���� �� �#$�������+! )����� ��- �����.. 

���$��&� �� ����������� ��� �"��� "% ��� ��  &�, �"���� ���� ��� 

��"���,+�� �������, �%��� ��� �$���!� ������#�$���. 1��� � ������#�$�� "�-  ����� 

��� ���� %)�� ��� ��'� )���� +�� ������!  �������! �������!. �� � �������-�� 

�� �!��� �.����� ��� ������#�$���, 	($) ��� ���������! �������! ��- 

����$�����-  &���, S($) ��� ���������! �������! ��-  &��� ��)�����- �"� ��� 

 &����! "��!, ��� R($) ��� "�������� �"���� ���� ������#�$��� ��- ��������%��-, 

���� ��).��: 
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 E($) = R($) S($) 

 

�� ���� ����+�� ���� ������#�$�� E($) )������"������� ��+��� �.����� "�- 

#��������� ���� �� �#$�������+! )�����. �"��)�-� ���� ��+� �%���&� �-����&�, 

"�- $%������ ��
��, ��� � ��'� �."�� ����+�� �� +�� ������� �!�� �.����� (short, 

medium, long). 
� ��� ����� ��-� �-�� �� �.����� ��%$��-� �!���� ���� 

���% �$�, � �"���� ��� ����$��#������ %��� �� )����. �� "��� �!�� �.����� 

����+�� � ��'� �����, �"���.�� �� +�.�� ���� ������ 1.1: 

 

����
�1.1 (�����%���()) "��� "������ �"���� ����(y)) 

 
�  &���������, � �����, ��� � /&������ (brightness, hue, saturation) ����� 

�����%� �"� ��� �+������� "�- �"���.� �� �"�+�'�.� ��� )����.  


�� ��)���! ��� �� "������3�-�� ��� )�&�����! �������! �� ��� ������, 

����� ��  �����-�� %�� ��	�������(colour histogram), �"�- ��� ��'� ���! )������� 

(-"�'%������ ��� %)�-�� 3� ��"����%�� ������ ��� ��� �� )���� "������ +������%� 

���%�) ������� "��� ����������)��� ��������)�.� �� �-�!. ���������� �"���.�� �� 

 �����-�� ��� ��� �$$� )������������� ��� �������. 

 

 

� ! (Texture) 

 

� - ! )��������/�� �������� ��� ������� "�- +����������� �"� -3�$%� 

�-)�������, ! �$$��� �"������ �$$��%� ����  &���������. 4�� ����� �.��$� �� 

������� � - !. ��� - ! �� %�� ����)��� ��� ������� ��� )��������/�-� � �"���$�3� 
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���� ����#�- ��� � ���'��� ��� ����!� ‘����.'-����’. 1��� ��� �%��� ��� ������� �� 

��� ����! - ! +������ � ���."&�� ��� "�������� ��� ������ �-������� ��� �������.  

 

�)!�� 

 

�)!���� �� ��� ������ �"���� �� -"��)�-� �"� �� "�� �"$� ��&������� 

�)!���� �%)�� ���".$�� "�- +.���$� "������ ����� �� $���� ! ��'������%� 

�)%����. �� �)!�� ����� ��&� �� "�� '���$��+�� )������������� ���� �������. 


"���.�� �� �����-�� �� #����� �)!���� �� ��� ������ -"�$���/����� ��� ���	� 

�
�
�(edge map) ���, +�$�+! ��� �"������ �$$��%�  &����������. �������& 

+���-�� ��� ������ ��/� �� ��� )���� ����� ���. 
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����
� 1.2: 	"��& ��� ������ ��� ���& � )����� ����� ���. 

 

4��! 

 

� +��! �"���$�� ��� �-��$��! ���."&�� "�- +���-� �� ����)��� ��� �� 

�)!���� ���� �������. ��� "���+�����, ��� ������ ���� ��"��- %)�� +�� ������! +��! 

�"’��� %�� +&�����, ��� � +��! "�- %)�-�  &����� ��� #�-��� ����/�-� �����. 

��-� (�-�����, #�-��, ���- ! �� )���� �$"). 

 

 

 

�"�������� (spatial relationships) 

 

,-�������� ��$��� ��� ��� ��"�$���� ��� �������, ��� ��� ��"�'����� "�- 

#��������� �� �)!���� "�- ��� �"���$�.�, ��� �� ��&������%� �"�������� ! �&���� 

�����. ��-�. 	"���� �� �"���$.3��� ��� "���������� �)!���� ������������� �� 

�-�! ��� ���������.  
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�. ������� %�����	�������
 ��� �������
�� 

 

1��� �"$�� ���"�� ����&�!� )��������������, �� ���������� 

 

��� �� �"��%��-�� �� �"���������.�� �� )������������� ���� �������, 

"�%"�� �� �� �� �����-�� �� ��"��� ���"� "�- �� ��� +���� �� +-�������� ��� 

�-�%)��� �� �� �-������-�� �.��$�. 
%'�+�� "�- ��� �"���%"�-� �-�� �����/����� 

�%'�+�� �������� ����
	����	�

� (feature extraction). 

1��� ���"�� �� �� ����-�� �-�� ����� �� ���������� ��"���- ! ��"��&� 

)�������������� (feature histogram). 

��� ��  �����-�� %�� �%���� ����������, �� "���� #!�� ����� �� +���-�� 

��� +������! ���! ��- )�������������. "�- �"�$%��-��, ��� ��'� pixel ��� �������. 


������ "��� pixels %)�-� ��� ���! 0, ��� ���! 1, �.�.�. �%)�� �� ��$.3�-�� �$�� 

��� ���%� "�- �"���� �� "���� �� )�������������. 1���  ���)��-�� ��� +��+������� 

��� ��! "��������, �"�- � ��� +������� ������� ���%� )�������������., ��� � 

�$$� "$!'�� pixels �� �-�! ��� ���!. 

1��& ��� %)�-�� ��� ������ 1.2 "�- '%$�-�� �� �"���������.��, �� 

)������������� "�- '%$�-�� ����� � ��	����	�	�, ��� �-�! �"���� �� "���� ���%� 

�"� 0 &� 255. ���� �� ��������)� ���������� ����� �-�� "�-  ������� ���� ������ 

1.3. 
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����
� 13 &��������� !��
�
��	��� 

 
 

(� ��������-�� ��� ��� ��� %�� )������������� �"���.� �� �"�+�'�.� 

+������%� ���%�, +�� ����� �"�������� ��� �-�%� '� ����� ��������	�	��. 4�$�+! �� 

'%$��� �� ����!��-�� ��� )�&�����%� �-�������� �������, �������, 
"$�, � ���! 

���� pixel '� !��� %�� +���-��� ��� ��� !� 

 

[Red value, Green value, Blue value] 

 

��� ���� �� ���������� ��� '� !��� 4-+�������. �� ��� �� �-�! ��� 

"���"�&�� +�� �"���.�� �� �� �"����"��!��-��, +�� ��� ���)$�� ��'�$�-. 

 

 

�"�������� (Metrics) 

 

� �.  �����-�� �� ������������ ��� ��� ������� ���, �"���.�� �� �� 

�-������-��. ��� �-�� ��� ���"� '� +�.�� ���"�-� ��� �� ����!��-�� ��� 

�"������ �����. ��-�. 
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"���.�� �� �"��������-�� �� ���������� , ��� %�� ������ ���� �-

+������� )���, �� � ����� � ���'��� �&� "�'���� +�������� ����� "�- �"���� �� 

"���� �� )������������ "�- �"�$%��-��. ���� �"���.�� �� ����!��-�� ��� 

�"������ �-��� �&� �����&� )������"������� %��� ���'�� �-����!��&� 

�"�������. �-�! � �-�������, '� "�%"�� �� "$���� ��"��� ����!���, �� �"��� ����� 

[Del Bimbo]: 

 

�� ����$�����! �+������: d ( s1, s1 ) = d ( s2, s2 ) = 0 

�� 	$�)����: d ( s1, s2 ) �  d ( s1, s1 ) = 0 

�� �-�������! �+������: d ( s1, s2 ) = d ( s2, s1 ) 

�� ����&���! ���������: d ( s1, s2 ) + d ( s2, s3 ) >= d ( s1, s3 ) 

 

��"���� �"$%� �-����!���� �"������� �����: 

 

�� 	-�$��+�� �"������: d ( s1, s2 ) = sqrt ( (x2 – x1)2 + (y2 – y1) 2 ) 

�� �"������ Manhattan: d ( s1, s2 ) = || x2 – x1|| + || y2 – y1|| 

�� �"������ Minkowsky: d ( s1, s2 ) = 
1

| |
n

k k
k

x y
�

��  

 

1��-��� ���� 3-)�$���� �"���$-3�� ��� �� �-����!���� �"������� �"���� 

�� +���-� �"���$%����� ������ ������ �"� ��� �"������ +.� �����&� �"&� ��� 

���'������ � ��'�&"��. ��� "���+����� , � 	-�$��+�� �"������ +�� +���� ��$� 

�"���$%�����, ���� '%$�-�� �� �-������-�� �)������! ���������. [Del Bimbo] 

�"� ��� �$$�, %)�-�� ��$�.� $���-� �� )������"���.�� �-����!���� 

�"�������: 

�� ��� ��"��� )������������� ��� ������� �"���� �� +�'�.� 

�"���$%����� "�- "$����/�-� �����"������� ��� ��'��"��� 

���'���, �"&� ����� �� )����. 

�� 
�� #�$�.�-� ���� '%$�-�� �� ����-�� �������� ������� 

)������"������� ��"��� �%'�+� ����&�!� )�������������� (feature 

extraction) �"&� ��� �������-! ������������� ��� �"��� ��� %����. 
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�� ���� ������, ��������� �� )������������� "�- '%$�-��, ��� 

�������&"�/����� �� ��� %�� +���-��� (feature vector), �"���.�� 

"$%�� �� +�-$%3�-�� �� ��������� ���� +�+��%�&�. 

 

 


��. ��
�
������	�	 ������������� 

 


� ��� ����&�! )�������������� �� ����������, �"���.�� �� ����!��-�� 

��� )�!���� "$��� ���� "��� �"��������� ��� �.������ %�� ������ ��������� ���� 

+�+��%�&�, �"’��� �"���$�� � ������ ��'��-�!. �� %)�-�� ������ +�������&� 

320x200x8bpp, )����/������ 64,000 bytes ��� �� ��� �"�'���.��-�� (��-�"�����). 

�� ���������� ��� '� �"����� )���  

(�$!'�� "�'���� ����� )�������������.()����)) x ()���� "�- �"����� max 

"$!'�� pixels) 

 

+�$�+! �+� 

 

28 x log2(64,000) = 256 x 16 bits = 256 x 2 bytes = 512 bytes. 

 

�-�� "�- ���� %���-�� ����� ��� �"���.�� "$%�� �� �"�$$���-�� �� 

�.����� ��������� ������� �"� ��� ���� "$��� ����� "�- "���%)�� ��� ������, ��� 

�� +�-$%3�-�� �� %�� ����� �$���� �-�!�. �"� �� "$!'�� "$��� ����� +�$�+! 

����� +��$%��-�� �� ����!��-�� �� & %$��� ������� ���. 

	"��������� ���������- ����- "$��� �����, �-��"������ � ’���� $������� 

)���� �"����������, ��� � ’��%��- ��������� )��� �"�'!��-���. 


"���.�� �� ������-�� �-�! ��� ���� ��� �"��������%�� "$��� ����� 

����� "����������, ���	�������
�	�� �� ���������� ���. 
����$$�"����� 

�����/���� � �.���� ���� �-�������� "�- �� "�������/�� ��� �� +-����� ��$.���� 

�� ����������. 2"&� '� +�.�� �� �"����� �� �$���, �� "$������!���� ��� 

�����$$�"������ ����� "���������� ��� ���������, �$$� ��� "$����� ��� 

�����&���!� "������ !� ��- '%�����, '� �������.�� �� "�.�� ��� �"���.�� �� 

"��.)�-�� ���������-� )����-� �"���������� ��� "�$. ��$.���� �"���$%����� 

�"’��� �� ����������. 
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���� ��������� ��������� 

 

���� "���.�� ������� '� +�.�� "&� ������� � �����$$�"����� ��- 

�������������, )������"������� ����� 
�����

� 
�	����
� (Gaussian mixture 

model, ! GMM). H ����� ��������� ��������� ����� ��� ��)���! "�- 

)������"������� ��� ���������� ��� �� $.�� ��- "��#$!����� ��� "���%������ 

"-�������� "�'��������.  

�� +�.�� "���� ��� ������ ��� �������!� �������!�, ��� ����+������� 

�-)��� ����#$��!: 
2

2
( )

2

2

1
( )

2
p x e

� �
	


	

� �� �
 

� �

 
� ��  

 

2"�- �, � $%������ �� �%�� ��� � �"��$��� ��� �������!�. ��������.�� ��� 

� �������! �������! ����� �-������� �-��� �&� ����� ("�- $%������ ��� ����� ��� 

�������!�), +�$�+! �� �%��-�� �� �,� �%��-�� �"����#�� ��� �������!. 

 

 

 

� ��� ��! "�������� ��� �������!� �������!� ����� ��� ��� !�: 
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����
� 1.4: � �������! �������!. 

 


� �� ����� ����� ��������� ��������� �����.�� %�� ��������� �������� 

��������� ���������, %��� ���� �� �"��%$���� �� ����� "�$� ��� �-������� 

"-�������� "�'��������. �"��'-��/�-�� ��� �� "��5"�'%���� ��� �� ����� ��� 

�-������� p, �-������� "-�������� "�'��������, ����� �� ��!�: 

 

�� ( ) 0p x �   ��� ��'� x 

�� ( ) 1p x dx ��   

�-�������%�� � ������� ��� ������ ��������� ��������� �����: 

 

 

1

( ) ( ) ( | )
M

j

p x P j p x j
�

��  

 

 

2"�- 
 � ���'��� �&� ��������� "�- �������.�����. 
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, �."�� -"������ ��� ���� � �������! ������� %�� data point x, "���� 

�"�$%����� ��� �"� ��� �������%� ������, � ��'���� �� "�'������� P(j) �"�- j � 

�������!, ��� ��� �-�%)��� "�������� �� x �.� &�� �� ��� �������! p(x|j). 

��� 
 = 3, +�$�+! �������.����� 3 �������%� �������%�, ��� ����+������� 

�-)��� ����#$��!, � ����� ��-� '� ����� ��� ��� !�: 

 

����
� 1.5: 
���� ��������� ��������� 
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��$��� � ���)�� ��� ����� �� ������%3�-�� %�� ���������� 

)�������������� �� ��� ����� ��������� ���������, �"&� "���-���/���� ��� 

"�����.���� �)!��. 
"���.�� �� +�.�� "&� '� !��� %�� �-"��� ����������, ��/� 

�� ��� "���%����� ��- �� ����� ��������� ���������, ��� �)!�� 1.6 "�- #$%"�-�� 

"������&: 

 

����
� 1.6 

 
 

1�� GMM ����%$� �"���� �� -"�$������� �"� �� +�+��%��(��� �+�� ��� 

������ �+�) ! �� ���������� )��������������, �� �$����'��-� "�- #���/����� ���� 

�+%� ��� �%������ "�'��� ������ (maximum likelihood). 
� �"$� $����, �� ��� 

"�'��� ����� (likelihood) �� ��/�-�� ���� "��� ��� ����� ��������� ���������, 

"�������/�� %�� ���������� – ��’�- ��� � ‘�%�����’, +�$�+! ���)�.�-�� �� 

 ����-�� �� ��� �� +-����� ��$.���� "���%�����. 

�-�! � �����%���� �$����'�&� �����/���� Expectation – Maximization, ��� 

��"���� �$����'��� ��� ���������� ����� ��: 

 

�� �"$�� 	
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�� Greedy EM [Vlassis, Likas] 

�� Accelerated Greedy EM [Verbeek et al.] 

�� Chunky EM [Nunnink] 

 

 

 

 

 

 


���. '���
������� – �������� 

 

�� �-�� �� �� �$��� ������ ��� "���-����� ������ ��� '%�� ��� ��������� 

�������. ,� �%'�+�� "�- -"��)�-� )&��/����� ��)��� ���$��&� ��� ����
	����	�
� 

��� ������� "�- '%$�-�� �� +���-�� ��� "����)! ���. �� %����� )������������� 

� ���.� �+������� ��� ������� �"&� �� ����� ��- +����-���. ���, ! ��� ���������� 

�������-!� ���. �� ����� )�������������, �� �� �"��� '� ��)�$�'�.�� ���'�/�-� 

�� ��� ��'��"���� ���'!���� �� )���$� �"�"%+� �"&� �� )����, � - !, �� �)!��, 

��� ��� -3�$� �"�"�+� �"&� � "-��+����� ��"���- �-����'!����� �"&� )���, 

$."�, �-�)%���� ��� ������� �� ��"��� "�����.���� ��������. 6� �������-�� ��� 

"����)! ��� ��� ����� )������������� )���$�. �"�"%+�-. 

, ���"�� "�- /����� �� #��.�� ������� �� ��"��� )������������� "�- 

'%$�-�� $%����� ��
	��� (query). 	�� �"���.�� �� ����-�� ��&�!���� �� $�����%� 

"������ %�, � ��$.����� ���"�� ���� %)�-�� )������������� )���$�. �"�"%+�-, 

����� � ������� �� �������-������	�, ! �$$��� ������� "�- "���-���/�-� �.�$&���  

��"��� )�������������, �"&� ��$�/�� )����, �����+�� - ! �.�.�. �-���������� 

��� �-�%)��� ��� ������-+����� �� ��� ������� ��� #���� +�+��%�&� ���, �"�$%��-�� 

���� ����� ������������ ��� +�����, ! �"&� $%�� ���� "���-���/�-� ��� "����������� 

��� "�� %������ �����	�	�� (similarities). 

��� �� �-������-�� )������������� �����&� (image features), +��$%��-�� 

�.$��� �� �"�������-�� �"� �$� ��� "$��� ���� "�- "���%)�� ��� ������, ���� 

������ "�- '� )�������.�� ��� �� �.������. � +��+������ "�- "��-)����-�� �-�� �� 

���"� $%����� ����&�! )�������������� (feature extraction). � �������-! 

������������� )�������������� (feature histogram), ��� � �����$$�"����� ��. 
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)������"���.���� ��� �-�� �� ���"�. 6� �������-�� �-�������%�� �����$$�"����� 

��- ������������� �� )�!�� ������ ��������� ��������� ( Gaussian Mixture 

Model, GMM) . 
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2 
 

 

�
���	�	 
���
�� �
 ����������, ��
�
�����	�	 

������������� �
 �
��	 ��
�
���
 ����
���
 

 
 

 

 

�. �
���	�	 
���
�� ��� �	
 ���%������ ������ 

 

� ������ �"� �� �����! "�- '� 3� ��"���'��, �"���� �� ��+&'�� �� %��� 

���'�� �"� +�� �������.� ���"�-�. ���’��)�� ����� %��� "������, ! �!��� +.� 

+�������&�, "�- �� ����)��� ��- ����"���&"�.�-� ���%� )������� ��� ��'� pixel. 

�� � �-��� � "������, ���� �� ����)��� �ij ����� ��� �� ��� ���! "�- %)�� �� )���� ��� 

pixel "�- #�������� ���� �-�������%�� x = i, y = j. 

� �!��� � '� �"���.�� �"���� �� "��������� %�� +������� +��+������� �!��. 

�"������ �$$���� ���� ���! ��- )������� �� ��������� pixels, ���� 

����"���&"�.�-� -3�$%� �-)�������, ��� ����%� ����"���&"�.�-� )���$%� 

�-)�������. �� %�� ����)��� %)�� -3�$! �-)������, ���� ����� "�$. "�'��� ���� �� 



 25

-"��)�� ���!, ��� ��������)� )���$%� �-)������� #�����-�� �� ������ "�- -"��)�� 

���$�����. 


�� �$$� "���%����� ����� �� +�.�� ��� ������, ��� ��� ����!���� �-)��&� 

����#$���� p(x). ,� ���%� ��� �!���� � %)�-� ���� ‘���#�)'��’ �"� ��� p. 1��� 

����������� -"�$������� ��� �-)������� "�- �� ���/���� ��'� )�&�����! ���!, 

�"���� �� ��� +���� ��� �+%� ��� �� "��� ����� � �-������� p. ��������.�� ��� 

�-��� � -"�$������� �-�"�"��� �� ��� �������-! ������������� ��� �� )����. 

��� �� "���������-�� ��� �-������� p, +�� %)�-�� ���� ��� �������-! 

������������� ��� �"$������� ���, �$$� ��� ��"���� ��$.����� ��'�+�-� �"&� '� 

+�.��. 	���� ��������� �� "���-�� ��� ��$! "���%����� ��� �-�������� p, ����� �� 

�%��-�� ��� �-����!���� "-�������� p �&� �����&� "�- '%$�-�� �� �-������-�� ��� 

���������� )��������������, +������ � +-�������� �� �� ����-�� ��������� ��� 

�"������ �-��� �&� �-����!��&� "-��������. 

�� "��#$��� ��� "���%������ ���� �-�������� "-�������� "�'�������� %)�� 

��"���� $.����, "�- ��� %)�� +���� � ���%�� ��� ����������� "���."&�. 

 

 

 

 

��. &��������� 

 

1��& ��� ������ "�- '%$�-�� �� �"���������.��, ��� � �����/�-�� ��� 

�!��� "�- "������ �� ��� )�&�����! �������! ���. 4�$�+! ��'� ����)��� ��� 

�!���� ��������)�� �� )�&�����! ���! ���� ����������)���-, �"&� "������3��� ��� 

"�����.���&�.�� � ������ ����� �� �"�)������ ��- ����/�- (grey-scale), � �!��� � 

'� �"���.�� �� ����/�� ��"&� %���: 

 

 

I =      [119   107   …    57   163 

    16   131    …    147    53 

   252    85    …    193    96 

 ….  …. 

   148   110   …    135   199 ] 
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	��& �� +��������� ��- I ����� m x n. �� � ������ ��)� "�$$� )������ (True 

color), �� )���� ��'� ����������)���- �� ��/���� �� ����+� ���'���, "�- 

����"���&"�.�-� ��� ���! ��� K�������, �������� ��� 
"$� �"�)�&��� (Red, 

Green, Blue). 1��� �-"���� � '� !��� ����: 

 

I =  [  [45, 4, 23] [107, 1, 3]   …  [200, 109, 234] 

 [33, 90, 1] [34, 23, 0]   …  [0, 0, 0] 

 ….    … 

 [111, 56, 53] [102, 43, 22]  …  [201, 201, 201]  ] 

 

 

(*�#��&� ���� �� )������"��!���� ����+�� v-bit&� ���'���, ����� +-����� 

��� �� )������"��!��-�� %��� 3v-bito) 

8%������ ��� � �"���.�� ��  �����-�� �� )�&������ ���������� ��� 

�������. �� ���������� "����������� �� ��� �-�������, %��& �-�! hist: 

 

: dhist N� � ��  

 

�"�- d ����� � +������� ��- +���.������ "�- )������"���.�� ��� �� 

"������3�-�� �� )����. A�������)� ��� "�����.���� "���+������� ��� �� � ����� d 

= 1, ��� d = 3. (� ��������-�� �"���� ��� �� "�'��%� ���%� ��- "�+��- ������. ��- 

hist, �����/����� 
����, ����� � �$� +��+������ �������-!� ������������� '-��/�� 

�%����� ��+&�. 

, �$����'��� �������-!� ��� �-�������� hist ����� �"$��. ��)��� %��& ��� 

hist* = 0. ������-�� ��� �!��� I, ������ "��� ������, ��� ��� ��� ��'� )�&�����! 

���! col "�- #�����-��, �-����-�� ��� ���! ��� hist*(col) ���� ��� ����+�. 
� 

3�-+���+��� �-�! � +��+������ �����: 

 

1. ��)���"����� ��� ���%� ��� hist ��� ��'� ���! ��- "�+��- ������. �� 0. 

2. 1��& � = 1, j = 1. 1��& � � �!��� m x n "�- "���%)�� ��� )�&�����%� ���%�. 

3. �.����: hist [�ij] = hist [Iij] + 1. 

4. �� i < m, � = � + 1 ��� "��& ��� 3. 
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5. �� j < n, j = j + 1, � = 1 ��� "��& ��� 3. 

6. �%$��. 

 

� �-������� hist ��- ������������� ��� +���� $��"�� ��� ���������! ������ 

��� )�&�����!� �������!� ���� ������. 1�� �-"��� ���������� ��� grey-scale 

������  ������� ��� �)!�� 2.1: 

 

����
� 2.1: &��������� !��
�
��	��� 

�"� �-�! ��� ���������!, '%$�-�� �� "���-�� ��� "���%����� ��� 

�-�������� "-�������� "�'�������� "�- �%����� �� ����)��� ��� �!���� �. 1��& 

�-�! � "���%����� ��� +������! �-������� histp: 

 

: [0,1]dhistp � � ��  

 

�� "�+�� ����� ��� histp ����� [0,1], ����� ����� +������! �-������� 

"-�������� "�'��������. �"��'-��/�-�� ��� �"���!���� ��� �� ����� ��� �.������� f 

�� ���
��	� ����� �������, �-������� "-�������� "�'��������: 
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�� 0 �  f(x) �1 ��� ��'� x 

�� ( ) 1
x

f x ��  

��� �� "$���� �� ���������� �-�%� ��� �"���!����, '� "�%"�� �� �� 

���$�"��!��-�� ���� �$�� �� ���%� �� #��������� ��� �.��� 0..1. �-�� �"���� �� 

����� �"$� +��������� ��'� ���! ��- hist, �� �� �'������ ( ) 1
x

hist x �� .�� 

�'������ �-�� ����� ��&���, ��� ����� � ���'��� �&� pixels ��� �������. 7�� "�$. 

�"$� �� 3�-+���+��� �-�! � +��+������ '� !���: 

 

1. ��)���"����� ��� ���%� ��� histp ��� ��'% ���! ��- "�+��- ������. �� 0. 

2. ��� ��'� x "�- hist �  0, histp(x) = hist(x) / pixels 

3. �%$��. 

 

2"�- pixels � �-��$���� ���'��� �&� pixels. 

��� ��������)� "���%����� histp ��� �� ���������� "�-  ������� ���� ������ 

2.1 �"���.�� �� +�.�� ���� ������ 2.2: 

 

����
� 2.2 
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�$������!���� ��� ��������!���� 

 

�� ���������� ��� � "���%����� ��� "-�������� "�'�������� �%�& �-��., 

��� +���� ��!���� ��� �� �"$� �$����'�� ��� ������ ��� )�&�����!� �������!�, 

��-$�)����� ���� �� "�+�� ������. ����� ����+������� ! �� "�$. +��+�������. ���� 

� ��� ��! "�������� ����� �� 2 ! 3 ������ ��������)� – "�� ���� ����$.����� 

+��������� +�� �"���.� �� �"����"���'�.� �����"�������. 

�-�� "�- ��� ���)$�� ����� ���’��)�� ��� � "���%����� ��� �-�������� 

"-�������� "�'�������� "�- "�����-�� ��� �"��%$����, ����� +������!. �� 

"���"������ "�- �� "�+��- ������. ����� ����$�- ���'��. +�������&� ("��& �"� 1 

! 2) �� ���������� '� "������ "�$. )���$%� ���%� ��� "���������� ������, ��� 

"�$$� �"� �-�� '� ����� ��+�����, �������� ��� �������� ��� "-�������� 

"�'�������� ��'�$�- ��$!. ����� )��������, �"��+! �� ‘��+��’ ��- ������������� 

����� 
d (�"�- M �� +������%� ���%� �� ��'� +������� ��� ����������� ����#$��!�, 

��� d � ���'��� �&� +�������&�), '� �-�������� ��'����� ��� �-������� �� d, 

)��������.����� ��!���� ��� �������� – �-�� �� "��#$��� ����� ��&��� ��� �� 

‘curse of dimensionality’ [Bishop]. � "���%����� �� ���������� �� -$�/���� ��$��� 

�� ��� "������ ! ��� ������� "�- �"��������!����, ��� ��
� �-�!�.  

6� '%$��� �� #��.�� ��&� %�� ���"� �)� �� "������3�-�� �)� ��� ������, 

�$$� ��� 
�	������ �����&�, �"��� � +��+������ ��� �.������� �����&� ("�- ����� 

��� � ���"�� ��� ���� �� #!�� ��� ����&�!� )��������������) �� �������"�� ��� 

������� – ��!��-� �-�%� �� ������� ���� �+�� ! "���"$!��� ���������; 9 �$$���: 

�� �����	����� ��
��	�	�� ������	�	�� ��� 	�� �����������, ����� �
�������	�
� 


��	� ��	��� 	���; 

� �������� ��� �-�������� "-�������� "�'�������� '� !��� "�$. ��$.����, 

��� �"���.���� �� #��.�� ��� ������ (��-+������!) ��� ! ���. 	-�-)�� ��’�-�� 

-"��)�-� ��"���� ��$%� �%'�+��. 

1�� �$$� �����%����� ��� "���%������ �� ����������, ����� ��� ��� �� 

"������ �� � �������!, )����/���� �� '-������� ��� ���%� �$&� �&� ‘��+&�’ ��- 

�������������. ��� "�$-+������� "�+�� ������. ��� ����������, �� ��+�� 

�-�������� ��'����� ��� ��� ��� � ����� �&� +�+��%�&� "�- "������ �-� ��� 
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"���%����� ��� "-�������� "�'��������. 2"&� '� +�.�� ��� ��� �-�%)���, ������� 

�� "������3�-�� ��� �-������� "-�������� "�'�������� �� $������� ���� 

+�+��%�&�. 

 

 

 

���. �����
����� ������	 (Polynomial curve fitting) 

 

���)�� ��� ����� �� #��.�� "���%����� ��� �-�������� "-�������� 

"�'�������� "�- "������ �� ��� �������! ���� )�������������. ��� ������� 

("�����.���&� )������"��!���� )����), �$$� ���� �� ������ ��� !. 1��& y(x) � 

�-������� "�- 3�)��-��, ��� ��� ����� "�$-&�-���!� ��� !�: 

 

y(x) = wo + w1x + … + wmx + … + wmxM = 
0

M

j j
j

w x
�
�   

 

 

��� ���� &� "�$-&�-���! ����� �-��)!� ��� R. 

,� ���%� wj ����� ����#$��%� "�- �����/�����  ���. , ���)�� ��� ����� �� 

#��.�� ���%� ��� �� wj, ���� � y �� "����#�$$���� �"� ��� �� +-����� "���������� 

������ ��- ������������� )�������������� hist ��� �������.  

	���� #�$��� �� ����)�������.�� �� #��� wj &� %�� +���-��� w. ���� �� 

"�$-��-�� y ��� ���� &� y(x ; w), +��)������ %��� +�$�+! ��� �������� �"� ��� 

���%� �&� #����. 

1��& �� ���%� ��- ������������� tn. �� ���������� ��� +������! �-�������, 

%)�� %�� "�"�����%�� "$!'�� ����� tn. 6%$�-�� � y �� "����#$�'�� �"� �$� �� tn. 

1��& �� ���%� ��� y, yn ��� �� ��������)� x "�- ���/����� �� tn, �"��� ��� �� 

"����#$�'�� � y �"� �� tn, "�%"�� �� yn �� "$����/�-� �� tn. 


� �$$� $����, '%$�-�� �� �$�)����"��!��-�� �� � �$�� �&� yn, �� �"��� 

���/�-�� &�: 
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2( ( ; ) )n nE y x w t� ��  

 

To � �$�� 	 ����� �-������� ��- w, �"��� ��� �� ��������� � �-������� 

"����#�$!� �� ��� �������! ��- ������������� histp, ����� ��$��� �� #��.�� %�� 

+���-��� w* "�- �� �$�)����"���� �� w. 

� "����#�$! "�$-&�-���!� ���".$�� ����� ��� �+%� ��� "���%����� ���� 

�-�������� ������, ���� ��&��/�-�� ��"��� ������ ���. ��������.�� ��� ��� ��� 

y(x) +�� %)�-�� ��"��� ���.��� ��� '� "$���� ��� �"���!���� ��� �� ����� �-������� 

"-�������� "�'��������. ������� "���&� ��� �+%� ��� %)�-�� ��� �-������� "�- 

��������� �"� ��"���� "����%���-� – �+� w, ��� ���"�� ����� �� 

�$�)����"��!��-�� �� � �$�� 	. 

��� �-�%)��� '� "��)&�!��-�� �� ��'�+�-� "�- ������/�-� ��� "��#$��� 

��� ��������� �-�������� "-�������� "�'�������� ��+�������. 

 

 

 

�
. �
��	 ��
�
���
 ����
���
 

 

, ������� ��� ������ ��������� ��������� �����  

 

1

( ) ( ) ( | )
M

j

p x P j p x j
�

��   (2.4.1) 

2"�- 
 � ���'��� �&� ��������� ��������� "�- �������.�����. 

� ����� p ��� �� ����� �-������� "-�������� "�'��������, "�%"�� 

��
1

( ) 1
M

j

P j
�

��  

��  0�P(j)�1 

 

2"&� "�����-�%�&� )������"��!���� ��� "�$-&�-���! y ��� �� 

"���������-�� ��� �-������� "-�������� "�'�������� "�- ������� �� 

)������������� ��� ������� "�- �����/�-��, ���� �-�� �� ��$� '� "����� � ����� p. 
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��� �� ����!��� � p ��� )�&�����! ���! (! ���������� ��"���- �$$�- 

)�������������.), �"�$%����� "���� ��� �"� ��� �������%� ������, �.� &�� �� ��� 

"�'������� P "�- %)�� ��'����. :����� ���$�-'����� � �������! p(x|j) �.� &�� �� 

��� ����� j "�- �"�$%)'���. 


�� �������! �������! �"���� �� "������ �� ��� ��&��/�-�� ��� ����� ���, 

+�$�+! ��� ����������� ! �%�� ���! (�) ��� ��� +���.����� ! �-�����#$������� – 

covariance (�). �� � �-)��� ����#$��! ����� d-+�������, ���� � �� p(x|j) ���� �."� 

��� ������ 2.4.1 +������ �"�: 

 

� �

11
( ) ( )

2
1/ 2/ 2

1
( )

2

x x

dp x e
� �




� �� �� � � �� �
� ��

�
 

4�$�+! ��$��� ��� ����� ��������� �"� ��-� 3 "��������� �, �, P(j) �"��� 

�"���.�� �� ���3�-�� ��� ����� &� p(x ; �, !, j). 

,"���, /����� �� #��.�� �� ����$$�$� �, �, P ���� � ����� �� "�������/�� 

��� "��������! �-������� "-������� "�'�������� �&� )�������������� ��� 

�������. 

 


.&$���	�
� �	� ��
�
���� ����
���� 

 

6� �"���.�� �� ����&��'�� ������, ����� ����� ��������� ��������� ��� 

�)� ��"���� �$$�� �-��)�.� �������!�. 

� �������! �������! %)�� ��"���� ��+�� %��-��� �+������� "�- ��� ����-� 

��� �-��'���%�� �"�$��! ���� "�%"�� �� ����� "���%����� "-�������� "�'��������: 

[Bishop] 

�� 
"���� �� ������� ���� ��� �-������� �&� ��"�� � ��� �. 

�� �.� &�� �� �� �������� ������ '������ (central limit theorem) �� 

�%�� M �-)��&� ����#$���� ������ �� ��������'�� 
�����
�, ���� �� 


 ������ ��� �"����. � #����! "��5"�'��� ����� � �"��$��� ������� 

�-)���� ����#$��!� �� ��� ����� ��������� ����$.���� �"� ��"��� 

�$$�. 

�� 
� �������� �����)�������� ��- �-��!����� �-�������%�&�, � 

�������! "����%��� �������!. �-�� "�- �$$�/�� ����� �� "��������� 

� ��� �. 
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�� �"��)�� ��������� �����)��������� "�- +���&��"���� ��� �!��� 

�-�����#$��������. ���� �� �-�������� ��� �-)���� ����#$��!� x 

�������� ���������� �����������, +�$�+! 

 

1

( ) ( )
d

i
i

p x p x
�

��  

 

  �"�- d �� +��������� ��� ����#$��!� x. 

�� ��� �����%��� ���%� ������������ ���!� ��� �-�����#$��������, � 

�������! �������! �������"���� ��� �����"�� ���. 

�� �� �������������, ����� �"$! ���� ���$-�� ���. 

 

 

 

 


�.Maximum likelihood (�"����	 ��(�
�!�

��) 

 

��'��� ����� L �����/���� ��� "������� )��������/�� ��� "���%����� 

"-�������� "�'��������. 2�� �-�! �-�������, ���� ��$.���� � "���%����� ��� 

"��������!� "-��������. �� +�.�� "&� ���/���� ������. 

1��& %)�-�� %�� data set � = { )1, )2, ... )n }. �-�� �� data %)�-� ���#�)'�� 

���������� �"� ��� �������! p(x ; ') �"�- ' �� ������	��� �������!�. ���� 

 

1

( | ) ( | ) ( )
N

n
n

p p x L� � �
�

� � ��  

 

��� "������� L �"���.�� �� ��� +�.�� ��� ���'��� �.��$� +�+��%�&� X, 

�-������� �&� "����%��&� '. 	"��+! "�%"�� �� ������ ��- data set �� ����� �� "�� 

"�'��� �� �����'�.� �"� ��� �������! p, '%$�-�� �� �������"��!��-�� ��� 

"�'�������� p(xn ; ') +��$%������ ����$$�$� '. ���+.����, #��������� �� ' "�- 

�������"���� ��� "�'��� ����� L. � �%'�+�� �����/���� �.$��� maximum likelihood 

(�%����� "�'��� �����). 
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���� "���� )������"������� "���������� � ��������� $�����'��� ��� 

"�'��� ������: 

 

1

ln ( ) ln ( | )
N

n
n

E L p x� �
�

� � � ��  

 

��������.�� ��� �� 	 ��������� ��� � L �-�������, ��� �� "��#$��� 

�������"������ ��� L ����� ���+.���� �� �$�)����"����� ��� 	.�� 	 �����/���� ��� 

�-������� � �$����� (error function). 

��� ��� "���"�&�� "�- � p ����� ��� �������! �������! �� �-)��� ����#$��! 

d +�������&�, �� "��������� ' ����� �� [�, �] �"�- � �%�� ��� � �-�����#$������� 

��� �������!�. 
�+���/����� ��� "����&�� ��� 	 &� "��� � ��� � ��������)�, 

#�����-�� "��� �$�)����"������� �� � �$�� 	, ��� �-�� �� ������ �����: 

 

^

1

1 N

n
n

x�
�

�
��  

 

 

^ ^ ^

1

1
( )( )

N

n n
n

x x� � �

�

� � � �
��  

 

 

��������.�� ��� �� � "�- �$�)����"���� �� � �$�� ����� � �%��� ���� �&� 

�����&� ��- data set, ��� � �-�����#$������� �� ��� �%�� ��� ��- ��������-  
^ ^

( )( )n nx x� � �� � . 

 

 

Maximum likelihood ��� ����� ��������� ��������� 

 

� "�'��� ����� L ���� � p ����� ����� 
 ��������� ���������, �� data set 

X = { x1, x2, .. xn }, �� ��'� +�+��%�� ����� d +�������&�, ��� �-��$��� %)�-�� ( 

data points, ����� ���$���: 
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11 1

( ) ( | ) ( )
N N M

n n
jn n

L p x p x j P j
�� �

� � �� �  

 

��� �"��� � �-������� � �$����� 	 �����: 

 

1 1

ln ln ( | ) ( )
N M

n

n j

E L p x j P j
� �

� �
� � � � �

� �
� �  

 

,� "��������� ' ��� p, ����� ���� �� �.��$� �&� �j, �j +�$�+! �� �%�� ��� �� 

�!���� �-�����#$�������� �$&� �&� ��������� "�- �������.�����, �-� ��� 

"�'������� ��'� �-�������� �������!�, Pj. ��� �-��$�� ���/�-�� �� ��.����� � = ( 

�1, �2, ...�
), ' = (�1, �2, ..., �
), P = (P1, P2, …, P
), ��� �"��%�&� ' = {�, ', P}. 

��%"�� �� #��.�� ����$$�$�� "��������-� [�, ', P], ���� �� 

�$�)����"���'�� �� � �$�� 	 �� ����'��� �� ��� "���"�&�� "�- �� p ����� ��� 

�������! �������!, "�- ��+��� "�����.���&�, � $.�� ��- maximum likelihood 

"��#$!����� ���� +�� ����� ���� �����. 

���’��)�� -"��)�-� "���������%� ���%� ��� ��� �"���� � "�'��� ����� ������ 

��� �"���� [Bishop]. �-�%� "���-���/����� ���� '%��-�� �j = x ��� �j = 0, �� ��� 

�������! j. 	"����, ����%� �-����������� �����&� "�- ����� ����� �����. ��-� 

�"���� �� ��� +���-� %�� ��"��� �$�)���� ���� �-������� � �$�����, "�- �"���� 

�� +���� "$�������! �������� ��� "��������!� �������!�. �-�� �� "��#$!���� 

�"���� �� �+��!��-� �� �"�������� ���� �������!� %����� �&� �$$&� ���� ����� 

(Pk >> Pj, ��� ��'� j ����� j = k), ���� "�- '%$�-�� �� �"� �.��-��.
�� $.�� ����� 

�� '%��-�� �� �$�� ��� �-�������� ��� ������, ���� �!���� �-�����#$��������. 

	��$$������, �"���.�� ���� "���"�&�� "�- )������"���.�� ��"���� �"���$�"���� 

�$����'�� ��� -"�$������ �&� ', �� ������'����.�� ��� "��#$������! �-������� 

�������! (�� �j -> 0) �� ��� �� ��������� �"��$���. 

�����&��/����� ���� ��� �-������� � �$�����, &� "��� ��� "����%���-� 

�, �, ��� ��+���/����� ���, �"���.�� �� #��.�� ��"���� �)%���� ��� �� ‘�&���’ �, �. 
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���� "���"�&�� "�- %)�-�� +�+��%�� ���� +��������, �� "����&��� &� "��� �, � 

�����: 

 

2
1

( )
( | )

N
j n

n
nj j

x
P j x

��
�� 	�

� 
��  

 

2

3
1

( | )
N

n j
n

nj j j

xd
P j x

��
�	 	 	�

� �� 
 

� �� �


 
� �
�  

 


�+���/����� ��� "���"��& �)%����, "�����-��: 

 

^ ( | )

( | )
n nn

j
nn

P j x x

P j x
� ��

�         (2.6.1) 

 

2^

2^
( | )

1
( | )

jn nn

j

nn

P j x x

d P j x

�
	

�
�
�

�       (2.6.2) 

 


� ��"���-� �)����� "�� "���"$���-� -"�$������.�, [Bishop] #�����-�� ��� 

��� ���%� "�- "�%"�� �� "���-� �� Pj. (, -"�$������� �&� "�'����!�&� Pj ����� 

�+�������� �"��+! "�%"�� �� �����"���.���� ��� � �"���!����, 1jj
P �� , Pj �  1, Pj �  

0. 	� "���� "���"�����, �� Pj �����: 

 

^

1

1
( ) ( | )

N

n
n

P j P j x
N �

� �     (2.6.3) 

 

,� �)%���� "�- #�!���� ��� ��� "����%���-�, ��� +���-� ��� �+%� ��� ��� 

$.�� �� �������"����� "�'��� ������, ��&� +�� �"���.�� �� -"�$�����-�� ��"��� 

%���, ����� �� �� �&� -��%�&� (posterior) "�'�������� P(j|xn) ��� ����� ���&����. 
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��. � ������(��� ��  (Expectation – Maximization) 

 

	�+��� ��� �� "��#$��� �� ��-� �."�-� "�- #�!���� ���� "�����.���� 

������� ��� ��� "����%���-� �� ����� ��������� ���������, ����� ��� "���%)�-� ��� 

"�������� .������ "�'�������� P(j|xn) "�- ����� ���&����. ;�&� ��&� �-�� '� 

�"���.���� �� �� ��"�����-��, '%������ �-��� ��� ��� �� ��"��� ��)��! ��������, 

��� ��� �-�%)��� �� -"�$�����-�� ��$.����� "����������� �� ��"���� �"���$�"���� 

�$����'��. 

�-�� ����#�� '� +�.�� �� ��� �$����'�� 	
 ! Expectation – Maximization. 

��)��� '%��-�� ��"��� ��)��! �������� ��� �� +���� �%$� ���-� �."�-� 

2.6.1 – 2.6.3. �-�%� ��� �����/�-�� ‘"�$�%�’ ���%� �&� "����%��&� (�, ', P). 

:����� �� ��-� �."�-� "�- %)�-�� #�����-�� �$$�� ���%� ��� ��� �+��� "����%���-�, 

��� �"���� $%�� ‘�%��’ ���%�. ,� �%�� ���%� �������� ���� �"����� �"���$�3� "�$�%�, 

��� �� -"�$������� �"���$��#�������. 

1��& 	new, Eold �� � �$���� "�- ��������)�.� ���� ‘�%��’ ��� ‘"�$�%�’ ���%� 

��������)�.���� � +�� ��� ��-� ����� 

 

( )
ln

( )

new
new old n

old
n n

p x
E E

p x
� �

� � � � �
� �

�  

 

�"�- pnew (x) ����� � "-������� "�'�������� )������"������� ��� �%�� 

"���������%� ���%�, ��� pold (x) � "-������� "�'�������� �.� &�� �� ��� "�$�%� 

���%�. � +�� ��� �"���� �� ��� ��� ��� 

 

( ) ( | ) ( | )
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( ) ( | )

new new old
njnew old n

old old
n n n

P j p x j P j x
E E

p x P j x

� �
 

� � � � �


 
� �

�
�  

 (2.7.1) 

 

�� )������"��!��-�� ��� ������ ��� ������ ��������� ���������. 

:����� )������"������� ��� ��������� ��- Jensen: 
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ln ln( )j j j j
j j

x x! !
" #

�$ %
& '
� �  

 �� ��� "��5"�'��� ��� $j �  0 ��� 1jj
! �� .
��� )������"������� ��� $j �� 

Pold (j|x), �"� ��� �."� %)�-��: 

 

( ) ( | )
( | ) ln

( ) ( | )

new new
new old old n

n old old
n j n n

P j p x j
E E P j x

p x P j x
� �

� � � � �
� �

��  

(2.7.2) 

 

6%$�-�� �� �$�)����"��!��-�� �� � �$�� 	new, &� "��� ��� ‘�%��’ 

"����%���-�. �� '%��-�� %��& Q �� #’�%$�� ��� ���������� 2.7.2, ���� %)�-�� Enew 

<= Eold + Q �"��� �� Eold + Q "��������� �� ��& ���� ��- � �$����� Enew. 

	"��%�&�  ����� �� �$�)����"��!��-�� ��  ����� 	old + Q &� "��� ��� �%�� 

"����%���-�, �"&� �"���.�� �� +�.�� ��� ��$.���� ��� �)!�� 2.1. 

 

����
� 2.1 

 

	$�)����"������� ��� "������� Q, '� %)�� ��� �"��%$���� �� ���&'�� �� 

	new ����� �� ����� !+� �� ��"��� �$�)����. 

�� "���$��3�-�� ��-� ���-� ��� ���������� 2.7.2 "�- ���������� ���� �"� 

��� "�$�%� "����%���-�, �� +��� �%$�� ��� ���� 
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( )( | ) ln ( ) ( | )old new new
n n

n j

Q P j x P j p x j� ���   

 

��� ��� +��! ��� "���"�&�� ����, �"�- � p ����� ����� ��������� 

���������, � "������� Q '� ����� (�+� �� ��� -"�'��� ��� �� �!���� 

�-�����#$�������� �j �&� �-����&��� ��������� "�'�������� ����� "�$$�"$���� 

��- ����+����- "����� �, �"��� �j = 2 *j I	 ): 

 

2

2( | ) ln ( ) ln .
2( )

new
n jold new new

n j new
n j j

x
Q P j x P j d

�
	 	*+�

	

� ��
 

� � � � ,� �


 
� �
��  

 

��� �� #��.�� ��� "���������%� ���%� "�- �$�)����"���.� ��� Q, ��+���/�-�� 

��� "����&�� ��� Q �� "��� �new, �new. ��� ��� "�������� Pnew )����/���� �� 

"���'%��-�� ��� "��������� �Pnew (j) = 1, �"��� #�����-�� �� �&��� Pnew �� 

)�!�� "�$$�"$�������� Lagrange [Bishop]. ��$��� �� ��������� �&� ‘�%&�’ ����� 

&� "��� ��� ‘"�$�%�’ ���%�, "�- �"���.�� �� )������"��!��-�� ��� ��� �"���$!3��� 

��- �$����'��- ���, ����� �� ��!� �����: 

 

^ ( | )

( | )

oldnew
n nn

j old
nn

P j x x

P j x
� ��

�         (2.7.3) 

 

2^

^
2

( | )
1

( )
( | )

old new
jn nnew n

j old
nn

P j x x

d P j x

�
	

�
�
�

�
    (2.7.4) 

 

^

1

1
( ) ( | )

N
new old

n
n

P j P j x
N �

� �      (2.7.5) 

 

��������.�� ��� ��������� ���� 2.6.1 – 2.6.3 �� ��� 2.7.3 – 2.7.5 ��������)�. 
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	"����, � �+��� �$����'��� �"���� �� )������"���'�� ��� ��� �!���� 

�-�����#$�������� )&��� "��������� ���� ��� !. 

1)�-�� � !��� ����)�� �� '%�� ��- -"�$������. �&� ‘"�$���’ ����� "�- '� 

)������"��!��-�� ��� ��� ��
	� �"���$�3� ��- �$����'��-, ��� �� "���� 

�"���$!3��� "�%"�� �� "�������"���'�.� ��� �� "���-�� ��� ��$.���� "���%����� 

"�- ������� ��� ��� "���������%� ���%� �, ', P. 

��)��%� ���%� ��� ��� "����%���-�, �"���.�� �� "���-�� �� ��� '%��-�� �$�� 

�� �-)���� ���%�, �� ��)������ #�#��&� ��� "��������� 1jj
P �� . 
�� �$$� $.�� 

����� �� "���-�� �-)���� ���%� ���� ��� �� �, ��� �� '%��-�� ��� �!���� 

�-�����#$�������� �� 2 *j j kI	 � �� � , �"�- � � �-������� �������! �� �� 

����������� �%�� ��. 2�� ��� ��� "�'�������� P, ���$$������ ������� �� ��� '%��-�� 

�$�� ��)��� ���� +�$�+! Pj = 1/M �"�- 
 � ���'��� �&� ��������� ������. ���� 

"���� "�������.�� ��� � +�.���� $.�� ��� ��)��%� ���%�, +���� ��$.���� 

�"���$%�����. ����&� +�� -"��)�� ��"���� ������  #%$������ ���"�� ��� �� 

��)���"��!��-�� ��� �������%� ���%� ��� ������.  

 ���� ���� ���'�� �&� �"���$!3�&�. ,� �"���$!3��� '%$�-�� �� 

�-��)�/�-� ��� #$%"�-�� ��� "�����-�� �$� ��� ��$.���� �"���$%�����. 	���� 

����-�� ��� ��'� �"���$�3� '� ��� +���� �������� "�- %)�� ����$.���� 

"�'��� �����, � �. �-��)�� ��������-�� ��� "������� 	new �� ��� �"���$!3���. 

,"���, �"���.�� �� ������!��-�� ���� �� �����!���� �&� "����%��&� "�- 

$��#���-�� +�� �$$�/�-� , ! ��-$�)����� +�� �$$�/�-� ���� ����. �� ‘"��� "�$.’ 

�"���.�� �� �� �� ����-�� �� %�� ���� $� �, %��� ������ ���'��� "�- +��$%��-�� 

�-'������. (") '� �"���.�� �� ����� 0.05). 2��� ��� "���+����� ||�new – �old|| < �*�, 

||�new – �old|| < �*� ��� ||Pnew – Pold|| < �*P ��� �$�� ��� �-�������� �������%�, 

�"���.�� �� ������!��-�� ��� �"���$!3���, � �. �� 	 '� %)�� �-�������� 

�$�)����"���'��. 

1�� �������� ��- 	
 ����� "���&� ��� ��� �-�������%��� ��)��%� ���%� �&� 

"����%��&�, �"���� �� +���� �"��%$���� "�- ��� ��� �$�)����"���� �� � �$�� 

 ����������, �$$� +�� ����� �"��%$���� "�- '%$���. ���� �%���� �"���� �� �-�#�� 

���� � 	
 ������ �� ����� ��� �"� ��� �-�������� ��� ������ "�$. "�� "�'��! �"� ��� 

�$$�� (domination), �"��� � ����� 
 ��������� ��������� �� -$�/���� �� ��� 

�������! �������!. �-�� �-�#����� ���� ������ ��� ��"��� �-������� �������! j 
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�� ����� �j -> 0 ��� �j -> xn �"�- xn ��"��� data point, �"��� � "�'��� ����� '� 

"$����/�� �� �"���� �� �"��%$���� �-�! � $.�� ��  ������� �&��! ��� ��� 

�$����'��. 

7$$�� �$����'��� �"&� � Greedy EM [Vlassis, Likas] ��� � Accelerated 

Greedy EM [Verbeek et al.], $.��-� ��"&� �-�� �� "��#$���. 

 


���. � ������(��� Greedy EM 

 

, �$����'��� Greedy EM $.��� ��"��� "��#$!���� "�- %)�� � �"$�� 	
. 

�-�������%��, ���� �"$� 	
: 

�� 4�� -"��)�� ������ �"�+���! �%'�+�� ��� �� ��)���"��!��-�� ��� 

"����%���-� �&� ��������� ��������� "�- �������.�-��. 

�� , �"$�� EM �"���� �� "���+�-��� �� ��"��� ��"��� �$�)���� ��� –

lnL, �"�- L � "�'��� ����� ��- ����%$�-. (��������)� �� ��"��� 

�%����� ��� "�'��� ������) 

 

<����� �-�� �� "��#$!���� �"���� �� �� $.��� �� ��"��� #�'�� ��� 

"���$$��! ��- 	
, � Greedy EM [Vlassis, Likas]. 

���� Greedy EM ���� �� ���/�-�� �"� ��� ��)! �&� ���'�� �&� �-����&��� 

���������, ��)�/�-�� -"�'%������ ��� �� ����%$� �"���$����� �"� ��� �������! 

�������!. 	 ����/�-�� ��� �"$� 	
 �� �-�� ����%$� �%)�� �� #��.�� ��"��� 

��"��� �%����� ��� L. ��� �-�%)��� ���� "���'%��-�� �$$� ��� �-������� ��� 

����%$�, ��� #�����-�� "�$� "�- �������"������� � "�'��� �����. 	"���$��#���-�� 

��� +��+������ "���'���� ��������� ���������, �%)�� ��  ����-�� %�� ���� ���� 

�-�������� �������%� "�- %)�-�� �"� "��� '%���, %��& k. 

��� �-��� � �$����'��� +���� �"���$%����� "�- ���������� �"� ��� ���%� 

��)���"������, �$$� ������ �"�+����.���� "���������� ��� � Greedy EM �� 

maximum k �-��������, +���� ��$.���� �"���$%����� �"� ��� �"$� 	
 "�- 

)������"���� ����%$� k �-����&���, ��� �� �+�� data set. 
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�%. '���
������� - 
������� 

 

	�+��� �� �-�� �� �� �$��� ��� �"���.�� �� �� ����-�� ��"��� ! ��"��� 

)������������� ���� �������, �� %�� ����������. �-�� �������� )&��/����� ��)��� 

��� ������ �� %�� �.��$� +�������� �����&�, "�- �� ��/�-� ��� ���! ��- 

)�������������. ��� ��'� pixel (data set). :����� �������� ��� ���������! �%�����, 

��- "����  ��%� �� ���/���� ���� ������ � ��'� +������! %����� ��- 

)�������������., "�����-�� �� ����������. �������!���� ��� �-�! �� ���������! 

�%����� �"���.�� �� %��� ����$$�$� �����)�������� �� ��� ������%3�-�� �� 

+������! �-������� "-�������� "�'��������. 

��� �-�%)��� ��+��� ��� �����$�"����� ��- ������������� �� ����� 

��������� ���������, "�- ����� �-�������� � �������"! ��- ������������� �� 

�-��)!, ����, �-������� "-�������� "�'��������. �%$��, ��+��� ��� �-�! � +�-$��� 

�"���� �� ����� �� ��� �$����'�� EM, ��� ��"���� "���$$��%� – #�$������� ��-. 
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3 

 
������	������� 
���
�� (Image features) 
 
 

�.  

��� 

 

	�+��� ���� "�����.���� ������� ���"�-� �� �����-�� ��"��� 

)������������� �"� ��� ������, ���� �� �� �"���������.�� ��� �-�%)��� 

��)&�����. �!���� ��� "���+����� ��� �� ����� �-��$����� ��������! � %����� ��- 

)�������������., ��� �����	�
� 
�	����� ���� ������, "�- �� ������ ��� 

�-�%)��� ��� ���������� ��� ����� ��������� ���������. 


�� 3� ���! ������ �"���.�� �� ��� "������3�-�� "$!�&� �� ��&��/�-�� 

��� )�&�����%� ���%� �� �$� �� pixel, &����� ������ +� �������� ���� )���� ��� ��� 

��'�&"�. , ��'��"���� ���% �$�� +�������� �� ��� ������ �)!���� ��� +��%� "�- 

�� �� ����� ��-� �+���.� ��� ��%3� "�'���� �� ��"��� �-����'!���� ! �����!����.  
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�"� ��� ������ $%�� '%$�-�� �� �����-�� ��"��� )������������� ���. �-�� 

�������� ���� ������ �� "���-�� %�� �.��$� �"� ������ �� %��� d-+������� )���. 

�-�� �� ������ ����� "�- )������"���.�� ��� "���+����� ��� ��  �����-�� �� 

���������� ��� ������� �"&� ��+���, ! �� data set ��� ��  �����-�� ��� "���%����� 

"-�������� "�'�������� �� ����%$� ������ ��������� ���������. �� �.��$� �-��� 

�&� �����&� �����/���� ��� +���-��� )�������������� (feature vector). 

�� +�.�� ��&� ���� �-�%)��� "��� ����� �� "�� ��������� �"� �� 

)������������� ��� �������, ���$-����. 

 

 

�� �. ����� 

 

, �"$�.������ ���"�� �� ���"������'�� �� )���� ���� ����������)���- 

���� 3� ���! �"��������� ����� �� %���  -���� ���'��, �"� 0 &� ( �"�- ( � 

���'��� )�&���&� "�- )������"������� ���� "�$%�� ��� �������� �������. 

�"��)�-� "���&� ��"��� ���$$������ ����%$� "�- �"���.� �� +���-� ��� "�� 

����#! "������ ! ��- )�&������. ���'������� (colour stimulae) [Del Bimbo]: 

�� ��&����������� ����%$�. 
������ ��� #�'�� ��� �"���� ���� / 

�������$���� ��� "���"�"��-���  &����!� ������#�$���. 

�"��'-��/�-�� ��� %�� ����������� ��� +���� ��� ���."&�� )�������, 

�"��+! � �"� ����� ��- �"���� � ��"��� �%��� ��-  &��� "�- "% ��� 

�"��& ��-. �’ �-�! ��� ��������� -"������� +���������� "�- 

"���-���/�-�  ���� �� #�'��.� �������$����, �"&� �� CIE 

(Commision Internationale de l’ Eclairage) chromaticity diagram. 

�� (�-�� -���$����� ����%$�. *���/����� �� %��-��� "��& �� 

��-�� -���$����. � ."���� ����� +�� �������� ‘���&�’ (#$. ��� 

�� .1) "�- ���'�/����� �"� ������#�$��� +�� ������!�  �������!� 

�������!� � ��'%���, $�#������� �+� -"’ �3�. 1�� "���+����� 

�%����- ����%$�-, ����� �� "�$. ��&��� RGB (Red-Green-Blue) 

����%$�. 

�� =-)�$����� ����%$�. *���/����� ���� ����+������ "�- "����$�.� �� 

)������ 3-)�$����� ���� ��'�&"�. 1�� �%���� ����%$� ����� �� 

����%$� hue-saturation-brightness (����� – /&������ -  &���������). 
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� �. �� '%�� ��� ����� � �������� ��� �"��������� �������, '� 

��)�$�'�.�� �� ����%$� "�- #�$�.�-� "���������� ���� %)�-�� �� ����-�� �� 

-"�$�������! �"��������� �"&� �� RGB. 

 

 

 

- RGB �����	�
�� �
��� 

 

� RGB �"�������� ����� � "�� �-��'���%��� ���"�� �� �� ������ %�� )���� 

�� 3� ���%� �������. 4���������� �� �-�� �-�#������� �� �$$�� �-���-%� "�- 

����-� �"�������� ������� "%��� ��- -"�$�����! �"&� � ��$������, ��� ����� %�� 

����%$� "�- %)�� ��� #��� ��- ����  -���$���� ��- �� �#$�������+�.� )����� ��- 

��'��"�-. ��� RGB #$%"�-�� �� ��'� )���� ��� ��� ������� �&� ����� #������ 

��- )�&���&�. �-�� ����� �� �������, �� ������� ��� �� 
"$�, �� �- ��� �� ����� 

RGB. �-�� �� #����� )������ ��������)�.� ���� "����)%� "�- ���- ������ � 

���'����� ��- �������� ‘����-’ ��- �����.. 


"���.�� �� �"��������-�� ��� )�&�����! ���! �� %��� �����	�
� �
��. 

�-��� ����� %��� �.#�� ���!� 1 ����+��. � ��'� +������� ��- �.#�- ��������)�� 

���� ���! "�- %)�� � ��'� )�&�����! �-�������, +�$�+! ��� +������� ��� �� 

�������, ��� ��� �� �������, ��� ��� ��� �� 
"$�. ,� ���%� ��� ��� ��'� �-������� 

�-��������� �"� 0..1 � �. � �.#�� ����� %)�� ���! ���� ����+��. 4�$�+! � ��'� 

)�&�����! ���! �-��$��� ��� ���� ��� 

 

[Red value, Green value, Blue value]. 

 

��� "���+����� %�� )���� '� �"���.�� �� ����� �� (0.3, 0.913, 1). 

��� "������& �)!�� #$%"�-�� ��� )�&������ �.#�. 
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����
� 2.3: , �.#�� ��� ��� RGB )���. 

 
 

, �.#�� %)�� ��"���� ��+�� %��-��� �+�������. ,� ���- %� ��- �.#�- 

��������)�.� �� )������ �"�- �������"������� � )�&�����! /&������ (saturation), 

��� �-�� ����� �� �.��� )������ ��/� �� ��-� �-�+-����.� ��-�, "�- ����� �� �-��� 

, ��� -�� ��� �������. 	"���� ���� +������� (0,0,0) – (1,1,1) #��������� �� 

)������ �"�)�&��� ��- ����/�- (grey scale). 

 

- CMY �����	�
�� �
��� 

 

�� ����%$� CMY (Cyan, Magenta, Yellow) ����� ����$�� ��������)� ��- 

RGB. � +�� ��� ����� ��� ��� ��� RGB �� )���� (0,0,0) ����"���&"�.�� �� ��.��, 

! "$!��� �"���� ��� ��-  &��� ��� (1,1,1) ����"���&"�.�� �� $�-�� ! "$!��� 

�������$��� ��-  &���, ��� CMY ����%$� ��).�� �� �������� �. ���� ��� %����� 

+�$�+! ���� �� "���'%��-��  &� ��� 
�.�� (+�$ 0,0,0) ���� ������� "��� )���� 

� ����.�� �"� �� 0�-��.(+�$ CMY 1,1,1 �"���� ���� �$� �� )���� ��� 1,1,1 

����� �� ��.��). ,� ����� �-�������� ��������)�.� ��� )������ �-��� (Cyan), 

��� -�� (Magenta) ��� ������� (Yellow). 

��� ��� "�����������! �������"! �"� �� %�� ����%$� ��� �$$� -"��)�-� �� 

�"$%� ��������� 

 

R = 1 – C 

G = 1 – M 

B = 1 – Y 
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- 

�� CMY ����%$� )������"������� "���������� ���-� ���-"&�%�, �� �"���� 

�������-�/�-� �� ��'� )���� ��� ����� �&� �-���, ��� -��, �������. 

 

- ����������� �����	�
�� �
��� 

 

�-��� �� )�&������� )���� %)�-� ��� "�$. ��+�� %��-�� �+������: � 

	-�$��+��� �"������ +.� )�&���&� �� ����%�� �� ��"���� ���"� "�- -"������ �� 

�-�!� ��� ���������, "�������/�� ��� )�&�����! �"������ �"&� ��� 

����$��#������ � ��'��"���� ���% �$�� [Del Bimbo]. �%����� )���� ����� � 
�
, 

L*u*v*, L*a*b*, L*C*h*. 

��� "���+����� %)�-�� ��� L*u*v* )���. ��� ���%� L*, u*, v* �"���.�� �� 

��� "���-�� �� ��"���� �"$%� ��������� �����)��������. �"� ��� RGB ���%�. � L* 

�� ��/�� ���  &���������, �)� �� ������������� �%���, �$$� #���/������ ���� 

��'��"��� ����$�3� �-�!� ��� "��������. �� u*, v* ����� )�&�����%� 

�-�������%���. 
"���.�� �� +�.�� ��� L*u*v* )��� ��� "������& �)!��:  

 

����
� 2.4: , L*u*v* )���� 

 

��������.�� ��� �� ������� ���"��������� �� �-��� ��� )��� "�$. 

"����������, �"� �� �$$� #����� )������, ��� �� 
"$� "�$. $���. 
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�� ). ������� %������� 

 

 

- RGB feature set 

 

���� "���� ����� '� #������.�� ��� ����%$� RGB ��� �� "���$$��%� ��-. 

	�"��� "�����-�%�&� ��� ��������� ��"��� )������������� �� #$%"�-�� ��� 

%�� �.��$� �"� d-+������� ������. ���� "���"�&�� ��� RGB �"��������� ��� 

�������, ����� ��� �!��� x*y �"�- x,y �� +��������� ��� ������� ��� �� ������ ����� 

����� +�������&�, � �. ������� ��� ���%� ����� #������ )�&���&� (Red, Green, 

Blue). � �!��� � "�- "���%)�� ��� )�&�����%� ���%� ��� �������, ����� �"��%�&� ��� 

��� !�: 

 

A =  [  [45, 4, 23] [107, 1, 3]   …  [200, 109, 234] 

 [33, 90, 1] [34, 23, 0]   …  [0, 0, 0] 

 ….    … 

 [111, 56, 53] [102, 43, 22]  …  [201, 201, 201]  ] 

 

��� �!��� � ��� ��� ������ ������� �� ��� "�����-�� "�$. �.��$�, � �. �� 

�-��� ��� ���"� �"�'���.���� ��� ������ ���� ������ ���� -"�$�����! ! ������ �� 

3� ���� �%��. 

 

 

- Brightness feature set 

 

	��$$������ �"���.�� �� �����-�� ���%�  &���������� ��� ��'� pixel, �� 

�"���� ��������� "�$. �"$� -"�$���/����� ��� �%�� ��� ��� ��'� ������ x: 

 

Brightness(x) = ( R(x) + G(x) + B(x) ) / 3 

 

1��� "�����-�� %�� �.��$� �"� ����+������� ������, �������� ��� 

"�����%�& �"��������� �&� )�������������� "�� �.��$�. 	���� '� 

)������"��!��-�� ���  &��������� ���� �� ������� �� ����/� )�&�����! �$����� 

(grey scale). 
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- RGB 3x3 block feature set 

 

�� �.��$� �&� �����&� "�- ����"���&"�.�-� )�&�����! ���!, "�������.�� 

��� +�� "���%)�-� ����� "$��� ���� ��� ��� '%�� "�- #�������� �� )���� ���� 

������, +�� ����� +�$�+! +��������%�� �.��$�. � ’ ���� +�� '%$�-�� �� %)�-�� 

����#! "$��� ���� ��� ��� '%�� ��- )�������, � �. ����#�� �� �+�� )������ ��� 

����#�� ���� �+�� '%�� %)�-� ���� ����$�� ������ �������. � ’ ��%��-, �"���� 

������ +.� ������� �� %)�-� ��� "���"$!��� )�&�����! �������!, �$$� �� 

�"������/�-� ����$�� +�� ������� "������� � �. �� )������ �� #��������� �� 

+�� ������� �%�� ��� �������. 


�� (����!) $.�� ��� �-�� ����� �� �����-�� �)� )�&�����%� ���%� �"� ��'� 

pixel ��)&�����, �$$� �"� ����� ������&�� +�������� � x � (block) "�- "���%)�-� 

"$�>�� pixel. 1��� �� ��'� ������ ���� +�� ����� ����+������� ! ����+������� �"&� 

��+��� "��� ��� ���  &��������� ! ��� ����+� RGB, �$$� � +������� ��- ����� 

"�$$�"$������%�� �� � 2. 4�$�+! �� %)�-�� )�&�����%� ���%� RGB, ��� �%��'�� 

��- block '%��-�� 3x3, ��'� ������ ���� ����� 9x3 = 27-+�������. 

�� +�.�� �� %�� "���+����� ��� �� ����� ��$.���� ���������. 1��& � �!��� 

� "�- "���%)��  &���������� ���� �������. � ��'�  &��������� ���"��������� ��� 

������ ���� +��������. 1��& � �: 

 

 

 

A =  [3 1 4 5 0 1 

  15 3 12 20 2 4 

  34 34 2 0 3 16 

  91 1 42 11 11 23 

  0 0 3 0 33 21 ] 

 

���� �� ������ "�- '� �����-�� �� ��� ����� '� �����: 

 

[3 1 4 15 3 12 34 34 2] 

[1 4 5 3 12 20 34 2 0] 
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[4 5 0 12 20 2 2 0 3] 

[5 0 1 20 2 4 0 3 16] 

[15 3 12 34 34 2 91 1 42] 

[3 12 20 34 2 0 1 42 11] 

…. 

[0 3 16 11 23 0 33 21] 

�.��$� 12 ������. 

 

�-�! � "���%����� "������ data set �� �������� �)����� ���� +�+��%�&�, 

���� "�- �"���� ��  ���� �������� ���� ����� "�����%�& �"��������� �&� 

)��������������, �� "�.�� ���� �����$�"����� �� ���� ��������� ���������. 

 

 

 

���. '%��� 

 

�� �)!�� ���� ��������%��- �� ����$��#������ � ��'�&"�� ��)&��/����� 

��"��� �+������� ����)��� ��-. 	���� +-����� )&��� �� %)�� "$!�� ������ ��� �� 

�����������, �� ����$�#�� ��� �� ��+�-� ����������� "��������.  

���� �������� ������� ����, -"��)�-� +�� ���� �%'�+�� ���"��������� 

��- �)!����� ���� -"�$�����!, �"&� ������ ��� �� �� )����. 

<����� ��� �"$! ��� �)����� �"���$�������! �%'�+�� ����� �� �����-�� ��� 

���	� �
�
� ��� �������. �-�� �������� )��+���� �� %)�-�� ��� �+%� ��� ��� 

"����)%� ��� ������� �"�- #�������� � ����, ! ���!, ���� ��������%��-. 

���%� ���� ������ #�����-�� ���� �"�- -"��)�-� �"������ �$$��%� ��� 

)����. �� ��� "���+����� %�� pixel ����� ����$�� $�-��, ��� �� "$�>�� ��- ����� 

����$�� ��.��, ���� ����-�� "�%"�� �� -"��)�� ���� ���!. ?-���� ���� "���� +�� 

�"����.�� ���! �� '�&��.�� ���� �%����� ���������%� �$$��%� ���� �"�)�&��. 
� 

�$$� $���� �"���.�� �� "�.�� ��� ���/������� ���%�, ���/���.�� ������ �"���� 

�����	�	�� ���� ������. 

�� %)�-�� ��� ��� ������ ��� �!��� � �� ��� )�&�����%� ���%� �&� 

����������)��&� ���, �"���.�� �� "�����-�� ��� )���� ����� ���, "�- ����� ��$��� 

��� �!��� ��&� +�������&� �� ��� �, %��& �-�! 	. 
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����� "�%"�� �� -"�$�����-�� ��� +�� ��%� ���� )�&�����%� ���%�, ���� ��� 

+������� x. 4�$�+! "�%"�� �� -"�$������� ��� �!��� gradx �"�- 

 

gradxij = ||Aij – Aij+1|| 

 

:����� ����-�� �� �+�� ��� ��� +������� y ��� �!���� �, ��� -"�$���/�-�� 

��� �!��� grady �"�- ����$�� ��������)� 

 

gradyij = ||Ai+1j – Aij|| 

 

���� "�- �%��-�� ��� )�&�����%� +�� ��%� ���� ��� +.� +���������, "�%"�� 

�� '%��-�� %�� ���� $�, "�- �� ��'���/�� �� ����� ���! ��� �� +�� �����. 1��& �-�� 

�� ���� $� �, ���� � "�����-�� ��� �!���� 

 

edgexij= gradxij> � ? 1 : 0 

edgeyij= gradyij> � ? 1 : 0 

 

��� ��$��� �-�+-�/�-�� �� �"���$%����� �� ��� +-�+��! �./�-�� (OR): 

 

Eij= edgexij || edgeyij 

 

��$��� � "������ – )����� ����� 	 '� %)�� ��'� ����)��� ��- ��� �� 1 ���� 

���� "���-���/���� ���!, ��� 0 ���� +�� -"��)�� ���! ��� � ������ ����� +�$�+! 

���$! �� ������ �� ������. 

1�� ��-+��������%�� �.��$� �"� ����-� ��� ��+����� ��&� +�� ��� +���� 

��� ��$.���� ������ ��� �� �)!���� "�- �"������/����� �� ��� ������. ��’ �-�� �� 

$���, �"���.�� �� ��$�#�-�� ��� �!��� 	 ��� �.��$� �"� �x� blocks, �"&� ������ 

��� ��� �� )����. 1��� �� data set "�- '� "���-�� �"� ��� )���� ����� 	, "���%)�� 

��� "$��� ���� ��� ��� �)����! '%�� �&� �����, �������� �� "�� )�!���� ��� 

����"���&"�-���� ��- )���� �����. 
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�
. '�
$������ %�����	�������
 

 

4�� ������� ��������%��� �� )������"���.�� ��� data set ��� �� ���������� 

! �� ����%$� ������ ���������, ������ "�- ����"���&"�.�-� ���� �� )���� ! 

���� ��� ���%� ! �"���+!"��� �$$� )�������������. 
"���.�� �� 

)������"��!��-�� data set "�- �� ������ '� ����� � + � +�������&�, �"�- � �� 

+��������� "�- )������"���.���� ��� �� "���� ��������� )�������������, ��� � ��� 

�� +�.����. 

��� "���+�����, �"&� '� +�.�� ��� ���� -$�"�����, �� ������ "�- �����-�� 

'� ����� ��� ��� !�: 

 

[Red Value, Green Value, Blue Value, Gradient-x value, Gradient-y value]* 

 

4�$�+! �-�+-�/�-�� +.� )�������������, )���� �� ����%�� �� RGB ��� 

)���� �����. 

 

 


. '���
������� - 
������� 

 

�� "���� #!�� ��� ��� �������� �������, ����� �� �����-�� )������������� 

�"� ��� ������. �� �-�� �� �� �$��� ��+��� ��"��� �"� �-�� �� )�������������, 

"�- ����� #����� �� )����, � )����� ����� ��� �-�+-����� ��-�. 	�� -"��)�-� 

"���������� )������������� "�- �"���.�� �� �"�������.��-�� ��� ��� �������� 

�������, �-�� ����� �� "�� �"$� ���� ����&�! ��-�, ��� �-���� ����� ��&� �� "�� 

����� ���� ��'��"��� ����$�3�, ��� ����"���&"�-���� ��� ��� ������. 
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4 

 
������	�� ��� ��
�����
�� �������	� 
(Similarities and distance metrics) 

 

 

�.  

��� 

 

��� "�����.���� �� �$��� ��+��� "&� �"���.�� �� �����-�� 

)������������� �"� ��� ������. �� )������������� ��� ������� "�- "��� %������ 

"���������� ��� �������� �������, ����� �� )����, � - ! (texture), �� �)!��, �� 

�"�������� �&� �)����&�, ��� ������ � +��! ��� �������. 

��� �� �$��� 3 "���-������� "&� �"���.�� �� +�-$%3�-�� �� +.� �.��� 

)�������������, ��� ������ ��� �� �)!��. 	"��+! �� ������� "�- +�-$�.�-�� ����� 

3� ���%�, ���"���������� ��� �%�� �"�'!��-��� ��� �!���� ���'��� "�- 

+�$���-� �� )���� �� ��'� ����������)��� ��-�. 	�+��� ��� �"� �-�! ��� �!��� 

�"���.�� ���� �� "�����-�� %�� �.��$� �"� ������, %�� ��� ��'� pixel ��� 

�������, �� �"��� ���� ������ ��������)�.� ���� ���! ��- )������� ! ��- )���� 
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����� (�� ��/�� �)!��) �� ������ �� ������. 4�$�+! ��� ������ +�������&� � x � 

pixels "�����-�� %�� data set �"� � * � ������. �� ������ �-�� �"���� �� ����� 

"��& �"� ���� +��������, "���&� �$� �� ��� �+�� ���'�� +�������&�. 

�� �.��$� �&� �����&�, ! data set, �"���.�� �� �� +�.�� ��� %�� ����+��� 

+���-��� ��$��� "�- )��������/�� ��� ������, ! feature vector. 	"���� ��+��� ��� 

�"���.�� �� �� �����)�������-�� �� ���������� ! ����� ��������� ���������. 

?�������� $��"�� ��� ������ �"�- %)�-�� ��� )%��� ��� %��� ���"� �� 

�� ����-�� �� )������������� ��� ������ ���, +�$�+! �� )������ ! �� �)!���� 

"���%)��, '%$�-�� %��� ���"� �� �� �-������-�� �� �� )������������� ��"���� 

�$$�� �������. 

(� ��������-�� �"���� ��� '%$�-�� �� �-����!���� �"������� �� 

�����"���.� ��"���� �"���!����. �-�%� �����: 

 

�� ����$�����! �+������: d ( s1, s1 ) = d ( s2, s2 ) = 0 

6%$�-�� ��'� ������ �� %)�� ��+����! �"������ �"� ��� 

��-�� ��� – +�$�+! ����� �+�� �� ��� ��-�� ���. 

�� 	$�)����: d ( s1, s2 ) >= d ( s1, s1 ) = 0 


� �$$� $���� � �"������ 0 +�$���� �"�$-�� ���������., ��� 

����� ��� ��$.���� '� �"���.���� �� �$"�/�-�� �-���������� 

�������. 

�� �-�������! �+������: d (s1, s2 ) = d ( s2, s1 ) 

4�� "�%"�� �� %)�� ������� � ����� "�- ������'����.�� �� 

)������������� ��'� ������� ���� metric ���. 

 

�� +�.�� "���� "&� '� �"���.���� �� �-������-�� ������������, ��� 

.����� '� "��)&�!��-�� ���� �.������ ����&� ��������� ���������. 

 

 

��. '������	 ������������
 

 

���� �� )������"���.�� ������������, ����� "�������� �� "��)&�!��-�� �� 

�����$�"����� ��-�. �$��� ������ "���&� "���-���/�-�� ��� +.� metrics ��� 

������������. 
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- #���	����� 	�� histogram bins 

 


�� "���� �+%� ����� �� ����!��-�� ��� �"�������� �� ��'� ��������)� 

‘��+�’ – bin ��- �������������. �� �"���$%����� ���� "���&� +�� ����� 

�����"�������. 4.� metrics ��� �-�� �����: 

 

1

( , ) ( , ) ( , )
n

H Q D Q D
j

D I I H I j H I j
�

� ��  

 

2

1

( , ) ( ( , ) ( , ))
n

H Q D Q D
j

D I I H I j H I j
�

� ��  

 

 

- $��� ��	�������	�� 

 

��$.���� �"���$%����� +���� �� �%��� ��� ���!� �&� �����������&�, 

+�$�+! ���� "��� ������/�-� ‘�� %�� "��& ��� �$$�’. �-�� �"���� �� �����'�� �� 

��� �."�:  

1

1

min( ( , ), ( , ))
( , )

( , )

n

Q D
j

H Q D n

D
j

H I j H I j
D I I

H I j

�

�

�
�

�
 

 

���. '������	 �
��
�
 ��
�
���
 ����
���
 

 

- Kullback – Leibler distance 

 

� Kullback – Leibler �"������ ���/���� &� 
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( )
( ) ln

( )
q x

L p x dx
p x

� ��  

 

 �� �������� �� ��� Kullback – Leibler ����� ��� +�� ����� �-�������!, 

+�$�+! D(p, q) +�� ����� ��� �"�������� �� D(q, p). 	���� ��&� '� '%$��� � 

�-������� �"������� �� %)�� ��� �-�������! �+������ - �"���.�� +����'����� �� 

����$� '�.�� ����� - ��'�� ��� ��"���� �$$�� #�$��%� �+������� "�- ��+���. 


"���.�� �� $.��-�� �� "��#$��� )������"������� ��� "���$$��! ��� Kullback 

– Leibler: 

 

1 ( ) 1 ( )
( ) ln ( ) ln

2 ( ) 2 ( )
q x p x

L p x dx q x dx
p x q x

� � �� �    (4.1) 

 

��� "���"��& metric �����/�-�� �����	��
� Kullback – Leibler � �. 

"�������.�� ��� �����"���� SD(p, q) = SD(q, p). 

	"���� ��������-�� ��� � Symmetric Kullback – Leibler +�-$�.�� ��� 

�"���+!"��� ��� ! "-�������� "�'��������, +�$�+! +�� ����� �"�������� �� 

"-�������� "�'�������� "�- �-������-�� �� ����� ������� ��������� ���������. 

 

- Bhattacharyya distance 

 

H Bhattacharyya )������"������� ��+��� ��� �"�������� ��������� 

���������. , �."�� ��� ��� �"������ +.� ��������� ��������� �����: 

 

~
1~

~ ~ ~

~

1 1
( , ) ( ) ( ) ln

8 2 2
2

Bhatt p p � � � �

�

�

- .
�,�/ 0" #�,� / 0$ %� � � ,

/ 0$ %
& ' � �/ 0

1 2

 

 

��� ��� +.� ������� ��������� ���������: 

 

~

,( , ) ( )l m
l m

BhattMix p p Bhatt p p���  
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�"�- l, m �� components �&� ����&�. 

 

- L2 distance 

 

����������� �"&� '� +�.�� '� )������"��!��-�� ��� ��� "������& �."�, 

"�- ������� �"������ ��� ������� ��������� ���������. � �����! ��� ! ��- ����� 

 

~

~

2 2

2 ( ) ( )
2( , ) log

( ) ( )

p s p s ds
L p p

p s q s ds

- .
/ 0� � / 0,
/ 01 2

�
�   (4.3) 

 

� �"��� �"���� �� )������"���'�� ������ ��� �"�������� +.� "-����!�&� 

"�'��������. 	�+��� ���� �-������-�� ������� ��������� ���������, � �."�� 

�����)�����/���� �� �����%� "������ �� 
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~

~

~ ~

~ ~

2

2( , ) log

ij

ij
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ij
j

ki j
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j

ij ij
j jk
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i j

V

e
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e e
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1~ ~ ~ ~
1( ) ( )

T

jj j jijk 3 3 3 3� � � � � �
�

� �� � � , � �  

 

 

��� " ����� �� "�'�������� ��'� component ��� ������. ��� ��� �"�+���� ��- 

�."�- 4.4 #$%"� �� "�������� *. 
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5 

 
�
������� 
 

 

 

�. + )��	 ��
 
���
�
 ��� 

 

,� ������� "�- '� )������"��!��-�� ��!��-� �� 5 '������%� ����������. 

�-�%� �����: 

�� Cherries: 	������ �"� ��'���%��� ������%�. �-����)�� �� �&# / ��/ 

)����. 

�� Arborgreens: 	������ �"� +���, �$��, �!"�-�. 4%���� ������, 

�-����)�� �� "������ )����. 

�� Football: ��������-"� �"� ����� �����"-. 

�� Cannonbeach: 	������ �"� "���$���� )&��� �� #��)��� �����. 

�� Campusinfall: 	������ ���#���%���  '���"&�� �� ��"��� 

"���"�������."�$�. �-��&� +%���� ��� ������ ��- "���"�������-. 
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(� +�.�� "������& ��� ��"���� )������������%� ������� �"� �� ��'� 

'������� �.��$�: 

‘Cherries’ 
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‘Arborgreens’ 
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‘Football’ 
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‘Campus in Fall’ 
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“Cannon Beach” 
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������-�� �� ��� ����� �$�� ��� ������� "�- ��!��-� �� ��� ���������, ��� 

��� �-������-�� �� �$�� ��� ������� ��"���� �$$�� ����������. �-�� �� ����-�� ��� 

�$�-� ��-� �-�+-����.� '�������� ����������, ��� �"�'���.�-�� �"� �-�! �� 

+��+������ ��-� �%��-� ���-� �&� �"������&�. 4�$�+! -"�$���/�-�� ��� "�������� 

 

1 1

1 1
( , ) ( , )

M N

i j
i j

D A B metric A B
M N � �

� �� , ��� ��'� ��� � ��� *. 

 

�"�- � ��� * ����� ��'� '������! ���������, ��� iA , jB ����� �� ������� "�- 

��!��-� ���� ��������)� '������! ���������. Metric ����� � �-������� �"������� 

"�- )������"���.��.  

	���� �-�� "�- '%$�-��, ����� �� �"�������� �����&� ��� �+�� �.��$�, �� 

����� ����������, +�$�+! '%$�-�� 

 

( , ) ( , )D A A D A B4  ��� ��'� � ��� ��'�B A� . (5.1) 

 

	"��+! �%��-�� �� �&� "���%�&� ��� �� ������� ��� �+��� ���������� %)�-� 

"������� ��������� �"������ �����. ��-�, ����� $����� �� #�/�-�� �-�! ��� 

�"������. �� "������� ��$��� ��).�� � �)%�� 5.1, ���� �"���.�� �� "�.�� ��� �� 

�.����� ��������� ������� +�-$�.�� ��$�. 

*%#��� �� ��� ��)���� ��� +�-$�.�-�� �� �.��$� "�"�����%��- ���'��. 

+������&� (�����&�), �"��� �"���.�� �� +�)��.�� ��� �� �.����� +�-$�.�� ��$�, 

��� ���� -"��)�� ��� ����! �"��$��� �"� ��� 5.1. 

 

6� )&����-�� �� �"���$%����� ���$��� �� �� )������������� "�- �������, 

��� ��� �-����!���� �"������� "�- )������"���.��. 
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- Bhattacharyya distance, RGB feature 
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- Bhattacharyya distance, gradients feature 
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- Bhattacharyya distance, RGB and gradients feature 
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- L2 distance, RGB feature 
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- L2 distance, gradients feature 
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- L2 distance, RGB and gradients feature 
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��������.�� ��� ���� "�����-�� )������������� )������� %)�-�� "�$. 

��$� �"���$%�����. , )����� ����� (gradients) +�� +���� ���� ��$� �"���$%����� 

�"� ����� ��-, ��� ���� �-�+-���� )������� ��� )���� ����� %)�-�� �"���� "�$. 

��$� �"���$%�����. 

,� +.� �-����!���� �"������� Bhattacharyya ��� L2, +���-� "���"$!��� 

�"���$%�����, �� ��� L2 �� +���� ��&� �$� ��� ��$.����. 
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��,�,*+�� A 

 
������	�	 ��� ��  ��� �������	� 
���
�
 �
 

MATLAB 

 

 
�.  

��� 

 

�$�"��!���� ��� �$����'�� 	
 �� ��+��� MATLAB 

(http://www.mathworks.com). �� features "�- +��$%���� ���� ��+��� "�- '� 

���$�-'!��� ����� )���� �� RGB,  &��������� (#����� ��� grey-scale �������), 

RGB, gradients ���� ��� ) ��� y +������� ()����� �����), ��� )���� �� RGB, �� 

3)3 pixel blocks. 

� �. -"�$������.� �� ��$��%� ������� ��������� ��������� ��� �$�� ��� 

������� "�- ��� ��+�� %��-�, �"�'���.����� �� �"���$%����� �� %�� ��)���. 

:�����, �-���������� ���$��&� �� ��� metric distance "�- '%$�-��. ,� metrics "�- 

)������"���.�� ����� � Symmetric Kullback – Leibler, Bhattacharyya, ��� � � 

�"������ "�- "���-������� ��� �� �$��� 4. 
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��. -�$���� ��� �� , �
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�� "������& ������� ��+��� �"���� �� )������"���'�� ��� �� "���-�� ��� 

�"����"����� �&� �"���$�����&� "�- +���� � 	
. 	"��+! �� data "�- �����-�� 

����� ���� +��������, �-�������%�� %��� ��%����� "�- +���� �%���  &���������� ��� 

�� ��'� pixel, �"���.�� �� "���-�����-�� �� ���������� ��� ��� ��������)� 

�����$�"����� ��- �� GMM. 
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��,�,*+�� # 
 

 

H L2 metric ��� GMM 

 

 
1��& +.� �-����!���� "-�������� "�'�������� p, q. 6%$�-�� �� 

-"�$�����-�� ��� �-������� �"������� 

 

2 2

2 ( ) ( )
2( , ) log

( ) ( )

p s q s ds
L p q

p s q s ds

- .
/ 0� � / 0,
/ 01 2

�
�

   (B.1) 

 

��� ��� "���"�&�� "�- �� p, q ����� ������� ��������� ���������. 4�$�+! ����� ��� 

��� !�: 

 

� � 1
1/ 2/ 2

1

1 1
( ) exp ( )

2(2 )

K

i i i id
i i

p x x x� �



� �

�

� �� 5 � � � �� �
� ��

�   (B.2) 

 

� �
~

1
1/ 2/ 2

1

1 1
( ) exp ( )

2(2 )

M

i i i id
i i

q x x z W x z
W


� �

�

� �� 5 � � �� �
� �

�   (B.3) 
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�"�- �, 
 � ���'��� �&� �-����&��� (components) ��'� ������, �i ��� Wi �� 

�!���� �-�����#$�������� �&� components, �i ��� zi �� �%�� �&� components, i5  

��� 
~

i5  ����� �� "�'�������� �"�$��!� ��'� component. �-�� ����� ��������)� ��� ��� 

�������%� p, q, ��� � +������ i -"�+�$���� �� "��� �-������� ��� ������ 

��� ��������. �%$�� d � +������� ��- ��.������ �-)���� ����#$��!� x. 

*$%"�-�� ���� �."� (*.1) ��� '%$�-�� �� -"�$�����-�� �$��$������� ��� 

��� !� ( ) ( )p s q s ds�  ���� ���'���! ��� ��� "���������!. 1)�-�� �"� ��-� �."�-� 

(*.2) ,(*.3) ���  

 

1/ 2 1/ 2/ 2 / 2
1 1

1 1
( ) ( )

(2 ) (2 )

K M

i j d d
i j i i

p x q x
W
 
� �

� 5 5
�

��  

 

� � � �( )1 11
exp ( ) ( )

2 i i i j j jx x x z W x z� �
�� � �� �� � � � , � �� �

� �
 (B.4) 

 

���� �$��$!�&�� ��� "�������� (*.4), �-�� "�- ��� +-���$�.�� ����� �� 

�'������ ���� ��'%�� ��- e. 1��& ��� �"���.�� �� �� ����-�� �� �'������ �� ��� 

��� !: 

 

� � 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )T Tx x x z W x z x m V x m k� �� � � �� � � , � � � � � ,   (B.5) 

 

���� '� �"���.�� �� ����� � �$��$!�&�� "�� �.��$�. �-�� ����#�� '� 

"���"�'!��-�� �� ����-��. 

��).�� �� x ����� +�������� (x1 ��� � ����� NxN, 

 

1

1 1

N
T

n n
n

x x 6 6
6

� � 	
�

�

� �

� �
� � � �

� �
� �  

 

�"�- ), � �� ����)��� �&� ��-����&� ), �
-1

. 

,"��� 
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1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )x x x x6 7 76
6 7

� � � � 	
� �

� �

� �

� �
� � � � � � �� �

� �
� �  

1 1 1 1 1 1 1 1

N N N N N N N N

n n n n n n n n
n n n n

x x x x6 6 6 6 6 6 6 6
6 6 6 6

	 � 	 � 	 � � 	
� � � � � � � �

� � � � � � � �
� � ,� � � � � � � �

� � � � � � � �
� � � � � � � �

 (#.6) 

 

	 ����/����� ��� �."� (*.6) ��� (*.5), �� ���� "�- "���%)�-� ��� "�������� 

)�)n, '� "�%"�� �� ����� ���� ��� 2 �%$� ��� ����&���, +�$�+! 

 

n n n n nx x x x w x x v6 76 6 6 6 6
6 7 6 7 6 7

	
� � � � � �

, �� � � � � � 8  

1 1 1T Tx x x W x x V x� � � �� , � 8  

� �1 1 1 0Tx x W x V x� � �� , � � 8  

1 1 1( ) 0Tx W V x� � �� , � � 8  

1 1 1( )V W� � �� � ,  (#.7) 

�"�- � �� ����)��� ��- �, w �� ����)��� ��- W, ��� � �� ����)��� ��- V, "�- 

%)�-�� �"� ��� �."� *.5. 

�� "���-�� ��-� ���-� ���� "�- "���%)�-� ��� "�������� ) ��� ��� 

�������-��, %)�-��: 

 

n n n n n nx x x z w z x w6 76 6 6 6 76 6 6
6 7 6 7 6 7 6 7

� 	 � 	
� � � � � � � �

, , ,� � � � � � � �  

n n nx m m x6 76 6 6
6 7 6 7

7 7
� � � �

� ,� � � � 8  

1 1 1 1 1 1T T T T Tx x z W x x W z m V x x V m� �� � � � � � �� , � , , � ,  

� �. �� �!���� �-�����#$�������� ����� �-��������� "������, %)& ��� 

�-�%)���: 

 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )T T T T T T Tx x z W x z W x m V x m V x� �� � � � � � � �� , � , , � ,  
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�� ����)��� ��- �'���������, ����� #�'�&�� (1x1), � �. ����� �$� ��&������ 

��������. 2�&� � ������� �� ���� #�'�&��. ���%'�-� ����� � ��-��� ��-. 7��: 

 

1 1 1T Tx z W x m V x� � � � �� , �  8 (��� �"� *.5) 

 
1 1 1 1 1( )( )T Tm z W W�� � � � � �� � , � , (#.8) 

 

�� "������&� �������-�� ��� "�������� "�- +�� "���%)�-� ), %)�-��: 

 

1 1 1T Tz W z m V m k� �� � � �� , � , 8 (��� �"� *.7) 

1 1( ) ( )Tk m z W z m� �� � �� � � , � (#.9) 

 

,"��� +������ ��� �� �'������ ���� ��'%�� ��- e ��� �)%��� *.4 �"���� �� 

�� ������ �"&�  ������� ���� �)%�� *.5. 

 

��&��/�-�� ���: 

 

11 1
exp ( ) ( )

2 2
x x k dx� �� �� �� � � � � �� �

� ��  

11 1
exp ( ) ( ) exp

2 2
x x dx k� �� �� � � �� � � � �� � � �

� � � �� = 

1/ 2/ 2 / 2(2 )d ke
 �� (B.10) 

 

,$��$��������� ���� ��� �)%�� *.4, ��� )������"������� ��� �)%�� *.10, 

%)�-��: 

� �

~ 1
( ) ( )

2ij

ij
ji dk

i j i j

V
p x q x dx

We 

� 5 5

���� (B.11) 
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�"�- �� +������ i, j -"�+�$���-� �� "��� component �&� �����&� p, q 

��������)� ��� ��������, ") +�$�+! �i �������� � �!��� �-�����#$�������� ��- i 

component, ��� Vij � �!��� V �� ���� �."� *.7 )������"��!��-�� �!���� �i ��� Wj. 

,"��� ��$��� )������"������� ��� �."� *.11, � �)%�� *.1 ������� 

~

~ ~

2

2( , ) log
ij

ij
ij

ij
j k

i j i j

ij ij
j jk

ki j i ji j

i j

V

e W
L p q

V V

e e W W

3

33

- .
/ 0
/ 05 5
/ 0�
/ 0� �
/ 0

5 5 , 5 5/ 0
� �/ 0

/ 01 2

��

�� ��
 

 

(#.12) 

�"�- �� �, � ��������)�.� ���� ����� p, ��� �� 
~

5 , W ��������)�.� ���� 

����� q ��� ����� "�'�������� �&� components ������, ��� �!���� 

�-�����#$��������. ,� "�������� k, V -"��'-��/�-�� ��� +������� �"� ��-� �."�-� 

*.7 ��� *.9. 
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