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ÐÑÏËÏÃÏÓ

Ç Âåëôéóôïðïßçóç åßíáé Ýíáò êëÜäïò ôùí Èåôéêþí åðéóôçìþí ðïõ áó÷ïëåßôáé ìå ôçí åýñåóç
âÝëôéóôùí ëýóåùí óå åöáñìïãÝò üðùò óå ðñïâëÞìáôá Ïéêïíïìéêþí Åðéóôçìþí, Ìáèçìáôé-
êþí êáé ÖõóéêÞò, ìïíôåëïðïßçóçò êáé óùñåßá ðïëëþí ðñïâëçìÜôùí. Ç öõóÞ ôùí ðáñáðÜíù
ðñïâëçìÜôùí åßíáé áñêåôÜ ðïëýðëïêç, ïðüôå ç äçìéïõñãßá ãñÞãïñùí êáé áðïôåëåóìáôéêþí
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Ýôóé þóôå íá äçìéïõñãÞóïõìå ìéá ðïëõäéÜóôáôç êáôáíïìÞ, áðü ôçí ïðïßá èá äåéãìáôïëç-
ðôïýìå óçìåßá ãéá áñ÷éêÜ óçìåßá íÝùí áíáæçôÞóåùí. Óêïðüò åßíáé íá ïäçãÞóïõìå ôá
áñ÷éêÜ óçìåßá, ìÝóù ôçò êáôáíïìÞò, óå ðåñéï÷Ýò ôïõ ÷þñïõ áíáæçôÞóåùò ðïõ äåí Ý÷ïõí
áêüìá åîåñåõíçèåß.
Óôá åðüìåíá êåöÜëáéá èá îåêéíÞóïõìå ìå ìßá åéóáãùãÞ óôçí ÊáèïëéêÞ Âåëôéóïðïßçóç áíá-
öÝñïíôáò ãéá ôá ÷áñáêôçñçóôéêÜ ðïõ óõíèÝôïõí Ýíá ðñüâëçìá êáèïëéêÞò âåëôéóôïðïßçóçò
êáé óôéò êõñéþôåñåò ìåèüäïõò êáèïëéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò. Óôç óõíÝ÷åéá áíáëýïõìå ôï
ðñüâëçìá åðéëïãÞò êñéôçñéïý ôåñìáôéóìïý êáé ôÝëïò ðáñáèÝôïõìå ôá âÞìáôá ôïõ áëãïñßè-
ìïõ multistart, ôá âÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ Adapt Multistart êáé áíáëýïõìå ôçí ðñüôáóÞ
ìáò êáèþò êáé ðåéñáìáôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ôçò åñãáóßáò ìáò.
Ãéá ôçí ðåñÜôùóç ôùí ðåéñáìÜôùí ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ åðéëÝ÷èçêáí, ãéá ôçí ðñáãìáôï-
ðïßçóç ôùí ðåéñáìÜôùí åßíáé êõñßùò äýóêïëá ðñïâëÞìáôá êáèïëéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò.

Ç äïìÞ ôçò åñãáóßáò Ý÷åé ùò åîÞò:
ÊåöÜëáéï 1 - Ïñßæïõìå ôï êáèïëéêü êáé ôïðéêü åëÜ÷éóôï êáé áíáöÝñïõìå ôá ÷áñáêôçñé-
óôéêÜ ôùí ìåèüäùí êáèïëéêÞò âåëôéóôïðïßçóçò
ÊåöÜëáéï 2 - ÐåñéãñÜöïõìå ôéò ðéï ãíùóôÝò óôï÷áóôéêÝò ìåèüäïõò
ÊåöÜëáéï 3 - ÁíÜëõóç êñéôçñßùí ôåñìáôéóìïý ðïõ Ý÷ïõí ðñïôáèåß óå âéâëéïãñáößá
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ÊåöÜëáéï 1

ÃÅÍÉÊÁ ×ÁÑÁÊÔÇÑÉÓÔÉÊÁ
ÌÅÈÏÄÙÍ ÊÁÈÏËÉÊÇÓ

ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÇÓÇÓ

Ôá êýñéá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ óõíèÝôïõí Ýíá ðñüâëçìá âåëôéóôïðïßçóçò åßíáé ôñßá: i)Ýíá
óýíïëï áãíþóôùí Þ ìåôáâëçôþí, ii) ï ôýðïò ôçò óõíÜñôçóçò ðïõ èÝëïõìå íá âåëôé-
óôïðïéÞóïõìå êáé iii) ôÝëïò ïé ðåñéïñéóìïß ðïõ ðñÝðåé íá ðëçñåß ç åðéóôñåöüìåíç âÝëôéóôç
ëýóç. Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé âåëôéóôïðïßçóç åßíáé ç äéáäéáêáóßá
åýñåóçò ôéìþí ðïõ åëá÷éóôïðïéïýí Þ ìåãéóôïðïéïýí ôçí óõíÜñôçóç.
Õðáñ÷ïõí äéÜöïñïé ôýðïé ðñïâëçìÜôùí âåëôéóôïðïéÞóçò. Ïé ìåôáâëçôÝò ìðïñåß íá ëáìâÜ-
íïõí óõíå÷åßò Þ äéáêñéôÝò ôéìÝò. Ç óõíÜñôçóç âåëôéóôïðïßçóçò ìðïñåß íá åßíáé óõíå÷Þò
Þ äéáêñéôÞ. Ïé ðåñéïñéóìïß óôá äéÜöïñá ðñïâëÞìáôá Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÞ ìïñöÞ (ãñáììéêïß
Þ ü÷é), Þ áêüìá ìðïñåß íá áðïõóéÜæïõí. ¼ëåò áõôÝò ïé ðáñáìÝôñïé óõíèÝôïõí ìéá ðïéêéëßá
óôá ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïßçóçò, ãåãïíüò ðïõ êáèéóôÜ ôï ðåäßï ìåëÝôçò ôïõò, åõñý. ÓÞ-
ìåñá áðïôåëåß Ýíá áðü ôá ðëÝïí óçìáíôéêÜ èÝìáôá Ýñåõíáò óôïí ôïìÝá ôùí åöáñìïóìÝíùí
ìáèçìáôéêþí êáé ôçò ðëçñïöïñéêÞò.
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1.1 Óôïé÷åßá êáèïëéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò
Ôï ðñüâëçìá ôçò êáèïëéêÞò âåëôéóôïðïßçóçò åßíáé ç åýñåóç åêåßíïõ ôïõ óçìåßïõ, Ýóôù x∗,
ìéáò óõíÜôñçóçò f ìå ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò, ôÝôïéï þóôå f(x∗) ≤ f(x). Äõóôõ÷þò üìùò, ëßãåò
ìÝèïäïé Ý÷ïõí ìåëåôçèåß ãéá ôçí åýñåóç ïëéêïý åëá÷ßóôïõ óå óýãêñéóç ìå ôçí ðëçèþñá
ìåèüäùí, ðïõ õðÜñ÷ïõí ãéá ôçí åýñåóç ôïðéêïý åëá÷ßóôïõ. Ó'áõôü ôï óçìåßï êñßíåôáé
óêüðéìï íá ïñßóïõìå ôçí ÝííïéÜ ôïõ. ¸ôóé ëïéðüí Ýíá óçìåßï f(x∗), ìå x∗ ∈ <n (üðïõ
n, ç äéÜóôáóç ôïõ óçìåßïõ ), ôÝôïéï þóôå íá õðÜñ÷åé ìéá ãåéôïíßá ôïõ Â ôïõ x∗ ìå ôçí
éäéüôçôá :

f(x∗) ≤ f(x)∀x ∈ B (1.1)

Áðü ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü åßíáé öáíåñÞ ç äõóêïëßá åýñåóçò êáèïëéêïý åëá÷ßóôïõ óå óý-
ãêñéóç ìå ôçí åýñåóç êÜðïéïõ ôïðéêïý åëá÷ßóôïõ. Áí èåùñÞóïõìå üôé ç óõíÜñôçóç ðïõ
èÝëïõìå íá åëá÷éóôïðïéÞóïõìå åßíáé äýï öïñÝò äéáöïñßóéìç, ôüôå ïé éêáíÝò óõíèÞêåò ãéá
ôçí ýðáñîç åëá÷ßóôïõ åßíáé:

1. Ôï äéÜíõóìá ðñþôçò ðáñáãþãïõ óôï óçìåßï x∗ íá åßíáé ìçäÝí ( äçëáäÞ ∇f(x∗) = 0).

2. Ï Åóóéáíüò ðßíáêáò óôï óçìåßï x∗ (∇2f(x∗)), íá åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò.

Tï ðñüâëçìá ôçò êáèïëéêÞò âåëôéóôïðïßçóçò åßíáé íá âñåèåß ôï ìéêñüôåñï äõíáôü ôïðéêü
åëÜ÷éóôï, ôï ïðïßï ïíïìÜæïõìå êáèïëéêü. ÄçëáäÞ:

f ∗ = min
x∈D

f(x); f : D ⊆ RN → R (1.2)

Ïé ðáñáðÜíù óõíèÞêåò ãéá ôçí åýñåóç ôïðéêþí åëá÷ßóôùí äåí áñêïýí ãéá ôçí åðéâåâáßùóç
üôé Ýíá óçìåßï áðïôåëåß êáé êáèïëéêü åëÜ÷éóôï. Ôï ðñüâëçìá ëïéðüí ôçò êáèïëéêÞò âåëôé-
óôïðïßçóçò, üðùò ôï ïñßóáìå åßíáé Üëõôï, áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá ìÝèïäï ìå ðåðåñáóìÝíï
áñéèìü âçìÜôùí. Ìðïñïýìå üìùò íá ëýóïõìå ðñïâëÞìáôá êáèïëéêÞò âåëôéóôïðïßçóçò,
üðïõ ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí åßíáé ðåðåñáóìÝíï (äåí åßíáé ãéá ðáñÜäåéãìá üëï ôï óý-
íïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí).
Ïé ìÝèïäïé åýñåóçò ôïðéêïý åëá÷ßóôïõ, äåí ìðïñïýí ðáñÜ íá ìáò äþóïõí ðñïóåããéóôéêÝò
ëýóåéò. ¸ôóé áí ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé Ýíá ðñüâëçìá êáèïëéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò
Ý÷åé ëõèåß, áí ãéá êÜðïéï � > 0, Ý÷åé âñåèåß Ýíá óôïé÷åßï ãéá êÜðïéï áðü ôá áêüëïõèá 3
óýíïëá:

1.
Ax(�) = {x ∈ S|‖x− x∗‖ < �} (1.3)

, üðïõ S ⊂ <n (ôï S åßíáé êõñôü óýíïëï).

2.
Af(v) = {x ∈ S||f(x)− f(x∗)| < �} (1.4)

¸íá Üëëï ìÝôñï ãéá ôçí áîéïðéóôßá ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôùn ìåèüäùí êáèïëéêÞò åëá÷éóôï-
ðïßçóçò äßíåôáé áðü ôïí ôýðï 4.6.

�(t) = m({y ∈ S|f(t) < t})=m(S) (1.5)
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üðïõ m åßíáé ôï ìÝôñï Lebesgue (Lebesgue measure) êáé ðñïêýðôåé ôï óýíïëï 4.7.

3.
A'(") = {x ∈ S|'(f(x)) < "} (1.6)

1.2 ×áñáêôçñéóôéêÜ ìåèüäùí êáèïëéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò
Ïé ìÝèïäïé êáèïëéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò åðé÷åéñïýí ïëéêÝò êáé ôïðéêÝò áíáæçôÞóåéò óôéò äéÜ-
öïñåò ðåñéï÷Ýò åíäéáöÝñïíôïò, ðñïóðáèþíôáò íá äéåñåõíÞóïõí ôï ìåãáëýôåñï ìÝñïò ôïõ
ðåäßïõ ïñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. Ìßá ìÝèïäïò êáèïëéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò Ý÷åé ôçí éêá-
íüôçôá íá áðåãëùâßæåôáé áðü ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá ìå äéáöüñïõò ôñüðïõò, üðùò èá äïýìå êáé
óôç óõíÝ÷åéá. Ïé ôïðéêÝò ìåèüäïé åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìåò, ëüãù ôçò ìåãÜëçò áêñßâåéáò, ðïõ
ðñïóöÝñïõí óå ìéêñÝò ðåñéï÷Ýò åíäéáöÝñïíôïò. Ìðïñïýí ëïéðüí íá åðéóôñÝøïõí ìå ìåãÜëç
áêñßâåéá ôçí ôéìÞ ôïõ ôïðéêïý åëá÷ßóôïõ óå ôÝôïéåò ðåñéï÷Ýò.
ÃåíéêÜ ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ïé ìÝèïäïé êáèïëéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò óõíäéÜæïõí ôá ðëåï-
íåêôÞìáôá ôçò ôïðéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò ìå ôçí óöáéñéêÞ äéåñåýíçóç ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôùí
ðáñáìÝôñùí. Ðïëëïß áëãüñéèìïé åëá÷éóôïðïßçóçò áðáéôïýí ìåãÜëï õðïëïãéóôéêü ÷ñüíï.
¸ôóé, ðïëëÝò öïñÝò ç õðïëïãéóôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá êÜðïéùí ðñïâëçìÜôùí öôÜíåé óå áðá-
ãïñåõôéêÜ åðßðåäá. Ùóôüóï óôéò ìÝñåò ìáò, ïé åöáñìïãÝò ðáñáëëÞëùí áëãïñßèìùí, Ý÷ïõí
ìåéþóåé óçìáíôéêÜ ôïí áðéôïýìå ÷ñüíï ãéá ôçí Ýõñåóç éêáíïðïéçôéêÞò ëýóçò, ìå áíôßôéìï
âÝâáéá ôéò áõîçìÝíåò áíÜãêåò óå åîïðëéóìü.
Ôá êýñéá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ óõíèÝôïõí Ýíáí áðïäïôéêü áëãüñéèìï êáèïëéêÞò åëá÷éóôï-
ðïßçóçò, êáé ôïí äéá÷ùñßæïõí áðü êÜðïéïí áëãüñéèìï åýñåóçò ôïðéêïý åëá÷ßóôïõ åßíáé ôá
áêüëïõèá:

1. ÁíáðáñÜóôáóç ôïõ ðåäßïõ áíáæÞôçóçò
Ôï ðåäßï áíáæÞôçóçò ïñßæåôáé ùò ôï ðåäßï ïñéóìïý ôùí ðáñáìÝôñùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò.
Óå êÜðïéá ðñïâëÞìáôá ìðïñåß íá åßíáé ðåñéïñéóìÝíï Þ Üðåéñï, ãåãïíüò ðïõ åðçñåÜ-
æåé ôçí õðïëïãéóôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ôùí áëãïñßèìùí áíáæÞôçóçò. Ãéá ðáñÜäåéãìá
óôï ãíùóôü ðñüâëçìá ôïõ ðëáíüäéïõ ðùëçôÞ, ôï ðåäßï áíáæÞôçóçò åßíáé Ýíá óýíïëï
äéáêñéôþí ôéìþí êáé áðïôåëåßôáé áðü ôï ðëÞèïò ôùí ðüëåùí. Óå ðñïâëÞìáôá âåëôé-
óôïðïßçóçò óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí, ôï ðåäßï áíáæÞôçóçò ìðïñåß íá åßíáé åßôå Üðåéñï
åßôå ðåðåñáóìÝíï.

2. ÓôñáôçãéêÝò äéáßñåóçò(decomposition strategies)
Ðïëëïß áëãüñéèìïé åöáñìüæïíôáé óå üëï ôï ðåäßï ïñéóìïý ôùí ðáñáìÝôñùí, åíþ áë-
ëïé äéáìåñßæïõí ôï óýíïëï áõôü óå ìéêñüôåñá õðïóýíïëá, üðïõ êáé åöáñìüæïíôáé
îå÷ùñéóôÜ óå êáèÝíá áðü áõôÜ (ó÷Þìá 1.1).
Ç ãíùóôÞ ôå÷íéêÞ äéáêëÜäùóçò êáé öñÜãìáôïò (branch & bound), ÷ñçóéìïðïéåß
ôçí ðáñáðÜíù öéëïóïößá, áðïññßðôïíôáò õðïóýíïëá ãéá ðåñáéôÝñù áíáæÞôçóç êáé
õðïäéáéñþíôáò êÜðïéá Üëëá, ðïõ åíäå÷ïìÝíùò ðåñéÝ÷ïõí ôçí ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.
Ìå áõôÞ ôç ìåèïäïëïãßá ìðïñïýìå áí ïäçãçèïýìå óå áíÜðôõîç ðáñáëëÞëùí áëãï-
ñßèìùí.
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Ó÷Þìá 1.1: ÌÝèïäïò branch and bound

3. Ðñüâëåøç ôçò êáôåýèõíóçò äéåñåýíçóçò óôï ðåäßï ïñéóìïý ôùí ðáñáìÝôñùí
Ôï èÝìá ôçò åðéëïãÞò êáôÜëëçëçò êáôåýèõíóçò áíáæÞôçóçò ìå ôåëéêü óôü÷ï ôï ðñáã-
ìáôéêü êáèïëéêü åëÜ÷éóôï åßíáé ðïëý óçìáíôéêü, áöïý ç åîáíôëçôéêÞ áíáæÞôçóç ôïõ
ðåäßïõ ïñéóìïý óå ðñïâëÞìáôá óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí êñßíåôáé áðáãïñåõôéêÞ. Óå ìå-
ñéêÝò ìåèüäïõò, õðïëïãßæåôáé ôï óýíïëï ôéìþí ôçò óõíÜñôçóçò óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï
ðåäßï ïñéóìïý êáé ðñïôéìïýíôáé áõôÝò ïé ðåñéï÷Ýò, ðïõ ôï êÜôù Üêñï ôïõ äéáóôÞìá-
ôïò ôéìþí åßíáé ìéêñüôåñï. Óôç óõíÝ÷åéá, ôï äéÜóôçìá áõôü õðïäéáéñåßôáé, åëÝã÷åôáé
ðÜëé ôï êÜôù Üêñï êáé ïýôï êáè'åîÞò. Óå Üëëåò ðåñéðôþóåéò ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò
ôïõ ãåéôïíéêïý óçìåßïõ ðáñÝ÷åé ðëçñïöïñßá ãéá ôçí êáôåýèõíóç áíáæÞôçóçò. Óôïõò
ãåíåôéêïýò áëãüñéèìïõò, ç ôéìÞ êáôáëëçëüôçôáò êÜèå ìåëïõò ôïõ ðëçèéóìïý(�tness
score) åßíáé êáèïñéóôéêÞ óôçí åðéëïãÞ ôïõ ãéá ôçí åðüìåíç ãåíßá. ¸ôóé ëïéðüí, ç
áíáæÞôçóç êáôåõèýíåôáé ðñïò åêåßíá ôá ìÝëç ìå ôçí ìåãáëýôåñç ôéìÞ êáôáëëçëüôç-
ôáò.

4. Ìç÷áíéóìïß áðåãêëùâéóìïý áðü ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá
Ãéá ôçí åýñåóç åíüò êáèïëéêïý åëá÷ßóôïõ, ï áëãüñéèìïò áíáæÞôçóçò ðñÝðåé íá Ý÷åé
ôçí äõíáôüôçôá áðåãêëùâéóìïý áðü ôá äéÜöïñá ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá. Ãéá ðáñÜäåéãìá ç
ìÝèïäïò simulated annealing äÝ÷åôáé êáé óçìåßá ðïõ Ý÷ïõí ìåãáëýôåñç ôéìÞ óõíÜñ-
ôçóçò áðü ôçí ôñÝ÷ïõóá åëÜ÷éóôç, éäßùò óôá ðñþôá âÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ, þóôå íá
åðéôåõ÷èåß åõñåßá áíáæÞôçóç óå üëï ôï ðåäßï ïñéóìïý ôùí ðáñáìÝôñùí. Ïé ãåíåôéêïß
áëãüñéèìïé îåöåýãïõí áðü ôá äéÜöïñá ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá , óõíäõÜæïíôáò ôá äéÜöïñá
ìÝëç ôïõ ðëçèõóìïý ìå êÜðïéá ðéèáíüôçôá. ¸ôóé ðñïêýðôïõí íÝá óçìåßá ðïõ ïé
ôéìÝò ôïõò äåí Ý÷ïõí êáìßá ó÷Ýóç ìå ôéò ðñïçãïýìåíåò ôéìÝò. Ç ðïéêéëßá ëïéðüí
ðïïõ ðñïóôßèåôáé óå êÜèå ðëçèõóìü, åêöñÜæåé ôïí áðåãêëùâéóìü áðü ôá äéÜöïñá ôï-
ðéêÜ åëÜ÷éóôá. Åðßóçò, ïé õâñéäéêÝò ìÝèïäïé, ðïõ áðïôåëïýíôáé áðü êÜðïéá ôïðéêÞ
ìÝèïäï åëá÷éóôïðïßçóçò êé Ýíáí áëãüñéèìï áíáæÞôçóçò, õðáêïýïõí óôçí ðáñáðÜíù
öéëïóïößá.
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5. ÊñéôÞñéá ôåñìáôéóìïý.
¼ëïé ïé áëãüñéèìïé èåùñïýí üôé èá âñïõí ôï êáèïëéêü åëÜ÷éóôï ìåôÜ áðü Üðåéñåò
åöáñìïãÝò ôïõò. Áõôü üìùò óôçí ðñáãìáôéêüôçôá äåí åßíáé åöéêôü. Ï áëãüñéèìüò
ìáò èá ðñÝðåé íá ôåñìáôßæåé óå åýëïãï ÷ñüíï, ïðüôå åéóÜãåôáé Ýíá trade o� ìåôáîý
áðüäïóçò êáé åããýçóçò åýñåóçò êáèïëéêïý åëá÷ßóôïõ. Ãßíåôáé åðéôáêôéêÞ ç áíÜãêç,
ïé áëãüñéèìïé åýñåóçò åëá÷ßóôïõ íá ôåñìáôßæïõí ìåôÜ áðü êÜðïéï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá,
äýíïíôáò ëýóåéò éêáíïðïéçôéêÞò ðñïóÝããéóçò. Ï âáèìüò ðñïóÝããéóçò ôçò ðñáãìáôé-
êÞò ëýóçò ôïõ ïëéêïý åëá÷ßóôïõ åßíáé ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò áíÜëïãïò ìå ôïí ÷ñüíï
åêôÝëåóçò ôïõ áëãïñßèìïõ. Ôá ãåíéêüôåñá êñéôÞñéá ôåñìáôéóìïý åßíáé:

i. ¸íá êáèïñéóìÝíï ðëÞèïò áðïôéìÞóåùí ôçò óõíÜñôçóçò.

ii. ÅóáãùãÞ ðñïêáèïñéóìÝíïõ áñéèìïý âçìÜôùí ôïõ áëãïñßèìïõ.

1.3 Êáôçãïñßåò ìåèüäùí êáèïëéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò
Ïé ìåèïäïé ðïõ Ý÷ïõí áíáðôõ÷èåß ãéá ôçí åýñåóç ôùí ôïðéêþí åëá÷ßóôùí äéáêñßíïíôáé óå
2 ìåãÜëåò êáôçãïñßåò:
•ÁéôéïêñáôéêÝò (Deterministic) ìÝèïäïé
•Óôï÷áóôéêÝò (Stochastic) ìåèüäïé
Ïé êáôçãïñßåò áõôÝò äéáêñßíôáé áíÜëïãá ìå ôï áí ÷ñçóéìïðïéïýìå Þ ü÷é óôï÷áóôéêÜ óôïé-
÷åßá.

1.3.1 ÁéôéïêñáôéêÝò (Deterministic) ìÝèïäïé
Ïé ìÝèïäïé ðïõ áíÞêïõí óå áõôÞ ôçí êáôçãïñßá, âñßóêïõí ôï êáèïëéêü åëÜ÷éóôï, åöáñìü-
æïíôáò ìéá åîáíôëçôéêÞ áíáæÞôçóç óå üëï ôï ðåäßï ïñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ôçò óõíÜñ-
ôçóçò.Ôá áðïôåëÝóìáôá åßíáé åããõçìÝíá, áëëÜ ãéá íá åöáñìïóôïýí ðñÝðåé ç óõíÜñôçóç
åëá÷éóôïðïßçóçò íá ðëçñåß êÜðïéåò ðñïõðïèÝóåéò. Ç ðéï äçìïöéëÞò åßíáé ç óõíèÞêç Lips-
chitz(1.7)
Ãéá êÜðïéï óôáèåñü L, ãéá üëá ôá x êáé x∗ íá éó÷ýåé

|f(x)− f(x∗)| ≤ L‖x− x∗‖ (1.7)

Äõóôõ÷þò üìùò ç åîÝôáóç ôïõ ðáñáðÜíù êñéôçñßïõ óå åðßðåäï õëïðïßçóçò äåí åßíáé ðÜíôá
åýêïëç õðüèåóç êé åöéêôÞ õðüèåóç. Åðéðñüóèåôá, ïé ìÝèïäïé áõôÝò êáôáíáëþíïõí ìåãÜëï
õðïëïãéóôéêü ÷ñüíï ìÝ÷ñé ôçí éêáíïðïßçóç êÜðïéïõ êñéôçñßïõ ôåñìáôéóìïý. ÓõíÞèùò,
ðáñáôçñåßôáé åêèåôéêÞ áýîçóç ôïõ ÷ñüíïõ ìå ôçí áýîçóç ôïõ ðëÞèïõò ôùí ìåôáâëçôþí ôïõ
ðñïâëÞìáôïò. Ïé ìÝèïäïé äéáóôçìÜôùí (interval) åßíáé ïé ðéï äçìïöéëåßò åêðñüóùðïé áõôÞò
ôçò êáôçãïñßáò ìåèüäùí. ×ñçóéìïðïéïýí óôïé÷åßá ôçò áñéèìçôéêÞò äéáóôçìÜôùí ãéá ôïí
õðïëïãéóìü ôùí äéáóôçìÜôùí ôùí ôéìþí ôçò óõíÜñôçóçò, óå óõãêåêñéìÝíá äéáóôÞìáôá ôùí
ìåôáâëçôþí ôçò.
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1.3.2 Óôï÷áóôéêÝò ìÝèïäïé
Ïé óôï÷áóôéêÝò ìåèüäïé, ðåñéëáìâÜíïõí óõíÞèùò äýï ìåãÜëåò öÜóåéò:

1. Ç ïëéêÞ öÜóç (Global phase), üðïõ ç óõíÜñôçóç áðïôéìÜôáé, óå Ýíáí ôõ÷áßï
áñéèìü óçìåßùí

2. Ç ôïðéêÞ öÜóç(local phase), üðïõ êÜðïéá áðü ôá óçìåßá ôïõ áñ÷éêïý äåßãìáôïò
áðïôåëïýí áñ÷éêÜ óçìåßá ãéá ìåèüäïõò ôïðéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò.

1.3.3 Óýãêñéóç ôùí ìåèüäùí
Ôï ìåãÜëï ìåéïíÝêôçìá ôùí óôï÷áóôéêþí ìåèüäùí óå óýãêñéóç ìå ôéò áéôéïêñáôéêÝò åßíáé
üôé áíáêáëýðôïõí ôï êáèïëéêü åëÜ÷éóôï ìå êÜðïéá ðéèáíüôçôá ìåóá áðü Ýíáí ðåðåñáóìÝíï
áñéèìü åðáíáëÞøåùí.Áõôü óçìáßíåé üôé åöüóïí óå ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò ôï áóõìðôùôéêü
üñéï (Üðåéñåò åðáíáëÞøåéò) äåí åßíáé åöéêôü, èá ðñÝðåé íá ôåñìáôéóôåß ç äéáäéêáóßá ðñþéìá,
äéáêéíäõíåýïíôáò ùóôüóï ôçí ðëÞñç åðéôõ÷ßá ôçò. Ðáñ'üëá áõôÜ õðü êÜðïéåò ðñïõðïèÝ-
óåéò, ðïõ áöïñïýí ôçí êáôáíïìÞ ôùí óçìåßùí ôïõ áñ÷éêïý äåßãìáôïò êáé ôçí óõíÜñôçóç
, ç ðéèáíüôçôá íá Ý÷ïõìå åããõçìÝíåò ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðëçóéÜæåé ôç ìïíÜäá, üóï
áõîÜíåôáé ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí ôïõ áñ÷éêïý äåßãìáôïò. ÅðéðëÝïí ðáñáôçñïýìå, üôé ìéá
ìÝèïäïò, ç ïðïßá äåí ðåñéëáìâÜíåé ôçí ôïðéêÞ öÜóç, åßíáé ëéãüôåñç áðïäïôéêÞ áðü êÜðïéá
Üëëç ðïõ ôçí ðåñéëáìâÜíåé. ¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôùí áéôéïêñáôéêþí ìåèüäùí ôï ìå-
ãÜëï ðñüâëçìá ðïõ ôßèåôáé, åßíáé ç åýñåóç êÜðïéïõ êáôÜëçëëïõ êñéôçñßïõ ôåñìáôéóìïý. Ïé
óôï÷áóôéêÝò ìÝèïäïé, ôåñìáôßæïõí êõñßùò ìå Ýíá êñéôÞñéï ðïõ ðéóôïðïéåß óå ìåãÜëï âáèìü
üôé ç ðéèáíüôçôá ãéá ôçí ïñèüôçôá ôùí áðïôåëåóìÜôùí ðëçóéÜæåé ôç ìïíÜäá.ÕðÜñ÷ïõí âÝ-
âáéá êáé åéäéêÜ êñéôÞñéá ôåñìáôéóìïý, ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôçí éäéáßôåñç öýóç ôùí ìåèüäùí
êáé åßíáé êáôÜëëçëá ìüíï ãéá áõôÝò.
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ÊåöÜëáéï 2

ÓÔÏ×ÁÓÔÉÊÅÓ ÌÅÈÏÄÏÉ ÊÁÉ
ÊÁÈÏËÉÊÇ ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇ

Óôo ðáñüí êåöáëáßï èá áíáöåñèïýìå åðéãñáììáôéêÜ óôéò ðéï ãíùóôÝò óôï÷áóôéêÝò ìåèü-
äïõò êáé èá åðé÷åéñÞóïõìå ìéá èåùñçôéêÞ ìåëÝôç, ïýôùò þóôå íá äéáöáíåß ç ðïéüôçôá, ç
ïñèüôçôá êáé ç áîéïðéóôßá ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôïõò. Ïé ìåèïäïëïãßåò ðïõ áíáöÝñïíôáé
åßíáé áðü ôéò âáóéêüôåñåò ðïõ Ý÷ïõí ðñïôáèåß.

2.1 Ôõ÷áßá áíáæÞôçóç (Random Search)
Ç ôõ÷áßá áíáæÞôçóç åßíáé ç ðéï áðëÞ ìÝèïäïò åëá÷éóôïðïßçóçò. ËáìâÜíåôáé Ýíá áñ÷éêü
äåßãìá óçìåßùí êáé áðëÜ áðïôéìÜôáé ç ôéìÞ óôçò óõíÜñôçóçò f óôá óçìåßá áõôÜ. Ç åðé-
ëïãÞ ôùí óçìåßùí ãßíåôáé ìå âÜóç ìéá ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ êáé Ý÷åé áðïäåé÷èåß üôé üóï
áõîÜíåôáé ôï ðëÞèïò ôïõ äåßãìáôïò, ôüóï áõîÜíåôáé êáé ç ðéèáíüôçôá íá âñïýìå ôï êáèï-
ëéêü åëÜ÷éóôï. Ùóôüóï ìéá ôÝôïéá áýîçóç åðéöÝñåé êáé áýîçóç ôïõ ÷ñüíïõ ðïõ áðáéôåßôáé
áðü ôç ìÝèïäï ãéá íá ìáò äþóåé éêáíïðïéçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá. ÓÞìåñá ç åðéëïãÞ áõôþí
ôùí ìåèüäùí åíäåßêíõôáé ìüíï óå óõíáñôÞóåéò ìå ëßãá ïëéêÜ åëÜ÷éóôá. ÅíäéáöÝñïí ðá-
ñïõóéÜæïõí ïé ìÝèïäïé ôçò åëåã÷üìåíçò ôõ÷áßáò áíáæÞôçóçò (controlled random search),
üðïõ ôï íÝï óçìåßï óôï ïðïßï áðïôéìÜôáé ç óõíÜñôçóç, ðñïêýðôåé ìåëåôþíôáò ôç ãíþóç
ðïõ Ý÷ïõìå ãéá ôéò ôéìÝò ôçò óõíÜñôçóçò áðü óçìåßá, ðïõ Ý÷ïõìå Þäç åîåôÜóåé. Ï ðéï
äçìïöéëÞò åêðñüóùðïò áõôÞò ôçò êáôçãïñßáò åßíáé ï áëãüñéèìïò ôïõ Price[11].

2.2 ÐïëëáðëÞ åêêßíçóç (Multistart)
Ëüãù ôùí óçìáíôéêþí ìåéùíåêôçìÜôùí ðïõ ðáñïõóéÜæåé ç ðñïçãïýìåíç ìÝèïäïò, Ý÷ïõí
ðñïôáèåß äéÜöïñåò åðåêôÜóåéò. Ç ìÝèïäïò ðïõ èá ðåñéãñÜøïõìå , áñ÷ßæåé ìå Ýíá ôõ÷áßï
áñ÷éêü óýíïëï óçìåßùí, Ýóôù S (ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíï), ðåñéëáìâÜíåé üìùò êáé äéÜ-
öïñåò ôïðéêÝò áíáæçôÞóåéò. Áõôü ðñïõðïèÝôåé êÜðïéá ìÝèïäï ôïðéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò, ç
ïðïßá áñ÷ßæïíôáò áðü Ýíá áñ÷éêü óçìåßï x ∈ S, åðéóôñÝöåé Ýíá ôïðéêü åëÜ÷éóôï x∗ óôçí
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ãåéôïíéÜ ôïõ x. ÁíÜëïãá ìå ôç öýóç ôçò óõíÜñôçóçò åðéëÝãïõìå ôçí êáôÜëëçëç ìÝèïäï
ôïðéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò. Ç ðéï áðëÞ ìÝèïäïò ðïõ óõíäõÜæåé êáé ôéò äýï öÜóåéò ðïõ ðå-
ñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù åßíáé ç ìÝèïäïò ðïëëáðëÞò åêêßíçóçò (MULTISTART). Åäþ ç
ìÝèïäïò ôïðéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò åöáñìüæåôáé óå üëá ôá óçìåßá ôïõ äåßãìáôïò, êáé ôï
ìéêñüôåñï áðü ôá ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá ðïõ åðéóôñÝöïíôáé ìåôÜ áðü äéáäï÷éêÝò êëÞóåéò,
áðïôåëåß ôï êáèïëéêü åëÜ÷éóôï.
Áêüìá êé áí áõôÞ ç ìÝèïäïò åßíáé ðéï áðïäïôéêÞ áðü ôçí ôõ÷áßá áíáæÞôçóç, õðÜñ÷ïõí
áñêåôÜ ìåéùíåêôÞìáôá. Ôï êçñéüôåñï áöïñÜ ôçò åðéëïãÞò ôïõ êáôáëëçëüôåñïõ êñéôçñßïõ
ôåñìáôéóìïý. Ôï ðñüâëçìá áíôïìåôùðßæåôáé ìÝóù ìßá óôï÷áóôéêÞò ðñïóÝããéóçò, ç ïðïßá
âáóßæåôáé óå ìßá ÌðåõæéáíÞ ìåëÝôç ðïõ áöïñÜ ôïí áñéèìü ôùí ôïðéêþí åëá÷ßóôùí êáé ôï
ìÝãåèïò êÜèå äéáöïñåôéêÞò ðåñéï÷Þò Ýëîçò (region of attraction). Ç ðåñéï÷Þ R(x∗)
ïñßæåôáé ùò ôï óýíïëï üëùí ôùí óçìåßùí ôïõ S, ôá ïðïßá áí áðïôåëïýí ôá áñ÷éêÜ óçìåßá
ãéá ìßá ìÝèïäï åëá÷éóôïðïßçóçò P, èá ïäçãÞóïõí óôï ßäéï ôïðéêü åëÜ÷éóôï x∗.
Ìéá éäéüôçôá ðïõ èÝëïõìå íá Ý÷åé ç ìÝèïäïò ôïðéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò ðñïêåéìÝíïõ ïé ðå-
ñéï÷Ýò Ýëîçò íá åßíáé óõíå÷üìåíåò, åßíáé íá åßíáé ðñáãìáôéêÜ ôïðéêÞ. ÏõóéáóôéêÜ åííïïýìå
íá åßíáé óáí ôçí Gradient descent ìå áðåéñïåëÜ÷éóôï âÞìá, äçëáäÞ íá áêïëïõèïýìå ôçí
êáôåýèõíóç ôçò ðáñáãþãïõ ìå ðïëý ìéêñü âÞìá.(âëÝðå 2.1 êáé 2.2)
Óôçí ðñþôç åéêüíá ç ôïðéêÞ åëá÷éóôïðïßçóç äåí åìöáíßæåé Üëìáôá êáé Ýôóé ç ðåñéï÷Ýò
Ýëîçò åßíáé åõäéÜêñéôåò. ÊÜôé ôÝôïéï äåí ãßíåôáé êáé óôç äåýôåñç ðåñßôùóç üðïõ îåêéíþíôáò
áðü Ýíá óçìåßï ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý êáôáëÞãïõìå óôçí Üëëç Üêñç, ìå áðïôÝëåóìá íá ðá-
ñáêÜìðôïõìå ãåéôùíéêÜ åëÜ÷éóôá. Áí ãíùñßæïõìå ôï ðëÞèïò ôùí ôïðéêþí åëá÷ßóôùí ôçò

Ó÷Þìá 2.1: ÐáñÜäåéãìá ôïðéêÞò áíáæÞôçóçò

óõíÜñôçóçò ðïõ èÝëïõìå íá åëá÷éóôïðïéÞóïõìå, êáèþò êáé ôï ìÝãåèïò êÜèå ðåñéï÷Þò åíäéá-
öÝñïíôïò (äçëáäÞ ôï ìÝôñï ôçò áêôßíáò áõôÞò ôçò ðåñéï÷Þò, ìå êÝíôñï ôï ôïðéêü åëÜ÷éóôï),
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Ó÷Þìá 2.2: ÐáñÜäåéãìá ìç ôïðéêÞò áíáæÞôçóçò

ôüôå ìðïñïýìå íá áíáëýóïõìå ðïéïôéêÜ ôá åðéóôñåöüìåíá áðïôåëÝóìáôá. Äõóôõ÷þò üìùò
ç ãíþóç áõôþí ôùí ðáñáìÝôñùí äåí åßíáé äõíáôüí íá õðÜñ÷åé åê ôùí ðñïôÝñùí. Èåùñïýìå
ëïéðüí ôõ÷áßåò êáôáíïìÝò ãéá ôá óçìåßá ôïõ áñ÷éêïý äåßãìáôïò êáé ãéá ôá óçìåßá ðïõ èá
áíÞêïõí óôçí ßäéá ðåñéï÷Þ åíäéáöÝñïíôïò (åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôá). Óôç óõíÝ÷åéá
ìå âÜóç ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ìåèüäïõ êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí êáíüíá ôïõ Bayes õðï-
ëïãßæïõìå ôçí åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíüôçôá, ç åðüìåíç ôïðéêÞ áíáæÞôçóç íá ïäçãÞóåé óå
ôïðéêü åëÜ÷éóôï ðïõ Ý÷ïõìå Þäç õðïëïãßóåé êáé ôçí åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíüôçôá íá Ý÷ïõìå
Þäç âñåé üëá ôá ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá ôçò óõíÜñôçóçò. Ðåñéóóüôåñá óôïé÷åßá ãéá ôçí èåùñç-
ôéêÞ ìåëÝôç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôçò ìåèüäïõ ðïëëáðëÞò åêßíçóçò, áíáðôýóóïíôáé áðü ôïí
Rinnooy Kann[3],[4].
ÐáñÜ ôï ãåãïíüò üìùò üôé ç èåùñçôéêÞ ìåëÝôç ôçò ìåèüäïõ ðïëëáðëÞò åêßíçóçò åßíáé åöé-
êôÞ, ç ðáñáðÜíù ìÝèïäïò äåí ìðïñåß íá èåùñçèåß áðïäïôéêÞ. Ç êýñéá áéôßá åßíáé üôé ëüãï
ôçò öýóçò ôçò áíáæÞôçóçò ôïðéêïý åëá÷éóôïý, êáôáëÞãïõìå ðïëëÝò öïñÝò íá õðïëïãßæïõìå
óçìåßá ðïõ Ý÷ïõìå Þäç âñåé.

2.3 ÌÝèïäïé Ïìáäïðïßçóçò (Clustering)
Ïé ìÝèïäïé ïìáäïðïßçóçò [4] åßíáé áðü ôïõò ðéï áðïôåëåóìáôéêïýò êé áðïäïôéêïýò áëïñßè-
ìïõò, ðïõ Ý÷ïõí ðñïôáèåß ãéá êáèïëéêÞ åëá÷éóôïðïßçóç. Ç âáóéêÞ éäÝá ðßóù áðü áõôÝò
ôéò ìåèüäïõò åßíáé, üôé áñ÷ßæïíôáò áðü Ýíá äåßãìá ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíùí óçìåßùí,
äçìéïõñãïýìå ïìÜäåò áðü óçìåßá, ðïõ áíÞêïõí óôçí ßäéá ðåñéï÷Þ Ýëîçò, Ýôóé þóôå íá åöáñ-
ìüæåôáé ç ìÝèïäïò ôïðéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò ìüíï ìßá öïñÜ óå ìßá ôÝôïéá ðåñéï÷Þ.
Ç äéáäéêáóßá ôçò ïìáäïðïßçóçò ãßíåôáé ìå äéÜöïñïõò ôñüðïõò. Ç âáóéêÞ éäÝá üìùò ðáñá-
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ìÝíåé ç ßäéá. Óå êÜèå ïìÜäá (cluster) ìðïñåß íá õðÜñ÷åé Ýíá óçìåßï ðõñÞíáò (seed point).
Ùò ðõñÞíáò ìðïñåß íá èåùñçèåß ôï óçìåßï åêåßíï ôïõ äåßãìáôïò ðïõ Ý÷åé ôç ÷áìçëüôåñç
ôéìÞ óõíÜñôçóçò, Þ, áêüìá êáëýôåñá, ôï ôïðéêü åëÜ÷éóôï ðïõ ëÜâáìå áñ÷ßæïíôáò ôïðéêÞ
åëá÷éóôïðïßçóç áðü åêåßíï ôï óçìåßï. Ôá õðüëïéðá óçìåßá ðñïóôßèåíôáé óôïõò äéÜöïñïõò
clusters ìå âÜóç êÜðïéï êáíüíá ãéá ôçí ïìáäïðïßçóç, ìÝ÷ñé íá éêáíïðïéçèåß êÜðïéï êñéôÞ-
ñéï ôåñìáôéóìïý. Ïé ðåñéóóüôåñåò ìÝèïäïé äéáöÝñïõí óôçí åðéëïãÞ áõôïý ôïõ êáíüíá.
Ïé Rinnoy Kan êáé Timmer [4] ðåñéãñÜöïõí ìéá ìÝèïäï ïìáäïðïßçóçò êé åðßóçò ðåñéãñÜ-
öïõí óõíèÞêåò ãéá ôéò ïðïßåò üëá ôá ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá èá âñåèïýí ìåôÜ áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï
áñéèìü åðáíáëëÞøåùí, ìå ðéèáíüôçôá Ýíá. Ôï óçìáíôéêü ìåéùíÝêôçìá áõôþí ôùí ìåèüäùí
åßíáé ïôé äåí ðáñïõóéÜæïõí êáëÞ áðüäïóç óôçí ðåñßðôùóç óõíáñôÞóåùí ìå ðÜñá ðïëëÜ
ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá. Ãéá áõôÝò ôéò óõíáñôÞóåéò ÷ñåéÜæïíôáé äåßãìáôá ðïëëþí óçìåßùí, þóôå
íá âñåèïýí ìå áõîçìÝíç ðéèáíüôçôá áõôÜ ôá ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá.

2.4 Simulated annealing
Ç ìÝèïäïò áõôÞ[8],[9],[10], Ý÷åé åìðíåõóåß áðü ôç ãíùóôÞ äéáäéêáóßá ôïõ annealing óôçí
öõóéêÞ ãéá ôçí áðüêôçóç êáôáóôÜóåùí ÷áìçëÞò åíÝñãåéáò êé áðü ôéò äéáäéêáóßåò åýñåóçò
åëá÷ßóôùí ëýóåùí óå ðñïâëÞìáôá äéáêñéôÞò âåëôéóôïðïßçóçò.Óå ãåíéêÝò ãñáììÝò õðïëï-
ãßæåôáé óå êÜðïéï óçìåßï x′ ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçòêáé èåùñþíôáò Ýíá ãåéôïíéêü óçìåßï x′′

êÜíïõìå ôïí åîÞò Ýëåã÷ï:
Áí éó÷ýåé

f(x′′)− f(x′) < 0 (2.1)

ôüôå äå÷üìáóôå ôï êáéíïýñãéï óçìåßï. Áëëéþò ôï íÝï óçìåßï ôï äå÷üìáóôå ìå ðéèáíüôçôá

e−(f(x
′′
)−f(x

′
))=T (2.2)

Ç èåôéêÞ ðáñÜìåôñïò Ô åßíáé ç èåñìïêñáóßá ç ïðïßá ìåéþíåôáé ìå óôáèåñü ñõèìü, üðùò
ãßíåôáé óôçí äéáäéêáóßá ôïõ annealing. Áñ÷éêÜ, óå êáôÜóôáóç õøçëÞò èåñìïêñáóßáò, ç
ðéèáíüôçôá íá äå÷ôïýìå óçìåßá, óôá ïðïßá ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò áõîÜíåôáé, åßíáé áñêåôÜ
ìåãÜëç. Ôï ãåãïíüò áõôü êÜíåé ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá íá Ý÷åé ÷áñáêôÞñá êáèïëéêÞò
åëá÷éóôïðïßçóçò. ¼óï ç èåñìïêñáóßá ìåéþíåôáé, ç áíáæÞôçóç ðåñéïñßæåôáé óå ðïëý ìéêñÝò
ðåñéï÷Ýò ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. Óå ðïëý ÷áìçëÝò èåñìïêñáóßåò ç áíáæÞôçóç
ðåñéïñßæåôáé óå ìéá ðïëý ìéêñÞ ðåñéï÷Þ, üðïõ åßíáé ðëÝïí áäýíáôïí íá áðåãêëùâéóôïýìå
áðü êÜðïéï ôïðïéêü åëÜ÷éóôï. Åßíáé öáíåñü üôé üóï ìåéþíåôáé ç èåñìïêñáóßá, ôüóï êáëý-
ôåñá ðñïóóåããßæïõìå ôï êáèïëéêü åëÜ÷éóôï, ïðüôå ï åãêëùâéóìüò óôçí ôåëéêÞ öÜóç åßíáé
åðéèõìçôüò.
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2.5 Ãåíåôéêïý áëãüñéèìïé
Ïé ãåíåôéêïß áëãüñéèìïé [7] ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ãåíéêüôåñç éäÝá ôçò åîÝëéîçò ôùí âéïëïãéêþí
ìïíôÝëùí. Ïé ãåíåôéêïß áëãüñéèìïé äéá÷åéñßæïíôáé Ýíáí áñ÷éêü ðëçèõóìü áðü åíäå÷üìåíåò
ëýóåéò êé åöáñìüæïíôáóò ôçí áñ÷Þ ôçò åðéâßùóçò ôïõ ðéï éó÷õñïý, ðáñÜãïõí êáëýôåñåò
ðñïóåããßóåéò ëýóåùí, üóï óõíå÷ßæåôáé ç äçìéïõñãßá êáéíïýñãéùí ãåíåþí. Óå êÜèå ãåíåÜ, ï
ðáñáãüìåíïò ðëçèõóìüò, ðñïêýðôåé áðü ôïí ðñïçãïýìåíï åßôå ìÝóù ôçò åðéëïãÞò(åðéâßùóç
ôïõ êáôáëëçëüôåñïõ ìÝëïõò ôïõ ðëçèõóìïý) åßôå ìå ôçí åöáñìïãÞ äéáöüñùí ãåíåôéêþí ôå-
ëåóôþí (üðùò ìåôÜëëáîç êáé äéáóôáýñùóç) åìðíåõóìÝíïé áðü ôïí ÷þñï ôçò âéïëïãéêÞò
åîÝëéîçò. Áõôü Ý÷åé ùò áðïôÝëåóìá ôá ìÝëç ôïõ ðëçèõóìïý ôçò åðüìåíçò ãåíåÜò íá åßíáé
êáëýôåñá óå óýãêñéóç ìå ôïõò ðñïãüíïõò ôïõò.

2.6 ÁíáæÞôçóç ìå áðáãïñåýóåéò (Tabu Search)
Ç ìÝèïäïò áõôÞ êñßíåôáé áñêåôÜ åðéôõ÷çìÝíç ãéá óõãêåêñéìÝíá ðñïâëÞìáôá ôçò êáèïëéêÞò
âåëôéóôïðïßçóçò (üðùò ôï ðñüâëçìá ôïõ ðëáíüäéïõ ðùëçôç - Travelling salesman prob-
lem). Ç âáóéêÞ éäÝá ôçò ìåèüäïõ åßíáé ç äéåñåýíçóç ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôùí ðáñáìÝôñùí
ôçò óõíÜñôçóçò, ìÝóù ìßáò áêïëïõèßáò êéíÞóåùí. Ç êßíçóç ðïõ åðéëÝãåôáé áðü êÜðïéï
óçìåßï óå êÜðïéï Üëëï, åßíáé åêåßíç ðïõ Ý÷åé áðïäåé÷ôåß áðü ôá ðñïçãïýìåíá âÞìáôá, üôé
ìðïñåß íá ïäçãÞóåé óå ÷áìçëüôåñåò ôéìÝò ôçò óõíÜñôçóçò. Åðßóçò êáôÜ ôçí åðéëïãÞ áõôþí
ôùí êéíÞóåùí, êÜðïéåò áðü áõôÝò èåùñïýíôáé áðáãïñåõìÝíåò(tabu), þóôå íá áðïöåý-
ãïíôáé êýêëïé êé åãêëùâéóìüò óå ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá. ÊáôÜ ôçí åîÝëéîç ôïõ áëãïñßèìïõ
êñáôåßôáé Ýíá éóôïñéêü ìå ôéò Ýùò ôþñá êéíÞóåéò êáé ôéò ëýóåéò óôéò ïðïßåò ïäçãçèÞêáìå
ìå âÜóç áõôÝò. Óýìöùíá ëïéðüí ìå áõôü ôï éóôïñéêü, ìßá êßíçóç ìðïñåß íá ÷áñáêôçñéóôåß
ùò áðáãïñåõìÝíåò(tabu), áí Ý÷åé ãßíåé áñêåôÝò öïñÝò Þ ó÷åôéêÜ ðñüóöáôá. Åðßóçò ãéá
íá äéáóöáëßóïõìå üôé äåí ðåñéïñéæüìáóôå óå Ýíá ðåñéïñéóìÝíï áñéèìü êéíÞóåùí, óå êÜðïéá
óôÜäéá ôïõ áëãïñßèìïõ äå÷üìáóôå êáé êéíÞóåéò ðïõ Ý÷ïõí ÷áñáêôçñéóôåß ùò áðáãïñåõìÝ-
íåò [5],[6].
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ÊåöÜëáéï 3

ÊÑÉÔÇÑÉÁ ÔÅÑÌÁÔÉÓÌÏÕ ÃÉÁ
ÓÔÏ×ÁÓÔÉÊÅÓ ÌÅÈÏÄÏÕÓ

MULTISTART

¸íá áðü ôá êõñéüôåñá èÝìáôá ôùí óôï÷áóôéêþí ìåèüäùí åßíáé ôá êñéôÞñéá ôåñìáôéóìïý
ôïõò. ÅðåéäÞ ïé ìÝèïäïé áõôÞò ôçò êáôçãïñßáò áíáêáëýðôïõí ôï êáèïëéêü åëÜ÷éóôï ìå
êÜðïéá ðéèáíüôçôá ìÝóá áðü Ýíáí ðåðåñáóìÝíï áñéèìü åðáíáëÞøåùí äåí åßíáé åããõçìÝíç
ç åðéôõ÷ßá ôçò åöáñìïãÞò ôïõò. Áõôü óçìáßíåé üôé åöüóïí óå ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò ôï
áóõìðôùôéêü üñéï (Üðåéñåò åðáíáëÞøåéò) äåí åßíáé åöéêôü, èá ðñÝðåé íá ôåñìáôéóôåß ç äéá-
äéêáóßá ðñþéìá, äéáêéíäõíåýïíôáò ùóôüóï ôçí ðëÞñç åðéôõ÷ßá ôçò.
¸÷ïõí áíáðôõ÷çèåß äéÜöïñïé "êáíüíåò ôåñìáôéóìïý" ðïõ óôï÷åýïõí óôï íá äéáôçñïýí
ìåãÜëç ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ïýò áðïôåëÝóìáôïò êáé ôáõôü÷ñïíá íá ìçí áðáéôïýí õøçëü õðï-
ëïãéóôéêü êüóôïò. Óôçí âéâëéïãñáößá Ý÷ïõí åìöáíéóôåß áñêåôïß êáíüíåò üðùò ôïí Zieli�nski
[12], Betro et al [13], Rinnooy Kan [14], Hart[16]. Ìéá âéâëéïãñáöéêÞ åðéóêüðçóç ôùí êá-
íüíùí ôåñìáôéóìïý äßíåôáé óôï [15].
Óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï ãßíåôáé ìéá óýíôïìç áíáöïñÜ óôá êñéôÞñéá ôùí Boender, Rin-
nooy Kan êáé Zieli�nski êáé óôçí óõíÝ÷åéá ðåñéãñÜöïõìå ôñåéò íÝïõò êáíüíåò, Þôïé ôïí
êáíüíá ôïõ "äéðëÜóéïõ êïõôéïý" (double box), ôïí êáíüíá "ôùí ðáñáôçñÞóéìùí ìåãåèþí"
êáé ôÝëïò "ôùí áíáìåíüìåíùí åëá÷ßóôùí".
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3.1 Ôá êñéôÞñéá ôùí Rinnooy Kan, Boender êáé Zieli�nski
Óýìöùíá ìå ôï êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý ðïõ äéáôõðþèçêå áðü ôïí Kan [17], áí ãéá ôçí Ýõñåóç
w åëá÷ßóôùí Ý÷ïõí ãßíåé t ôïðéêÝò áíáæçôÞóåéò, ôüôå ìéá åêôßìçóç ãéá ôï ðëÞèïò ôùí
ôïðéêþí åëá÷ßóôùí ôçò óõíáñôÞóåùò äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:

ŵ =
w(t− 1)

t− w − 2
(3.1)

Óå ðïëõäåéãìáôéêÝò ìåèüäïõò êáèïëéêÞò åëá÷éóôïðïéÞóåùò üðùò ç Topographical Multi-
level Single Linkgage Clustering [18], ôï t óôçí ðáñáðÜíù åîßóùóç áíôéêáèßóôáôáé áðü
ôï óýíïëï ôùí äåéãìáôïëçøéþí ðïõ Ý÷åé ðñáãìáôïðïéÞóåé ï áëãüñéèìïò. Ï áëãüñéèìïò
åëá÷éóôïðïéÞóåùò äéáêüðôåôáé üôáí:

ŵ − w <
1

2
(3.2)

Ùóôüóï êÜíïíôáò ðñÜîåéò óôçí áíéóüôçôá äéáðéóôþíåôáé ðùò ðñÝðåé áí éó÷ýåé üôé:

t > 2w2 + 3w + 2 (3.3)

Ìå Üëëá ëüãéá èá ðñÝðåé ï áñéèìüò ôùí ôïðéêþí åëá÷éóôïðïéÞóåùí (Þ äåéãìÜôùí óå Üëëåò
ðåñéðôþóåéò) íá åßíáé áíÜëïãïò ôïõ ôåôñáãþíïõ ôùí åëá÷ßóôùí ðïõ Ý÷ïõí âñåèåß, ðñïêåé-
ìÝíïõ íá óôáìáôÞóåé ï áëãüñéèìïò. Áí Ý÷ïõí âñåèåß ð÷. 1000 åëÜ÷éóôá èá áðáéôçèïýí 106

åðéðëÝïí óçìåßá êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôùí ðñüóèåôùí ôïðéêþí åëá÷éóôïðïéÞóåùí. Ï êáíüíáò
áõôüò äåí åßíáé éäéáßôåñá áðïäïôéêüò êáé åðßóçò äåí åêìåôáëëåýåôáé ôçí ãíþóç ðïõ áðïêôÜ
áðü ôçí äåéãìáôïëçøßá. Ï Zieli�nski [12] åêôéìÜ ôï ðïóïóôü ôïõ ÷þñïõ áíáæçôÞóåùò ðïõ
äåí Ý÷åé êáëõöèåé ìå ôçí äåéãìáôïëçøßá ùò:

P (w) =
w(w + 1)

t(t− 1)
(3.4)

Ó'áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç ìÝèïäïò êáèïëéêÞò åëá÷éóôïðïéÞóåùò äéáêüðôåôáé üôáí:

P (w) ≤ " (3.5)

üðïõ " Ýíáò ìéêñüò èåôéêüò áñéèìüò, ð÷. " = 10−4.

3.2 Ï êáíüíáò ôïõ äéðëïý êïõôéïý (double box)
Ðñïóðáèïýìå ìÝóá ôéò ðëçñïöïñßåò ðïõ åîÜãïõìå áðü ôá ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá íá ôï "äç-
ìéïõñãÞóïõìå" ôï êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý. Ìßá trivial ëýóç áíôéìåôþðéóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò
åßíáé íá ôåñìáôßæïõìå ôïí áëãüñéèìï üôáí èá Ý÷ïõìå âñåé üëá ôá ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá ôçò óõ-
íÜñôçóçò. Ìßá ôÝôïéá ðëçñïöïñßá üìùò äåí åßíáé äõíáôüí íá ôçí Ý÷ïõìå åê ôùí ðñïôÝñùí.
¸ôóé ðñïóðáèïýìå ìå äéáöïñåôéêü ôñüðï íá åêìåôáëåõôïýìå ôçí ðëçñïöïñßá ðïõ ìáò äßíåé
êÜèå ôïðéêü åëÜ÷éóôï ðïõ âñßóêïõìå êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò áíáæÞôçóçò.
¸óôù üôé Ý÷ïõìå ìéá óõíÜñôçóç f , Ýíá óçìåßï x êáé ìßá ìÝèïäï åëá÷éóôïðïßçóçò  Lêáé
êáôáëÞãù óôï ôïðéêü åëÜ÷éóôï y∗. Ïñßæïõìå ôï óýíïëï A(y) = {x|L(x) = y} ðïõ ïíï-
ìÜæåôáé ðåñéï÷Þò Ýëîçò. ¼ðùò âëÝðïõìå êáé áðü ôçí åéêüíá 4.3, ôá óýíïëá A(yi) åßíáé
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Ó÷Þìá 3.1: Ðåñéï÷Þ Ýëîçò óõíÜñôçóçò Rastrigin

áíïé÷ôÜ óýíïëá êáé óôá Üêñá Ý÷ù ôïðéêÜ ìÝãéóôá. Åýëïãá ìðïñïýìå íá ðáñáôçñÞóïõìå
üôé êÜèå A(y) åîáñôÜôáé i) áðü ôï åýñïò ôïõ y, ii) áðü ôç óõíÜñôçóç f êáé iii) áðü ôç óõ-
íÜñôçóç åëá÷éóôïðïßçóçò.Åðßóçò âëÝðïõìå üôé ïé ðåñéï÷Ýò A(yi) åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò,
äçëáäÞ äåí Ý÷ïõí óçìåßá ôïìÞò. ÔÝëïò ïé ðåñéï÷Ýò Ýëîçò Ý÷ïõí Ýíá ìÝôñï ðïõ áíÜëïãá ìå
ôç ìïñöÞ ôïõ óýíïëï ôéìþí äéáöÝñåé. ¸ôóé óå ìßá äéÜóôáóç ôï ìÝôñï åßíáé ôï ìÞêïò, óôéò
2 åßíáé ôï åìâáäüí, åíþ óôéò 3 åßíáé ï üãêïò.
¸óôù üôé èÝëù íá åöáñìüóù ôç ìÝèïäï multistart óå ìéá óõíÜñôçóç ðïõ Ý÷åé k ôïðéêÜ
åëÜ÷éóôá. êáé Ýóôù üôé åðéëÝãù ôï åëÜ÷éóôï ðïõ áíÞêåé óôçí ðåñéï÷Þ Á4, äçëáäÞ ôï y4.
Ôï åñþôçìá ðïõ ôßèåôáé óå áõôü ôï óçìåßï åßíáé ðïéá èá åßíáé ç ðéèáíüôçôá íá âñù ôï y4

îåêéíþíôáò áðü Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï. Ìå ôçí ðñïõðüèåóç üôé ôá óçìåßá åðéëÝãïíôáé ìÝóù
ïìïéüìïñöçò êáôáíïìÞò, ç ðéèáíüôçôá íá âñù ôï y4 ôçí ðñþôç öïñÜ åßíáé:

P (y4) =
m(A4)

m(S)
(3.6)

Üñá ç ðéèáíüôçôá íá ìçí ôï âñù ìåôÜ áðü ìéá ðñïóðÜèåéá åßíáé

1− P (y4); (3.7)

åíþ ç ðéèáíüôçôá íá ìçí ôï âñù ìåôÜ áðü 2 ðñïóðÜèåéåò åßíáé:

(1− P (y4))
2 (3.8)
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ÔåëéêÜ ìåôÜ áðü k ðñïóðÜèåéåò ç ðéèáíüôçôá íá ìçí âñù ôï åëÜ÷éóôï èá åßíáé:

(1− P (y4))
k; (3.9)

ïðüôå ç ðéèÜíïôçôá íá ôï âñù ìåôÜ áðü ê ðñïóðÜèåéåò èá åßíáé:

1− (1− P (y4))
k (3.10)

Áêüìá êáé ìåôÜ áðü áñêåôÝò ðñïóðÜèåéåò ãéá ôçí åýñåóç ôïõ minimum (k À) âëÝðïõìå
üôé:

1− (1− P (y4))
k = 1− P (y4)

k k→0−→ 1; (3.11)

äçëáäÞ ç ðéèáíüôçôá íá âñù ôï y4, åßíáé êïíôÜ óôï 1. Óõíåðþò áóõìðôïôéêÜ èá âñù ôï
ôïðéêü åëÜ÷éóôï.. Ãéá êÜèå ôïðéêü åëÜ÷éóôï, ç áíôßóôïé÷ç ðéèáíüôçôá éóïýôáé ìå:

Pi =
m(Ai)
m(S)

(3.12)

Ïñßæù ôçí ðïóüôçôá

Û = 1−
w∑
i=1

m(Ai)
m(S)

(3.13)

üðïõ ! åßíáé ï áñéèìüò ôùí åëá÷ßóôùí ðïõ Ý÷ù âñåé.Óôá ðåéñÜìáôá ðïõ ðñáãìáôïðïéïýíôáé
åßíáé áíÜãêç íá ãíùñßæïõìå ôï ôìÞìá ôïõ ÷þñïõ áíáæçôÞóåùò ðïõ äåí Ý÷åé êáëõöèåß áðü ôéò
ôïðéêÝò åëá÷éóôïðïéÞóåéò ðïõ Ý÷ïõí ðñáãìáôïðïéçèåß. Áí ôï ôìÞìá áõôü åßíáé ìéêñü, ôüôå
ç ìÝèïäïò êáèïëéêÞò åëá÷éóôïðïéÞóåùò ìðïñåß íá ôåñìáôéóôåß. Ôï ðïóïóôü ôçò ðåñéï÷Þò
áíáæçôÞóåùò ðïõ äåí Ý÷åé êáëõöèåß äßíåôáé áðü ôçí ðïóüôçôá:

Û = 1−
w∑
i=1

m(Ai)
m(S)

(3.14)

Óôçí ðáñáðÜíù åîßóùóç, ç ðïóüôçôá m(Ai)
m(S)

ðñïóåããßæåôáé áðü ôçí ðïóüôçôá ti
T , üðïõ ti

åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí åöáñìïãþí ôçò ìåèüäïõ åëá÷éóôïðïéÞóåùò ðïõ ïäÞãçóáí óôï ôï-
ðéêü åëÜ÷éóôï y∗i êáé Ô åßíáé ï óõíïëéêüò áñéèìüò åöáñìïãþí ôçò ôïðéêÞò åëá÷éóôïðïéÞ-
óåùò.Äõóôõ÷þò óå êÜèå åðáíÜëçøç ç ðïóüôçôá Û Ý÷åé ôçí ôéìÞ 0 ìéáò êáé

w∑
i=1

ti = T

êáé óáí óõíÝðåéá ç ðáñáðÜíù åîßóùóç äåí ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôçí ðñïóÝããéóç
ôïõ ôìÞìáôïò ôïõ ÷þñïõ áíáæçôÞóåùò ðïõ äåí Ý÷åé áêüìá êáëçöèåß. Ãéá ôïí óêïðü áõôüí,
êáôáóêåõÜæåôáé Ýíáò ìåãáëýôåñïò ÷þñïò áíáæçôÞóåùò S2 ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïí áñ÷éêü ÷þñï
S, Ýôóé þóôå íá éó÷ýåé m(S2) = 2m(S). Åðßóçò Ýíá êáé ìïíáäéêü (êáé øåýôéêï) åëÜ÷éóôï
èåùñåßôáé ðùò õðÜñ÷åé óôçí ðåñéï÷Þ A0 = S2 − S. Ï üãêïò ôçò ðåñéï÷Þò Ýëîçò ãéá áõôü
ôï åëÜ÷éóôï åßíáé m(A0) = m(S).

U = 1−
n∑
i=1

m(Ai)
m(S)

⇒ U = 1−
n∑
i=1

1
2
m(Ai)
m(S)

⇒ U = 1−
n∑
i=1

2m(Ai)
m(S)

⇒ U = 1−2
n∑
i=1

m(Ai)
m(S)

(3.15)
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ÅðïìÝíùò ç ðïóüôçôá Û ðñïóåããßæåôáé ùò:

Û = 1− 2
w∑
i=1

ti
T

(3.16)

Óå êÜèå åðáíÜëçøç, Í óçìåßá óõëëÝãïíôáé ïìïéüìïñöá ôõ÷áßá óôïí ÷þñï S2. ¸óôù üôé
ìåôÜ áðü k åðáíáëÞøåéò ï óõíïëéêüò áñéèìüò ôùí óçìåßùí ðïõ Ý÷ïõí ëçöèåß óôïí ÷þñï S2

åßíáé Mk êáé áðü áõôÜ ôá kN âñßóêïíôáé óôïí ÷þñï S. Ç ðïóüôçôá �k = KN
Mk

, Ý÷åé ìéá ìÝóç
ôéìÞ

〈�〉k =
1

k

k∑
i=1

�k

, ç ïðïßá ôåßíåé óôçí ðïóüôçôá m(S)
m(S2

= 1
2

êáèþò ï ìåôñçôÞò åðáíáëÞøåùí k ôåßíåé óôï
Üðåéñï. Ç äéáêýìáíóç ôçò ßäéáò ðïóüôçôáò äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:

�2
k(�) = 〈�2〉k − 〈�〉2k (3.17)

ç ïðïßá ôåßíåé óôï 0 êáèþò ôï k ôåßíåé óôï Üðåéñï. Ç ðïóüôçôá áõôÞ åßíáé ðåñéóóüôåñï ïìáëÜ
ìåôáâáëëüìåíç áðü ôçí ìÝóç ôéìÞ êáé åðïìÝíùò ðéï êáôÜëëçëç ãéá íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá
ôïí ó÷çìáôéóìü åíüò êñéôçñßïõ ôåñìáôéóìïý. Ç êáèïëéêÞ ìÝèïäïò åëá÷éóôïðïéÞóåùò üôáí
éó÷ýïõí ïé óõíèÞêåò:

|〈�〉 − 1

2
| ≤ �k(�); �k(�) ≤ p�2

last(�) (3.18)

üðïõ �2
last(�) ç ôéìÞ ôçò äéáêýìáíóçò ôçò ðïóüôçôáò �k óôçí åðáíÜëçøç ðïõ âñÝèçêå ôï

ôåëåõôáßï ôïðéêü åëÜ÷éóôï êáé p åßíáé ìéá ðïóüôçôá óôï äéÜóôçìá (0; 1) êáé ÷ñçóéìïðïéåß-
ôáé óáí Ýíáò óõìâéâáóìüò áíÜìåóá óå ìéá åîáíôëçôéêÞ áíáæÞôçóç (p → 0) êáé óå ìßá
áíáæÞôçóç âåëôéóôïðïéçìÝíç ãéá ôá÷ýôçôá (p → 1):. Ç ðñïôåéíüìåíç ëýóç ãéá áõôÞí ôçí
ðáñÜìåôñï åßíáé ç ôéìÞ 0.5. Ï áëãüñéèìïò Ý÷åé ùò åîÞò:

1 Áñ÷éêÜ èÝôïõìå � = 0

2 Äåéãìáôïëçøßá N óçìåßùí ìå ôçí äéáäéêáóßá ðïõ äéáôõðþèçêå ðñïçãïõìÝíïò.

3 Õðïëïãéóìüò ôçò ðïóüôçôáò �2(�).

4 ÅêôÝëåóç ìéáò åðáíáëÞøåùò ôçò äéáäéêáóßò êáèïëéêÞò åëá÷éóôïðïéÞóåùò ÷ñçóéìï-
ðïéþíôáò ôá óçìåßá ðïõ åëÞöèçóáí ðñïçãïõìÝíïò. ÁíÜëïãá ìå ôç ÷ñçóéìïðïéïýìåíç
ìÝèïäï (Multistart, TMLSL. êôë.) áõôÜ ôá óçìåßá ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí óáí
óçìåßá åêêéíÞóåùò ìåèüäïõ ôïðéêÞò åëá÷ôéóôïðïéÞóåùò Þ íá åéóá÷èïýí óå êÜðïéá
ïìÜäá.

5 Áí âñåèåß ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá íÝï åëÜ÷éóôï, èÝóå � = p�2(�) êáé ìåôÜâáóç óôï âÞìá 2.

6 Ôåñìáôéóìüò áí |〈�〉 − 1
2
| ≤ �k(�) êáé �2(�) ≤ �, äéáöïñåôéêÜ ìåôÜâáóç óôï âÞìá 2.
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3.3 Ï êáíüíáò ôùí ðáñáôçñçóßìùí ìåãåèþí
Ï êáíüíáò áõôüò âáóßæåôáé óôçí óýãêëéóç ôùí áíáìåíüìåíùí ôéìþí ïñéóìÝíùí ìåãåèþí
ðïõ õðïëïãßæïíôáé êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò äéáäéêáóßáò, óôéò áóõìðôùôéêÝò ôïõ ôéìÝò. Ãßíåôáé
ìéá óýãêñéóç áíÜìåóá óôç ðïóüôçôá ti (ôï ðëÞèïò ôùí åëá÷éóôïðïéÞóåùí ðïõ ïäÞãçóáí
óôï åëÜ÷éóôï y∗i ) êáé óôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ãéá áõôÞ ôçí ðïóüôçôá.
¸óôù ðùò Ý÷ïõí âñåèåß ! ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá êáé áðü ôéò óõíïëéêÜ T åðáíáëÞøåéò t1 öïñÝò
âñÝèçêå ôï åëÜ÷éóôï 1, t2 ôï åëÜ÷éóôï 2 ê.ï.ê. Ðñïöáíþò éó÷ýåé üôé ti ≥ 1;∀i = 1; :::!.
Åðßóçò óõìâïëßæïõìå ìå nJ ôï ðëÞèïò ôùí åðáíáëÞøåùí ðïõ ìåóïëÜâçóáí ãéá ôçí Ýõñåóç
ôïõ J åëá÷ßóôïõ áðü ôï ðñïçãïýìåíï. Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøçí
üôé ÷ñçóéìïðïéåßôáé ïìïéüìïñöç äåéãìáôïëçøßá ï áíáìåíüìåíïò áñéèìüò L!J ôùí ôïðéêþí
áíáæçôÞóåùí ðïõ ïäçãÞèçêáí óôï åëÜ÷éóôï J ôçí óôéãìÞ ðïõ åíôïðßæåôáé ãéá ðñþôç öïñÜ
ôï åëÜ÷éóôï ! åßíáé:

L!J = L!−1
J + (n! − 1)

m(Ai)
m(S)

(3.19)

üðïõ m(A) åßíáé ôï ìÝôñï Lebesque ôïõ óõíüëïõ A. Åßíáé ðñïöáíÝò ðùò ìßá ôÝôïéá ðï-
óüôçôá äåí åßíáé äõíáôüí íá åêôéìçèåß áíáëõôéêÜ, áëëÜ ìðïñåß íá åêôéìçèåß áóõìðôùôéêÜ
ìå ôçí ÷ñÞóç ôùí ðïóïôÞôùí Li. Êáèþò ôï ðëÞèïò ôùí ôïðéêþí áíáæçôÞóåùí áõîÜíåé èá
éó÷ýåé üôé:

ti∑!
j=1 tj

' m(Ai)
m(S)

(3.20)

ÓõíäéÜæïõìå ôïõò 2 ðáñáðÜíù ôýðïõò êáé ðñïêýðôåé üôé:

L!J = L!−1
J + (n! − 1)

ti∑!−1
j=1 tj

= L!−1
J + (n! − 1)

ti∑!−1
j=1 ni

(3.21)

êáé éó÷ýåé üôé n1 = 1; J ≤ ! − 1 êáé L(!)
! = 1. Ï ðáñáðÜíù ôýðïò éó÷ýåé üôáí Ý÷åé âñåèåß

ôï ! åëÜ÷éóôï ãéá ðñþôç öïñÜ. Ùóôüóï ìåôÜ áðü ôçí Ýõñåóç áõôïý ôïõ åëá÷ßóôïõ åßíáé
ðéèáíüí íá Ý÷ïõí ãßíåé êáé Üëëåò ôïðéêÝò áíáæçôÞóåéò ðïõ íá åßíáé Üêáñðåò, Ýóôù K. Óå
áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ï áíáìåíüìåíïò áñéèìüò åìöáíßóåùí ôïõ åëá÷ßóôïõ J äßíåôáé áðü:

L(!)
J (K) = L(!)

J (K − 1) +
tj

K +
∑W

i=1 ni
(3.22)

ìå ôçí éäéüôçôá üôé L(!)
J (0) = L(!)

J . ¼ðùò êáé óôçí ðñþôç ôå÷íéêÞ ôåñìáôéóìïý ðïõ ðáñïõ-
óéÜóôçêå óå áõôü ôï êåöÜëáéï, Ýôóé êáé åäþ ôï êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå
âáóßóôçêå óôçí äéáêýìáíóç ôçò ðïóüôçôáò:

E2(W;K) =
1

W

W∑
J=1

(
L(W )
J (K)− tJ∑W

i=1 ti

)2

(3.23)

Ç ìÝèïäïò êáèïëéêÞò åëá÷éóôïðïéÞóåùò äéáêüðôåôáé üôáí:

E2(!; k) < �k(E2); �2(E2) < p�2
last(E2) (3.24)

üðïõ �2
last(E2) åßíáé ç äéáêýìáíóç ôçò ðïóüôçôáò E2 üðùò áõôÞ õðïëïãßóôçêå ôçí ôåëåõ-

ôáßá öïñÜ ðïõ âñÝèçêå êáéíïýñãéï åëÜ÷éóôï êáé ç ðïóüôçôá p Ý÷åé ôçí ßäéá ëåéôïõñãßá ìå
ôçí ðåñßðôùóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ äéðëáóßïõ êïõôéïý.
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3.4 Ï êáíüíáò ôùí áíáìåíüìåíùí åëá÷ßóôùí
Ç ôå÷íéêÞ áõôÞ âáóßæåôáé óôçí ðñïóðÜèåéá õðïëïãéóìïý ôïõ ðëÞèïõò ôùí åëá÷ßóôùí ìéáò
óõíÜñôçóçò. Ç ìÝèïäïò äéáêüðôåôáé üôáí èåùñÞóåé ðùò äåí õðÜñ÷ïõí ðëÝïí Üëëá åëÜ÷éóôá
íá êáëýøåé.
¸óôù üôé ìå P l

m óõìâïëßæåôáé ç ðéèáíüôçôá ýóôåñá áðü m åöáñìïãÝò ôçò ìåèüäïõ ôïðéêÞò
åëá÷éóôïðïéÞóåùò íá Ý÷ïõí âñåèåß l ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá. Åðßóçò Ýóôù üôé ìå �k óõìâïëßæåôáé
ç ðéèáíüôçôá óå ìéá åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ íá âñåé ôï åëÜ÷éóôï y∗k. ÁõôÞ ç ðéèáíüôçôá
åßíáé ãíùóôÞ åê ôùí ðñïôÝñùí êáé äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:

�k =
m(Ak)
m(S)

(3.25)

Ç ðéèáíüôçôá P l
m ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß áíáäñïìéêÜ áðü ôïí ôýðï:

P l
m =

(
1−

l−1∑
i=1

�i

)
P l−1
m−1 +

(
l∑

i=1

�i

)
P l
m−1 (3.26)

Ðáñáôçñïýìå üôé P 1
0 = 0, P 1

1 = 1. Óôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç èá éó÷ýåé üôé P l
m = 0 üôáí l > m

êáé P 0
m = 0,∀m ≥ 1. Ç ëïãéêÞ ðßóù áðü ôçí åîßóùóç ôçò ðéèáíüôçôáò ôïõ êáéíïýñãéïõ

åëá÷ßóôïõ, åßíáé üôé ìåôÜ áðü m åöáñìïãÝò ôïðéêÞò åëá÷éóôïðïéÞóåùò íá âñåèïýí l åëÜ÷é-
óôá, óõíäÝåôáé ìå ôçí ðéèáíüôçôá óôéò (m− 1) åöáñìïãÝò åßôå íá Ý÷ïõí âñåèåß ôá (l − 1)

ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá (êáé ôï l ôïðéêü åëÜ÷éóôï áíáêáëýðôåôáé óôçí åðüìåíç åöáñìïãÞ) åßôå íá
Ý÷ïõí âñåèåß áêñéâþò l ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá êáé íá ìçí âñåèåß óôçí åðüìåíç ðñïóðÜèåéá. Ç
ðïóüôçôá

l∑
i=1

�i

, åßíáé ç ðéèáíüôçôá üôé Ýíá áðü ôá l åëÜ÷éóôá âñßóêåôáé óå ìßá ðñïóðÜèåéá êáé ïìïßùò ç
ðïóüôçôá

1−
l−1∑
i=1

�i

åßíáé ç ðéèáíüôçôá íá ìçí âñåèåß êáíÝíá áðü ôá l−1 åëÜ÷éóôá óå ìßá ðñïóðÜèåéá. ÅðéðëÝïí,
áöïý ïé ðïóüôçôåò P l

m ïñßæåé ðéèáíüôçôåò èá ðñÝðåé áí éó÷ýåé ï ôýðïò:
m∑
i=1

P l
m = 1 (3.27)

Ãéá íá áðïäåé÷ôåß ï ðáñáðÜíù ôýðïò áò èåùñÞóïõìå ôçí ðïóüôçôá

sl =
l∑

i=1

�i

. Åöáñìüæïíôáò ôï Üèñïéóìá êáé óôá äýï ìÝëç ôçò éóüôçôáò ãéá ôçí ðéèáíüôçôá P l
m êáé

Ý÷ïõìå:
m∑

l=1

P l
m =

m∑

l=1

P l−1
m−1 −

m∑
i=1

sl−1P l−1
m−1 +

m∑

l=1

slP l
m−1 (3.28)
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Ìéáò êáé P 0
m−1 = 0,Pm

m−1 = 0 ðáñáôçñïýìå üôé:

m∑

l=1

P l
m =

m−1∑

l=1

P l
m−1

Áðü öáßíåôáé üôé ôï Üèñïéóìá
m∑

l=1

P l
m

äåí åîáñôÜôáé áðü ôçí ðïóüôçôá m, ïðüôå èÝôïíôáò m = 1 óôçí åîßóùóç 3.27 åðáëçèåýïõìå
ôçí åîßóùóç 3.28.
Ï áíáìåíüìåíïò áñéèìüò åëá÷ßóôùí ðïõ Ý÷ïõí âñåèåß ýóôåñá áðü m åöáñìïãÝò ôçò ìåèüäïõ
äßíåôáé áðü:

〈!〉 =
m∑

l=1

lP l
m (3.29)

êáé ç äéáêýìáíóç áðü ôïí ôýðï:

�(!)2
m =

m∑

l=1

l2P l
m −

(
m∑

l=1

lP l
m

)2

(3.30)

Ç ðïóüôçôá

�k =
m(Ak)
m(S)

(3.31)

äåí ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß áêñéâþò ðáñÜ ìüíï ðñïóåããéóôéêÜ. Ìéá ðñïóÝããéóç ðïõ ìðïñåß
íá ðñáãìáôïðïéçèåß, ç ïðïßá åîáñôÜôáé áðü ôï ðëÞèïò åöáñìïãþí ôçò ìåèüäïõ ôïðéêÞò
åëá÷éóôïðïéÞóåùò (m) äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:

�(m)
i =

L(m)
i

m
(3.32)

üðïõ L(m)
i åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí åöáñìïãþí ôçò ìåèüäïõ ôïðéêÞò åëá÷éóôïðïéÞóåùò ðïõ

ïäÞãçóáí óôï åëÜ÷éóôï y∗. ¸ôóé ç íÝá ìïñöÞ ôçò åîéóþóåùò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò
ðéèáíüôçôáò åßíáé:

P l
m =

(
1−

l−1∑
i=1

�(m−1)
i

)
P l−1
m−1 +

(
l∑

i=1

�(m−1)
i

)
P l
m−1 (3.33)

Êáé óôïí íÝï êáíüíá ôåñìáôéóìïý, ç êáèïëéêÞ ìÝèïäïò ôåñìáôßæåé ìå Ýíá êñéôÞñéï ðïõ
âáóßæåôáé óôçí äéáêýìáíóç ìéáò ðïóüôçôáò êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá üôáí:

| 〈!〉 − !| ≤ �(!)m; �2(!)m < p�2(!)last (3.34)
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ÊåöÜëáéï 4

ÊÁÈÏËÉÊÇ ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇ ÌÅ
×ÑÇÓÇ ÊÁÍÏÍÉÊÇÓ ÊÁÔÁÍÏÌÇÓ

ÌÝ÷ñé óôéãìÞò Ý÷ïõìå ðáñïõóéÜóåé ìåèüäïõò ôïðéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò êáé Ý÷ïõìå êáëýøåé
ôï ðñüâëçìá ôçò åðéëïãÞò êñéôçñßïõ ôåñìáôéóìïý. Ó'áõôü ôï êåöÜëáéï èá áíáëýóïõìå ôïõò
áëãüñéèìïõò ðïëëáðëÞò åêêßíçóçò êáèþò êáé ìéá ðáñáëëáãÞ ôïõ, ôçí Adapt multistart êáé
èá ðáñïõóéÜóïõìå ôçí ðñüôáóÞ ìáò ãéá êáèïëéêÞ âåëôéóôïðïßçóç ç ïðïßá âáóßæåôáé óôçí
åðéëïãÞ óçìåßùí áðü ðïëõäéÜóôáôç êáôáíïìÞ. Èá áíáëýóïõìå ôï ôñüðï äåéãìáôïëçøßáò
êáé ôùí ôñéþí áëãïñßèìùí êáé åíçìÝñùóç ôùí ðáñáìÝôñùí ðéèáíïöÜíåéáò.
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4.1 ÐïëëáðëÞ Åêêßíçóç - Multistart
Ç ìÝèïäïò ðïëëáðëÞò åêßíçóçò åßíáé áðü ôçò ðéï äéáäåäïìÝíåò ìÝèïäïõò êáèïëéêÞò åëá÷é-
óôïðïßçóçò. ÎåêéíÜìå åðéëÝãïíôáò Ýíá óçìåßï x áðü ôï óýíïëï ôéìþí ôçò óõíÜñôçóçò êáé
åêôåëïýìå ìéá ôïðéêÞ áíáæÞôçóç ó'áõôü ôï óçìåßï. Áí ôï óçìåßï y ðïõ ìáò åðéóôñÝöåé ç
áíáæÞôçóç åßíáé êáéíïýñãéï åëÜ÷éóôï, ôï êñáôÜìå áëëéþò óõíå÷ßæïõìå ôçí áíáæÞôçóç åùò
üôïõ íá ðåôý÷ïõìå ôï êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý (áëãüñéèìïò 1).

1 ÅðéëÝãù óçìåßï x áðü S ⊆ <n

2 Åöáñìüæù ôïðéêÞ åëá÷éóôïðïßçóç ( L) ðïõ ìáò ïäçãåß óôï óçìåßï y

3 k = 1

4 ÅðáíáëëçðôéêÜ:
ÅÐÉËÏÃÇ ÓÇÌÅÉÏÕ x
Áí (x ∈ ⋃k

i=1Ai) ôüôå åðéëÝãù êáéíïßñãéï x
áëëéþò k = k + 1 êáé yk =  L(x)
ÅËÅÃ×ÏÓ ÃÉÁ "ÊÑÉÔÇÑÉÏ ÔÅÑÌÁÔÉÓÌÏÕ"
ÅÐÉËÏÃÇ ÊÁÉÍÏÕÑÃÉÏÕ ÓÇÌÅÉÏÕ

Áëãüñéèìïò 1: ÐïëëáðëÞ Åêêßíçóç

4.2 Adapt Multistart
Ç åðéëïãÞ ôùí óçìåßùí ðïõ èá îåêéíÞóïõìå ôïðéêÞ åëá÷éóôïðïßçóç ãßíåôáé ìå ïìïéüìïñöç
êáôáíïìÞ. ¼ìùò óå óõíáñôÞóåéò ìå ìåãÜëï áñéèìü åëá÷ßóôùí, ç áíáæÞôçóç åßíáé ðïëý
áðáéôçôéêÞ êáé áõôü ãéáôß, êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò áíáæÞôçóçò ìðïñåß íá ðÝóïõìå óå åëÜ÷éóôï
ðïõ å÷ïõìå Þäç âñåé ðáñáðÜíù áðü ìßá öïñÝò êÜôé ðïõ öáßíåôáé óôçí åéêüíá 4.1.

Åðßóçò êÜèå öïñÜ ãéá íá åðéëÝîù êáéíïýñãéï óçìåßï x ðáñáôçñþ üôé åëÝã÷ù áí ôï x
áíÞêåé óôçí ðåñéï÷Þ Ýëîçò ôïõ åëá÷ßóôïõ y. Ïé ËáãáñÞò êáé Âüãëçò óôçí ðñüôáóÞ ôïõò
[19] ðñïôåßíïõí ìÝóù ôï áëãüñéèìü ôïõò, Adapt Multistart, ìéá äéáöïñåôéêÞ ðñïóÝããéóç ìå
÷ñÞóç ðéèáíïôÞôùí. Äéáöïñïðïéïýí ôïí áëãüñéèìï Ýôóé þóôå íá åëÝã÷ïõí áí ôï êáéíïýñãéï
óçìåßï äåí áíÞêåé óå ðåñéï÷Ýò Ýëîçò åëá÷ßóôùí (áëãüñéèìïò 2).
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Ó÷Þìá 4.1: ÁðïôÝëåóìá åêôÝëåóçò áëãïñßèìïõ multistart óôçí óõíÜñôçóç Rastrigin, óôï
ðåäßï ôéìþí [-1.2,1.2]. Ðáñáôçñïýìå üôé ç áíáæÞôçóç ôïðéêïý åëá÷ßóôïõ ðïëëÝò öïñÝò
ïäçãåß óçìåßá óôï ßäéï, ðáñáðÜíù áðü ìéá öïñÜ.

1 Áñ÷éêïðïßçóç:
k = 1

ÅðéëÝãù x ∈ S
yk =  L(x)

2 Ôåñìáôéóìüò: ÓôáìáôÜù óýìöùíá ìå ôï êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý

3 ¸ëåã÷ïò:
Áí x =∈ ⋃k

i=1A(yi) ôüôå
y =  L(x); k = k + 1; yk = k + 1

4 ÅðáíÜëçøç ÅËÅÃ×Ù ÊÑÉÔÇÑÉÏ ÔÅÑÌÁÔÉÓÌÏÕ

Áëãüñéèìïò 2: Adapt Multistart

Ôï ðñüâëçìá ôïõ õðïëïãéóìïý ôùí ðåñéï÷þí Ýëîçò êÜèå åëá÷ßóôïõ ðáñáìÝíåé ìéáò êáé
ìå ôçí åýñåóç ôïõ êáéíïýñãéïõ åëá÷ßóôïõ y äåí Ý÷ù õðïëïãßóåé ôçí ðåñéï÷Þ Ýëîçò ôïõ.
ÃåíéêÜ ï õðïëïãéóìüò ôçò ðåñéï÷Þò Ýëîçò (ìÝãåèïò, ó÷Þìá) åíüò åëá÷ßóôïõ, äåäïìÝíïõ
ìüíï ôï åëÜ÷éóôï, åßíáé äýóêïëïò. Ãé'áõôü ôñïðïðïéïýíå ôïí áëãüñéèìï êáé åéóÜãïõí
ðéèáíüôçôåò ãéá íá åêôéìÞóïõí ôçí ðåñéï÷Þ åëîçò. Ç áëëáãÝò ãßíïíôáé óôï êïììÜôé åëÝã÷ïõ
ôïõ êþäéêá (áëãüñéèìïò 3).
¸ôóé ìå áõôü ôïí ôñüðï äåí ÷ñåéÜæåôáé íá õðïëïãßæïõí ôéò ðåñéï÷Ýò Ýëîçò ðáñÜ ìüíï íá
åëÝãîïõí ìÝóù ðéèáíüôçôáò áí èá îåêéíÞóïõí ôïðéêÞ åëá÷éóôïðïßçóç. Ôï ðñüâëçìÜ ìáò
ôþñá Ýããõôáé óôçí åêôßìçóç ôçò ðéèáíüôçôáò.ÅðéëÝãù óçìåßá x ∈ S êáé ãéá êÜèå óçìåßï
xi ðïõ ïäçãåß óôï åëÜ÷éóôï yi õðïëïãßæù ôçí ðïóüôçôá:

Ri = maximum|x(i)
j − yi| (4.1)

äçëáäÞ äçìéïõñãïýìå óöáßñåò ãýñù áðü ôï åëÜ÷éóôï ìå áêôßíá ßóç ìå ôç ìåãáëýôåñç áðü-
óôáóç áðü ôï óçìåßï xi.¸óôù ôï åëÜ÷éóôï yi Ý÷åé áêôßíá R êáé Ýóôù óçìåßï x. Áí
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1. ¸ëÝã÷ïò:
Õðïëüãéóå p Ýôóé þóôå x =∈ ⋃k

i=1A(yi)
ÅðéëÝãïõìå � ∈ (0; 1)

Áí(� ≤ p) ôüôå
y =  L(x)
Áí (y =∈ y1; y2; y3; :::; yn) ôüôå
k = k + 1

yk = y

Áëãüñéèìïò 3: ¸ëåã÷ïò

|y − x| < R ôüôå ôï x Ý÷åé ìéá áñêåôÜ ìåãÜëç ðéèáíüôçôá íá áíÞêåé óôçí ðåñéï÷Þ Ýëîçò
ôïõ x, äçëáäÞ óôï A(y). ÅÜí (−→y − −→x )T∇f(x) ≥ 0 ôüôå ç êáôåýèõíóç åßíáé áýîïõóá,
ðïõ óçìáßíåé üôé áí êÜíù ôïðéêÝò áíáæçôÞóåéò, èá âñù ôéìÝò ìåãáëýôåñåò áðü ðñéí. ¸óôù
z = |y−x|

R ∈ (0; 1) üôáí |y − x| < R. Ïñßæù ôüôå ôçí ðéèáíüôçôá ôï x =∈ A(y) ùò åîÞò:

P (x =∈ A(y)) =

{
1, áí z > 1 Þ (−→y −−→x )T∇f(x) ≥ 0

'(z; l)[1 + (−→y −−→x )T∇f(x)
|−→y −−→x |T |∇f(x) |], Üëëï

üðïõ l åßíáé ôï ðëÞèïò ðïõ Ý÷ïõìå âñåé ôï åëÜ÷éóôï y, êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò ôïðéêÞò åëá-
÷éóôïðïßçóçò. ÂëÝðïõìå üôé ç ðáñáðÜíù ðéèáíüôçôá ãßíåôáé 1 üôáí ôï äéÜíõóìá −→y − −→x
åßíáé êÜèåôï óôï ∇f(x), äçëáäÞ cos(∇f(x);−→y − −→x ) = 0 êáé 0 üôáí Ý÷ïõí áíôßèåôåò
êáôåõèýíóåéò, äçëáäÞ cos(∇f(x);−→y −−→x ) = −1.
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Ôï ðéèáíïôéêü ìïíôÝëï '(z; l) ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíå ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ðéèáíüôç-
ôáò,èÝëïõìå íá éêáíïðïéåß ôéò ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:

1. lim
z→0

'(z; l) = 0

2. lim
z→1

'(z; l) = 1

3. lim
z→∞

'(z; l) = 0

4. 0 ≤ '(z; l) ≤ 1

Ç óõíÜñôçóç ðïõ éêáíïðïéåß ôéò ðáñáðÜíù óõíèÞêåò åßíáé ç 4.2.

'(z; l) = ze−l2(z−1)2 (4.2)

ôï ïðïßï éêáíïðïßåé êáé ôéò ðáñáðÜíù óõíèÞêåò.
ÌÝ÷ñé óôéãìÞò õðïëïãßóáìå ôçí ðéèáíüôçôá ôï x =∈ A(y). ¼ôáí Ý÷ù y1; y2; :::; yk åëÜ÷éóôá
èá Ý÷ù áíôßóôïé÷á Á1; Á2; :::; Ák ðåñéï÷Ýò Ýëîçò,ïðüôå øÜ÷íïõìå ôçí ðéèáíüôçôá ôï x íá
ìçí áíÞêåé óå êáìßá ðåñéï÷Þ Ýëîçò, äçëáäÞ:

x =∈ Á1

⋃
x =∈ Á2:::

⋃
x =∈ Ák ⇒ x =∈

k⋃
i=1

Ai ⇒ P (x =∈
k⋃
i=1

Ai) =
k∏
i=1

P (x =∈ Ai) (4.3)

¼ìùò ìå ôïí ðáñáðÜíù ôñüðï ðïõ õðïëïãßæïõìå ôçí ðéèáíüôçôá ãéá Ýíá êáéíïýñãéï óçìåßï
íá ìçí áíÞêåé óå ìéá ðåñéï÷Þ Ýëîçò äçìéïõñãåßôáé Ýíá ðñüâëçìá. ÓõãêåêñéìÝíá, êÜèå
ðåñéï÷Þ Ýëîçò åßíáé ìéá óöáßñá ìå áêôßíá ßóç ìå ôçí áðüóôáóç −→y −−→x . Ìå áõôü ôïí ôñüðï
Ý÷ïõìå ôçí ðéèáíüôçôá åìöÜíéóçò åðéêÜëçøçò, äçëáäÞ Ýíá óçìåßï ðïõ ðéèáíüí íá êáôÝëçãå
óå êáéíïýñãéï åëÜ÷éóôï íá âñßóêåôáé ìÝóá óå ðåñéï÷Ýò Ýëîçò åëá÷ßóôùí ðïõ Ý÷ïõìå Þäç
âñåé, ìå áðïôÝëåóìá ç ôïðéêÞ åëá÷éóôïðïßçóç íá ìçí îåêéíÞóåé.
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Áò ðáñáôçñÞóïõìå ôçí åéêüíá 4.2 Áí ðÜñù Ýíá óçìåßï ðïõ áíÞêåé óôçí ðåñéï÷Þ Ýëîçò

Ó÷Þìá 4.2: ÅìöÜíéóç åðéêÜëçøçò óå ôïðéêÞ áíáæÞôçóç åëá÷ßóôïõ.

êáé ôïõ y1 áëëÜ êáé ôïõ y2 èá Ýðñåðå íá õðïëïãßóïõìå ôï p(x =∈ A1)p(x =∈ A2) ôï ïðïßï èá
åßíáé ðïëý ìéêñü ìå áðïôÝëåóìá, ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï óçìåßï, íá ìçí îåêéíÞóïõìå ôïðéêÞ
åëá÷éóôïðïßçóç.
Ãéá íá ëýóïõìå ôï ðáñáðÜíù èÝôïõìå:

P (x =∈
k⋃
i=1

Ai) =
k∏
i=1

P (x =∈ Ai)) ≈ P (x =∈ An) (4.4)

, üðïõ An = A(yn) êáé yn) ôï êïíôéíüôåñï åëÜ÷éóôï.
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4.3 ÔïðéêÞ åëá÷éóôïðïßçóç ìå ÷ñÞóç êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò
Åßìáóôå Ýôïéìïé íá áíáëýóïõìå ôçí ðñüôáóç ìáò. Ï áëãüñéèìüò ìáò ðñïôåßíåé ìéá êáé-
íïýñãéá ìÝèïäï äåéãìáôïëçøßáò ðïõ åíéó÷ýåé ôéò Þäç õðÜñ÷ïõóåò.
¼ðùò åßäáìå óôïí áëãüñéèìï Adapt Multistart, ç åðéëïãÞ åíüò óçìåßï ãéá ôçí åêßíçóç
ôïðéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò ãßíåôáé ìÝóù ôçò ðéèáíüôçôáò P (x =∈ An). Óôçí ðñüôáóç ðïõ èá
ðáñïõóéÜóïõìå ÷ñçóéìïðïéåßôáé ÊáíïíéêÞ êáôáíïìÞ (Gaussian distribution). Óõãêåêñé-
ìÝíá ìåôÜ áðü êÜèå åýñåóç ôïðéêïý åëá÷ßóôïõ y∗, áíáèÝôïõìå óôï óçìåßï ôçí óõíÜñôçóç
êáôáíïìÞò f ðïõ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï 4.5.

f =
1√
2�

1

|Σ|e
− 1

2
(x−�)TΣ−1(x−�) (4.5)

üðïõ � = ìÝóç ôéìÞ êáé Σ =ï ðßíáêáò äéáóðïñÜò.
ÂáóéóôÞêáìå óôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ãéá äýï ëüãïõò. Ðñþôïí Ý÷åé ðáñáìÝôñïõò ðïõ
ìðïñïýí áí åêôéìçèïýí êáé äåýôåñïí ðáñïõóéÜæåé ôïðéêÝò éäéüôçôåò.ÄïèÝíôùí N óçìåßùí
x1; x2; : : : xN ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôç ìÝóç ôéìÞ êáé ôïí ðßíáêá äéáóðïñÜò ùò:

� = E(X) =
1

N

N∑
i=1

xi (4.6)

Σ = E
(
(X − �)(X − �)T

)
=

1

N

N∑
i=1

(xi − �)(xi − �)T (4.7)

Ôá âÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ Ý÷ïõí ùò åîÞò:
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Áñ÷éêïðïßçóç:
ÅðéëÝãù ôõ÷áßï óçìåßï êáé åöáñìüæù ôïðéêÞ åëá÷éóôïðïßçóç êáé êáôáëÞãù óôï åëÜ÷éóôï
y∗ êáé áíáèÝôù ôçí ôéìÞ f1,üðùò ôçí ïñßóáìå ðáñáðÜíù, õðïëïãßæù ôïí ðßíáêá äéáóðïñÜò
êáé ôçí ìÝóç ôéìÞ.
Óå êÜèå åðáíÜëçøç ãßíïíôáé ôá åîÞò:

1 Äåéãìáôïëåéøßá: ¸íá óçìåßï x åðéëÝãåôáé åáí ãéá êÜðïéï � ∈ (0; 1) éó÷ýåé �×max >
f , üðïõ f åßíáé ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò êáôáíïìÞò êáé max åßíáé ç ìÝãéóôç ôéìÞ
ðéèáíüôçôáò, óôï óçìåßï x .

2 ÅíçìÝñùóç:Ãéá êÜèå åëÜ÷éóôï ðïõ âñßóêù åíçìåñþíù ôá åîÞò:

i Ôá åêôéìïýìåíá �i êáé Σi

ii ÌåôñçôÞ �i ðüóåò öïñÝò âñÝèçêå ôï åëÜ÷éóôï

iii Ôç èÝóç êáé ôçí ôéìÞ ôïõ åëá÷éóôïõ

3 ¸ëåã÷ïò êñéôçñßïõ ôåñìáôéóìïý

Áëãüñéèìïò 4: KáèïëéêÞ Eëá÷éóôïðïßçóçò ìå ÷ñÞóç KáíïíéêÞò KáôáíïìÞò

4.3.1 Äåéãìáôïëçøßá
Ïé ìÝèïäïé äåéãìáôïëçøßáò åßíáé ðïëý óçìáíôéêÝò äéüôé ìå ôçí âïÞèåéÜ ôïõò åããõþíôáé ôçí
êÜëõøç üëïõ ôïõ ÷þñïõ ëýóåùí.Óôçí âéâëéïãñáößá Ý÷ïõí ðñïôáèåß äéÜöïñåò ìåèüäïé üðùò:

1. Ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ

2. ÊáíïíéêÞ êáôáíïìÞ (âë. Simulated Annealing)

3. Quasi-Random êáôáíïìÝò

4. Importance Sampling

5. Rejection Sampling

Óôçí ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ ìðïñïýìå íá âñïýìå ìßá áíáëõôéêÞ Ýêöñáóç êáé Ýôóé ãéá
X;U; V óçìåßá åðéëåãìÝíá óôï U(0; 1) ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå:

• ÊáíïíéêÞ êáôáíïìÞ Í(0; 1): Õ =
√
−2ln(U) cos(2�V )

• ÅêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï �: Y = − ln(X)
�

• �-êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï 1 êáé �: Y = 1−X1=�

Ïé Quasi-Random êáôáíïìÝò ðáñÜãïíôáé áðü áêïëïõèéáêïýò áëãïñßèìïõò ðïõ ëáìâÜíïõí
õðüøçí ðñïçãïýìåíá óçìåßá êáé ìåôÜ áðü Üðåéñåò åðáíáëÞøåéò ðñïóåããßæïõí ôçí ïìïéü-
ìïñöç. ÌåñéêÝò áêïëïõèßåò áõôÞò ôçò êáôçãïñßáò åßíáé ïé Halton, ïé Sobol êáé ïé Nierder-
reiter. Ðáñ'üëïõ ðïõ ðñïóåããßæïõí ôçí ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ ç êÜëõøç ôïõ ÷þñïõ ãßíåôáé
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êáëýôåñá êáé áõôü ìðïñïýìå íá ôï äïýìå ðáñáêÜôù.
Ðáñáôçñïýìå ðùò ç ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ áöÞíåé áêÜëõðôåò ðåñéï÷Ýò åíþ ïé Quasi-

(a) Sobol sequence (b) Niederreiter (c) Uniform

Random êáôáíïìÝò êáëýðôïõí ðéï "ïìïéüìïñöá" ôïí ÷þñï.
Ôï rejection sampling ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá äåéãìáôïëçøßá áðü ðïëýðëïêåò êáôáíïìÝò f(x).
×ñçóéìïðïéåß ìéá âïçèçôéêÞ êáôáíïìÞ g(x) ìå ôçí ðñïõðüèåóç üôé f(x) < Mg(x), üðïõ
M > 1. Ôá âÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ rejection sampling äßíïíôáé óôïí áëãüñéèìï 5
Óôçí õëïðïßçóÞ ìáò èÝôïõìå üðïõ f(x) = N(x); g(x) = U(0; 1) êáé M = maxN(x)

* Äåéãìáôïëçðôþ x áðü g(x) êáé u áðü U(0; 1)

* ÅëÝã÷ù u < f(x)
Mg(x) .

o Áí éó÷ýåé, áðïäÝ÷ïìáé ôï x as a realization of f(x);

o Áí ü÷é, áðïñßðôù ôçí ôéìÞ ôïõ x êáé åðáíáëáìâÜíù ôç äåéãìáôïëçøßá.

Áëãüñéèìïò 5: Rejection Sampling

Ç ìÝèïäïò äåéãìáôïëçøßáò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôçí ðñüôáóÞ ìáò óôçí ïõóßá åßíáé ôï
inverse rejection sampling. ¸óôù üôé êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôïðéêÞò åëá÷éóôïðïßçóåùò óôï
äéÜóôçìá [a; b] Ý÷ïõìå âñåé 3 ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá êáé Ýóôù üôé ôï x åßíáé õðïøÞöéï óçìåßï ãéá
Ýíáñîç ôïðéêÞò åëá÷éóôïðïéÞóåùò. KÜèå y1; y2; y3 áêïëïõèåß ôçí êáôáíïìÞ ℵ(�;Σ).
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Ó÷Þìá 4.3: ÅðéëïãÞ ðéèáíïý óçìåßïõ

Ï áëãüñéèìïò åðéëÝãåé ôï êáéíïýñãéï óçìåßï ãéá íá îåêéíÞóïõìå ôïðéêÝò åëá÷éóôï-
ðïßçóç üôáí ãéá êÜðïéï � ∈ (0; 1) éó÷ýåé � ×max > f . Ç ðïóüôçôá max åßíáé ç ìÝãéóôç
ôéìÞ ôïõ ãñáììéêïý óõíäéáóìïý ôùí êáôáíïìþí ôïõ óçìåßïõ x , åíþ ç N åßíáé ç ôéìÞ ôçò
êáôáíïìÞò óôï áíôßóôïé÷ï óçìåßï.
ÁíáëõôéêÜ ï áëãüñéèìïò äåéãìáôïëçøßáò åßíáé ï 6.

Óôï ó÷Þìá 4.3, ìå êüêêéíç ãñáììÞ óõìâïëßæåôáé ï ãñáììéêüò óõíäéáóìüò ôùí êáôáíï-

function sample_of_gaussians(Xmin, mx, xl, xu) while(1)
testx <- uniform(xl, xu)
f <- sum_of_gaussians(Xmin, testx);
ksi = uniform(0, 1);
if (ksi * mx > f)

x = testx; /* ÄÝ÷ïìáé ôï óçìåßï */
return

end
end

Áëãüñéèìïò 6: Inverse Rejection Sampling

ìþí. Óôï óçìåßï x âñßóêïõìå ôç ìÝãéóôç ôéìÞ ôïõ ãñáììéêïý óõíäéáóìïý êáé åëÝã÷ïõìå
ôïí "÷þñï" ðïõ âñßóêåôáé áíÜìåóá áðü ôç ìÝãéóôç ôéìÞ ôçò êáôáíïìÞò êáé ôçí ôéìÞ ôçò êá-
ôáíïìÞò óôï óçìåßï x.ðÜíù êáé êÜôù áðü ôçí êüêêéíç ãñáììÞ. ¼óï ìåãáëýôåñï "÷þñï"
Ý÷ïõìå ôüóï ìåãáëýôåñç åßíáé ç ðéèáíüôçôá íá äå÷èïýìå ôï óçìåßï.
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Ç ìÝèïäïò áðïäßäåé ðïëý êáëÜ êáé áðïññßðôåé óçìåßá ðïõ èá ìáò ïäçãïýóáí óôï ßäéï ôïðéêü
åëÜ÷éóôï. Áí äïýìå ôá ðáñáêÜôù ðáñáäåßãìáôá ðïõ áöïñïýí ôéò óõíáñôÞóåéò Six Hump
êáé Rastrigin èá äïýìå åìöáíåßò äéáöïñÝò óôï ôñüðï åðéëïãÞò óçìåßùí óå óýãêñéóç ìå ìßá
ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ. Óôá ðáñáäåßãìáôá ðïõ ðáñáèÝôïõìå Ý÷ïõìå åðéëÝîåé 200 ôõ÷áßá

(a) Six Hump ìå êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ (b) Six Hump ìå ÷ñÞóç ïìïéüìïñöç
êáôáíïìÞ

Ó÷Þìá 4.4: Äåéãìáôïëçøßá óôç óõíÜñôçóç Six Hump ìå ÷ñÞóç ïìïéüìïñöçò êáé êáíïíéêÞò
êáôáíïìÞ

(a) Rastrigin ìå êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ (b) Rastrigin ìå ïìïéüìïñöç êáôá-
íïìÞ

Ó÷Þìá 4.5: Äåéãìáôïëçøßá óçìåßùí óôç óõíÜñôçóç Rastrigin ìå ÷ñÞóç ïìïéüìïñöçò êáé
êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò

óçìåßá êáé îåêéíÞóáìå ôïðéêÝò åëá÷éóôïðïéÞóåéò. Óôçí óõíÝ÷åéá åðéëÝîáìå óçìåßá ìå âÜóç
ôïí áëãüñéèìü ìáò áëëÜ êáé ìå ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ. Ïé åéêüíåò áðåéêïíßæïõí ôçí êáôá-
íïìÞ ôùí óõíáñôÞóåùí. Ïé ðåñéï÷Ýò ìå óêïýñï ÷ñþìá Ý÷ïõí õøçëüôåñåò êáìðÜíåò, äçëáäÞ
ôï óõãêåêñéìÝíï åëÜ÷éóôï Ý÷åé âñåèåß ðïëëÝò öïñÝò. ¸ôóé óôçí åðéëïãÞ åíüò êáéíïýñãéïõ
óçìåßïõ èÝëïõìå íá áðïöýãïõìå áõôÝò ôéò ðåñéï÷Ýò êáèþò ìéá ôïðéêÞ åëá÷éóôïðïßçóç èá
ìáò ïäçãÞóåé óå åëÜ÷éóôï ðïõ Ý÷ïõìå Þäç õðïëïãßóåé.
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ÂëÝðïõìå üôé ï áëãüñéèìüò ìáò áðïöåýãåé ôéò óêïýñåò ðåñéï÷Ýò, êáôåõèÞíïíôáò ôá ðéèáíÜ
óçìåßá ðïõ ç ðéèáíüôçôá åýñåóçò êáéíïýñãéïõ åëá÷ßóôïõ åßíáé ìåãÜëç, åíþ ç ïìïéüìïñöç
êáôáíïìÞ ü÷é.
Ðáñ'üëá áõôÜ ðáñáôçñïýìå üôé, êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò äåéãìáôïëçøßáò, õðÜñ÷åé ìéá ìåãÜëç
óõãêÝíôñùóç óçìåßùí ðñïò ôá üñéá ôçò óõíÜñôçóçò êÜôé ðïõ ìðïñåß íá êáèõóôåñÞóåé ôçí
åêôÝëåóç ôïõ áëãïñßèìïõ ìáò êáèþò ãéá åêåßíá ôá óçìåßá èá îåêéíÞóåé ôïðéêÞ åëá÷éóôï-
ðïßçóç. Ðåñéóóüôåñá áðïôåëÝóìáôá ðåéñáìÜôùí ðáñáèÝôïõìå óôï ðáñÜñôçìá.
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4.3.2 Online åêôßìçóç ðáñáìÝôñùí êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò
Ç åíçìÝñùóç ôùí åêôéìçôþí ìåãßóôçò ðéèáíïöÜíåéáò ãßíåôáé êáôÜ ôç äéÜñêåéá åêôÝëåóçò
ôïõ áëãïñßèìïõ. Ãéá êÜèå åëÜ÷éóôï ðïõ õðïëïãßæïõìå åíçìåñþíïõìå ôéò ðáñáêÜôù ðïóü-
ôçôåò ùò åîÞò:

�i = �i−1 + �i(xi − �i−1) (4.8)

Σi = Σi−1 + �i(xi − �i)(xi − �i)T ; �i ∈ (0; 1); �0 = (0; 0; : : : ; 0)T ;Σ0 = �In (4.9)

Ç ðïóüôçôá �i åßíáé ï ñõèìüò ìÜèçóçò ôçò êáôáíïìÞò êáé ìðïñåß íá åßíáé åßôå ìåôáâëç-
ôïý ìåãÝèïõò åßôå óôáèåñïý. Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ìåôáâëçôïý ìåãÝèïõò ôï �i éóïýôáé ìå

1
X(min):Count , äçëáäÞ ôï ðëÞèïò ôùí öïñþí ðïõ Ý÷ïõìå âñåé ôï óõãêåêñéìÝíï åëÜ÷éóôï.
Áõôü Ý÷åé ùò áðïôÝëåóìá íá äßíåé ðåñéóóüôåñï âÜñïò óôá ðñþôá óçìåßá ðïõ Ý÷ïõí êáôáëÞ-
îåé óôï óõãêåêñéìÝíï åëÜ÷éóôï. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ åßíáé óôáèåñïý ìåãÝèïõò åðéëÝãïõìå
Ýíá ìéêñü áñéèìü ôçò ôÜîåùò 10−4. ÁõôÞ ç ðïóüôçôá üìùò, áíáëüãùò ôç óõíÜñôçóç, äéá-
öÝñåé êáé ðñÝðåé íá åêôéìçèåß ðåéñáìáôéêÜ.
Ç åíçìÝñùóç ôïõ ðßíáêá äéáóðïñÜò åßíáé Rank-1, ïðüôå ìÝóá áðü Cholesky decomposition
Ý÷ïõìå üôé Σ = LLT , Üñá óå êÜèå åðáíÜëçøç áðïèçêåýïõìå ìüíï ôïí ðáñÜãïíôá L(üðïõ
åßíáé Ýíáò ðßíáêáò ôñéãùíéêüò, èåôéêÜ ïñéóìÝíïò) êáé ç åíçìÝñùóÞ ôïõ ãßíåôáé êáé áõôÞ óå
Rank-1. Ìå áõôüí ôïí ôñüðï åðéôõã÷Üíïõìå åíçìÝñùóç ôïõ ðßíáêá L óå O(n2). Åðßóçò ç
ïñßæïõóá ôïõ ðßíáêá äéáóðïñÜò ìðïñåß áí õðïëïãéóôåß ðïëý åýêïëá ùò:

det(Σ) =
N∏
i=1

L2
ii (4.10)

üðïõ åßíáé ôï ãéíüìåíï ôïõ ôåôñáãþíïõ ôùí óôïé÷åßùí ôçò äéáãùíßïõ ôïõ ðßíáêá L.
ÔÝëïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ åêèåôéêïý ðáñÜãïíôá áõôü ðïõ Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå åßíáé íá
áíôéêáôáóôÞóïõìå ôïí ðßíáêá äéáóðïñÜò Σ ìå LLT êáé Ý÷ïõìå:

(x− �)TΣ−1(x− �) =
(
L−1(x− �)

)T (
L−1(x− �)

)
(4.11)

Áí èÝóïõìå L−1(x− �) = y ⇒ Ly = x− �, áõôü ðïõ ìáò ìÝíåé åßíáé íá ëýóïõìå ùò ðñï y
êáé óôçí óõíÝ÷åéá íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå ìå ôïí áíÜóôñïöü ôïõ.

Ç åíçìÝñùóç ôïõ ðßíáêá äéáóðïñÜò ìðïñåß íá ãßíåé ìå äýï ôñüðïõò:

1. Áñ÷éêïðïßçóç ìå ôïí Åóóéáíü ðßíáêá õðïëïãéóìÝíï óôï óçìåßï áðü üðïõ îåêéíÞóáìå
ôçí ôïðéêÞ åëá÷éóôïðïßçóç

2. Áñ÷éêïðïßçóç ìå ôïí ìïíáäéáßï ðßíáêá In ðïëëáðëáóéáóìÝíï ìå ìßá ìéêñÞ ðïóüôçôá
ai

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ áñ÷éêïðïéïýìå ìå ôïí Åóóéáíü ðßíáêá åðéôõã÷Üíïõìå ôçí êáëýôåñç
áíáðáñÜóôáóç ôçò ìïñöÞò ôïõ åëá÷ßóôïõ áíôëþíôáò ðëçñïöïñßåò áðü ôá éäéïäõáíÜóìáôá
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ôïõ ðßíáêá, åíþ óôçí äåýôåñç ðåñßðôùóç ðñïóðáèïýìå ç êáôáíïìÞ íá åßíáé åíôïðéóìÝíç
êïíôÜ óôï åëÜ÷éóôï. Óôçí ïõóßá äçìéïõñãþ ôçí åëÜ÷éóôç äõíáôÞ ðåñéï÷Þ Ýëîçò. Êáé åäþ
ç ðïóüôçôá ai ðïõ áíáöÝñáìå ðñÝðåé íá õðïëïãéóôåß ðåéñáìáôéêÜ.
Ïðüôå ôï ôåëéêü ìïíôÝëï êáôáíïìÞò åßíáé ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí êáôáíïìþí ðïõ
Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé ãéá êÜèå åëÜ÷éóôï ðïõ âñÞêáìå.
Ï ôýðïò åßíáé:

N(x) =
M∑
i=1

�iN(x;�i;Σi);
M∑
i=1

�i = 1 (4.12)

Ç ðïóüôçôá �i éóïýôáé ìå
�i =

�i∑M
i=1 �i

(4.13)

, äçëáäÞ åßíáé ôï ðëÞèïò åýñåóçò ôïõ åëá÷ßóôïõ yi ðñïò ôïí óõíïëéêü áñéèìü ôïðéêþí åëá-
÷éóôïðïéÞóåùí ðïõ ðñáãìáôïðïéÞóáìå.Ç ðïóüôçôá áõôÞ èÝëïõìå íá éóïýôáé ìå ôç ìïíÜäá
ïýôùò þóôå ôï ïëïêëÞñùìá ôçò êáôáíïìÞò N(x)íá åßíáé ßóï ìå 1.
Óôï ðáñáêÜôù ðáñÜäåéãìá îåêéíÞóáìå Ýíáí áëãüñéèìï åëá÷éóôïðïßçóçò ìå ôç ìÝèïäï ìáò
êáé âëÝðïõìå êáôÜ ôç äéÜñêåéá åêôÝëåóçò ðùò áëëÜæåé ç ìïñöÞ ôçò êáôáíïìÞò êáé ðùò
áõôÞ êáôáëÞãåé íá åßíáé éóïäýíáìç ìå ôç ìïñöÞ ôïõ åëá÷ßóôïõ.

(a) Iter 1 (b) Iter 3 (c) Iter 6

(d) Iter 9 (e) Iter 12 (f) ÌïñöÞ åëá÷ßóôïõ

Ó÷Þìá 4.6: On-line ðñïóäéïñéóìüò ðáñáìÝôñùí åëÜ÷éóôï óôï x∗ = [4; 0]T
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4.3.3 Äåéãìáôïëçøßá ùò ìÝèïäïò ôåñìáôéóìïý
ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôïõ inverse rejection sampling åßíáé ëïãéêü íá èåùñÞóïõìå üôé üôáí ï
ãñáììéêüò óõíäéáóìüò ôùí êáíïíéêþí êáôáíïìþí ãåìßóåé ôïí ÷þñï èá ðñÝðåé íá óôáìá-
ôÞóïõìå ôçí áíáæÞôçóç. Áõôü ãéáôß êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò åðéëïãÞò íÝïõ óçìåßïõ, êÜèå
õðïøÞöéï óçìåßï èá áðïñßðôåôáé êáèþò ôï ãéíüìåíï � ·max äåí èá ìðïñåß íá ãßíåé ìåãáëý-
ôåñï ôïõ f (üðïõ � ∈ U(0; 1), max ìÝãéóôç ôéìÞ ôïõ áèñïßóìáôïò êáôáíïìþí êáé f ôéìÞ
ôïõ áèñïßóìáôïò êáôáíïìþí óôï õðïøÞöéï óçìåßï). Ïðüôå ï áëãüñéèìüò ìáò ìðïñåß íá
ôåñìáôßæåé üôáí áðïññßðôïíôáé ðïëëÜ óçìåßá êáôÜ ôï inverse rejection sampling (threshold
based rule). Ôï ìåéùíÝêôçìá óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç åßíáé üôé ôï öñÜãìá ôùí áðïôõ÷çìÝ-
íùí äïêéìþí èá ðñÝðåé íá åêôéìçèåß ãéá êÜèå óõíÜñôçóç.
¸íá äåýôåñï êñéôÞñéï èá åßíáé üôáí ôï ðçëßêï

Í(x)
max {N(x)}g(x) (4.14)

ðëçóéÜæåé óôçí ìïíÜäá ðïõ äçëþíåé üôé ç ðéèáíüôçôá íá âñïýìå íÝï óçìåßï áíáæÞôçóçò
ðëçóéÜæåé óôï 0. Ìå áõôü ôï êñéôÞñéï åíþ äåí ÷ñåéÜæåôáé íá åêôéìÞóïõìå ôïí áñéèìü
áðïôõ÷éþí, üðùò áíáöÝñáìå, ï áëãüñéèìüò ðñÝðåé íá ðÜñåé áñêåôÜ äåßãìáôá ïýôùò þóôå
íá ìðïñÝóåé íá éêáíïðïéÞóåé ôï êñéôÞñéï.
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ÊåöÜëáéï 5

ÐÅÉÑÁÌÁÔÁ ÊÁÉ ÌÅÔÑÇÓÅÉÓ

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï ðáñáèÝôïõìå ðåéñáìáôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðñáãìáôïðïéÞèçêáí óå
ðåñéâÜëëïí Linux (Ubuntu 7.3). Ôï óýóôçìÜ ìáò áðáñôßæïíôáí áðü åðåîåñãáóôÞ Intel
Pentium 4 ìå óõ÷íüôçôá 2.8 GHZ ìå 1 GB RAM. Ç õëïðïßçóç ôùí áëãïñßèìùí êáé ôùí
óõíáñôÞóåùí Ýãéíå óå ãëþóóá ðñïãñáììáôéóìïý C êáé ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ôï ðåñéâÜëëïí
âåëôéóôïðïßçóçò Merlin [1].
Óå êÜèå ðåßñáìá ìåôñÞóáìå ôïí áñéèìü ôïðéêþí áíáæçôÞóåùí ðïõ ÷ñåéÜóôçêå ï áëãüñéè-
ìïò ãéá ôçí åýñåóç óõãêåêñéìÝíï áñéèìü åëá÷ßóôùí. Ç óôÞëç Uni áíáöÝñåôáé óôï ðëÞèïò
åðáíáëÞøåùí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ ùò ìÝèïäïò äåéãìáôïëçøßáò. H
óôÞëç Norm5 áíáöÝñåôáé óôï ðëÞèïò åðáíáëÞøåùí äåéãìáôïëçðôþíôáò 5 áñ÷éêÜ óçìåßá
ìÝóù ïìïéüìïñöçò êáôáíïìÞò êáé óôç óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôçí ðñüôáóÞ ìáò. Áíôé-
óôïß÷ùò ôï ßäéï éó÷ýåé ãéá ôéò óôÞëåò Norm10, Norm20, Norm50 êáé Norm100.
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¼ðùò âëÝðïõìå (ðßíáêáò 5), ç âåëôßùóç ðïõ ðáñáôçñåßôáé åßíáé ôçò ôÜîåùò ôïõ 15
ôïéò åêáôü , ðïõ åßíáé ìéá áñêåôÜ óçìáíôéêÞ ìåßùóç. ÂëÝðïõìå ðùò ï áëãüñéèìü ìáò
åêìåôáëåýåôáé ôçí ðëçñïöïñßá ðïõ åîÜãåé áðü ôá ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá êáéìå áõôüí ôïí ôñüðï
äåí åðáíáëáìâÜíïõìå áíáæçôÞóåéò åëá÷ßóôùí óå ðåñéï÷Ýò ðïõ Ý÷ïõìå Þäç åîåñåõíÞóåé.
Áêüìá êáé óå óõíáñôÞóåéò ìå ìéêñü áñéèìü åëá÷ßóôùí(üðùò ç Bra, Hyper êáé Matyas)
ðáñáôçñåßôáé âåëôßùóç

Number of Local Searches
Function Uni Norm5 Norm10 Norm20 Norm50 Norm100
Rast 6829.2 5853.4 5817.1 6113.6 5744.4 6566.4
Tube 879.3 735.6 941.5 719.9 641 846.8
Bird 932 731.6 790.8 785.2 589.6 689.4
Griew 1733.9 1509.7 1635.6 1685.6 1796.4 1636.5
Six-Hump 252.3 192.9 239.8 264.8 206.3 237.7
Bra 28 28.8 32.3 22.4 30.5 22.4
Hyper 14 13.3 15.1 13.1 14 14
Matyas 7.2 7.8 7.9 7.3 7.4 7.7

Ðßíáêáò 5.1: Ðßíáêáò áðïôåëåóìÜôùí ìå ðßíáêá äéáóðïñÜò áñ÷éêïðïéçìÝíï ìå ôïí Åóóéáíü
êáé ìåôáâëçôüò ñõèìüò ìÜèçóçò

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï ñõèìüò ìÜèçóçò ðáñáìÝíåé óôáèåñüò (ðßíáêáò 5.2),ßóïò ìå 10−4,
äåí ðáñáôçñïýìå ôçí ßäéá óõìðåñéöïñÜ óôá áðïôåëÝóìáôá ôùí ðåéñáìÜôùí. ¼ðùò ðá-
ñáôçñïýìå óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá, óå áñêåôÝò ðåñéðôþóåéò áíôß ãéá ìåßùóç ôùí ôïðéêþí
áíáæçôÞóåùí Ý÷ïõìå áýîçóç (âëÝðå óõíÜñôçóç Rast, Griew, Tube).
Ç óõìðåñéöïñÜ áõôÞ ïöåßëåôáé óôçí åðéëïãÞ ôïõ ñõèìïý ìÜèçóçò ðïõ áíÜ óõíÜñôçóç äéá-
öÝñåé êáèþò áëëÜæåé ç ìïñöÞ ôùí åëá÷ßóôùí êáé ôï ðåäßï ôéìþí.
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Number of Local Searches
Function Uni Norm5 Norm10 Norm20 Norm50 Norm100
Rast 6469.9 5484.6 7122 6050.9 6261 6351
Tube 813 1002.1 891.3 884.1 973.2 899.2
Bird 457.8 290.3 321.9 203 220.6 244.4
Griew 1605.7 1624.3 1554.8 1695.1 1496.1 1765.2
Six-Hump 229.5 260.3 230.6 281.3 231.7 207.8
Bra 22 21.6 20.6 19.6 29.2 19.6
Hyper 14.7 14 13.8 13.1 14.3 14.1
Matyas 7.7 8.2 7.5 8.2 7.9 6.9

Ðßíáêáò 5.2: Ðßíáêáò áðïôåëåóìÜôùí ìå ðßíáêá äéáóêïñÜò áñ÷éêïðïéçìÝíï ìå ôïí Åóóéáíü
êáé óôáèåñüò ñõèìüò ìÜèçóçò

Áêñéâþò ôçí ßäéá óõìðåñéöïñÜ ðáñáôçñïýìå êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç áñ÷éêïðïßçóç
ôïõ ðßíáêá äéáóðïñÜò åßíáé ßóïò ìå ôïí ìïíáäéáßï ðßíáêá ðïëëáðëáóéáæüìåíï ìå ìßá ìéêñÞ
ðïóüôçôá ôçò ôÜîåùò ôïõ 10−4(ðßíáêåò 5.3 êáé 5.4). Êáé óôéò 2 ðåñéðôþóåéò üðïõ ï ñõèìüò
ìÜèçóçò åßíáé åßôå ìåôáâëçôüò åßôå óôáèåñüò, âëÝðïõìå üôé ï áñéèìüò ôùí ôïðéêþí áíáæç-
ôÞóåùí áõîÜíåôáé áíôß íá ìåéþíåôáé.

Number of Local Searches
Function Uni Norm5 Norm10 Norm20 Norm50 Norm100
Rast 5940.2 7055.3 5659.5 6105.7 5908.7 7210.6
Tube 872.1 814.5 997.7 1089.8 908.7 892.7
Bird 189.2 471.9 292.2 263.8 393.2 331.4
Griew 1848.9 1602.2 1875.7 1667.1 1686.5 1806.9
Six-Hump 221.5 232 203.1 258.1 231 108.7
Bra 22.8 21.6 23.7 22 27.8 24.9
Hyper 14.4 13.9 14.4 13.4 14.1 13.1
Matyas 7.7 7 8.2 7.7 7.2 7.5

Ðßíáêáò 5.3: Ðßíáêáò äéáóðïñÜò áñ÷éêïðïéçìÝíïò ìå ôïí ìïíáäéáßï êáé ìåôáâëçôüò ñõèìüò
ìÜèçóçò
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Number of Local Searches
Function Uni Norm5 Norm10 Norm20 Norm50 Norm100
Rast 5153.3 6248.7 7255.8 5523.7 6709.1 5764.6
Tube 766.3 913 726.5 1026.2 1169.1 925.2
Bird 225.5 280.3 287.9 249.4 384.1 288.1
Griew 1815.5 1774.3 1903.7 1674.7 1772.5 1749.4
Six-Hump 234.4 288.4 280.3 224 236.4 196.1
Bra 21.7 22.8 22.6 22.9 23.6 24.7
Hyper 14.1 13.9 14 13.9 14.3 13
Matyas 7.6 7.7 8.2 7.7 7.8 6.9

Ðßíáêáò 5.4: Ðßíáêáò äéáóðïñÜò áñ÷éêïðïéçìÝíïò ìå ôïí ìïíáäéáßï êáé óôáèåñüò ñõèìüò
ìÜèçóçò

¼ðùò âëÝðïõìå ç ìÝèïäïò äåéãìáôïëçøßáò ðïõ ðñïôåßíïõìå õðåñÝ÷åé üôáí ï ðßíáêáò
äéáóðïñÜò áñ÷éêïðïéåßôáé ìå ôïí Åóóéáíü ðßíáêá êáé ï ñõèìüò ìÜèçóçò åßíáé ìåôáâëçôüò.
Óå ïðïéáäÞðïôå Üëëç ðåñßðôùóç ï áëãüñéèìïò äåí áðïäßäåé ôï ßäéï êáëÜ ìå ôïí Multistart.
Áõôü ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò üôé êÜèå óõíÜñôçóç Ý÷åé äéáöïñåôéêÞ ìïñöÞ êáé ðëÞèïò åëá-
÷ßóôùí, ïðüôå ïé ðáñÜìåôñïé ðïõ áöïñïýí ôïí ðßíáêá äéáóðïñáò êáé ôïí ñõèìü ìÜèçóçò
ðñÝðåé íá åêôéìçèïýí ðåéñáìáôéêÜ. Óå óõíáñôÞóåéò üðïõ ôï ðëÞèïò ôùí åëá÷ßóôùí åßíáé
ìéêñü êÜôé ôÝôïéï äåí áðïôåëåß ðñüêëçóç. ¼ôáí üìùò ç äéÜóôáóç êáé ôï ðëÞèïò åëá÷ßóôùí
ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõîÜíïõí, ìéá ôÝôïéá åêôßìçóç êñßíåôáé äýóêïëç êáé áóýìöïñç.
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ÊåöÜëáéï 6

ÅÐÉËÏÃÏÓ

Ç ðáñïýóá äéáôñéâÞ áó÷ïëÞèçêå ìå ôçí êáèïëéêÞ åëá÷éóôïðïßçóç óõíáñôÞóåùí. ×ñç-
óéìïðïéÞóáìå ìßá êáéíïýñãéá ìÝèïäï äåéãìáôïëçøßáò óçìåßùí áðü êáíïíéêÝò êáôáíïìÝò.
ÐåñéãñÜöåôáé ìéá äéáäéêáóßá ðïõ åßíáé õëïðïéçìÝíç óå ãëþóóá C êáé ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ôï
ðåñéâÜëëïí âåëôéóôïðïßçóçò Merlin. ¼ðùò ìðïñåß êÜðïéïò íá äéáðéóôþóåé, áðü ôá ðåéñÜ-
ìáôá, ç ìÝèïäïò õðåñÝ÷åé óå óýãêñéóç ìå ôçí ìÝèïäï ðïëëáðëÞò åêêßíçóçò.
ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá åêðüíçóçò ôçò ðáñïýóáò åñãáóßáò áíáêáëýøáìå áñêåôÝò êáéíïôïìßåò ðïõ
ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ìåëëïíôéêÝò åñãáóßåò. Ç ÷ñÞóç êáôáíïìþí åßíáé Ýíá áðü
ôá óçìáíôéêüôåñá óçìåßá êáèþò ìáò äßíåôáé ç äõíáôüôçôá ÷ñÞóçò åíáëëáêôéêþí ðëçí ôçò
êáíïíéêÞò êáôáíïìÞ. Åðßóçò ç åíçìÝñùóç ôùí ðáñáìÝôñùí ôçò êáôáíïìÞò ãßíïíôáé ïn
line, ìå áðïôÝëåóìá ïé ðáñÜìåôñïé ôçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò íá áëëÜæïõí êáôÜ ôç äéÜñêåéá
ôïõ áëãïñßèìïõ êáé Ýôóé ç åðéëïãÞ óçìåßùí ãéá áíáæÞôçóç ôïðéêþí åëá÷ßóôùí íá ãßíåôáé
ìå âÜóç ôá Þäç õðÜñ÷ïíôá.
¼ðùò áíáöÝñáìå ìÝóù Cholesky decomposition êáôáöÝñáìå íá Ý÷ïõìå åíçìÝñùóç ôùí
ðáñáìÝôñùí ðéèáíïöÜíåéáò óå O(n2).
¸íá áêüìá óçìáíôéêü óôïé÷åßï åßíáé ç äõíáôüôçôá ÷ñÞóçò áñ÷éêïðïéçìÝíïõ Åóóéáíïý ðß-
íáêá ãéá áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç êáé åðéëïãÞ ìåôáîý ìåôáâëçôïý êáé óôáèåñïý ñõèìïý ìÜèçóçò.
Ôåëåéþíïíôáò, äåí ðñÝðåé íá ðáñáëåßøïõìå ôçí ÷ñÞóç ôïõ inverse sampling êáèþò ìÝóá
áðü áõôÞ ôç äéáäéêáóßá åßìáóôå óå èÝóç íá åîÜãïõìå Ýíá êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý.
Ïé ìåëëïíôéêÝò åðåêôÜóåéò óôï óõãêåêñéìÝíï èÝìá åßíáé ðïëëÝò, êáèþò ç êáèïëéêÞ âåëôé-
óôïðïßçóç áðïôåëåß Ýíá óçìáíôéêü áíôéêåßìåíï Ýñåõíáò. Ç âåëôßùóç ôçò on line åíçìÝñù-
óçò ôùí ðáñáìÝôñùí èá ìðïñÝóåé íá äþóåé ðåñáéôÝñù áýîçóç óôçí áðüäïóç ôïõ áëãïñßèìïõ.
Åðßóçò ðåñáéôÝñù ìåëÝôç ìðïñåß íá ãßíåé ãéá ôçí åðéëïãÞ êñéôçñéþí ôåñìáôéóìïý (üðùò åðé-
ëïãÞ êáëýôåñïõ threshold ãéá ôï ðëÞèïò áðïôõã÷çìÝíùí äïêéìþí), ìå âÜóç ôçí êáíïíéêÞ
êáôáíïìÞ.
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ÊåöÜëáéï 7

ÐÁÑÁÑÔÇÌÁ

ÐáñáêÜôù âëÝðïõìå ôá áðïôÝëåóìáôá áðü ðåéñÜìáôá äåéãìáôïëçøßáò ðïõ ðñáãìáôïðïéÞ-
óáìå óôéò óõíáñôÞóåéò Goldstein, Booth, Sphere, Shubert.

(a) Goldstein ìå êáíïíéêÞ êáôá-
íïìÞ

(b) Goldstein ìå ÷ñÞóç ïìïéü-
ìïñöç êáôáíïìÞ

Ó÷Þìá 7.1: Äåéãìáôïëçøßá óôç óõíÜñôçóç Goldstein ìå ÷ñÞóç ïìïéüìïñöçò êáé êáíïíéêÞò
êáôáíïìÞ
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(a) Booth ìå êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ (b) Booth ìå ÷ñÞóç ïìïéüìïñöç
êáôáíïìÞ

Ó÷Þìá 7.2: Äåéãìáôïëçøßá óôç óõíÜñôçóç Booth ìå ÷ñÞóç ïìïéüìïñöçò êáé êáíïíéêÞò
êáôáíïìÞ

(a) Sphere ìå êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ (b) Sphere ìå ÷ñÞóç ïìïéüìïñöç
êáôáíïìÞ

Ó÷Þìá 7.3: Äåéãìáôïëçøßá óôç óõíÜñôçóç Sphere ìå ÷ñÞóç ïìïéüìïñöçò êáé êáíïíéêÞò
êáôáíïìÞ
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(a) Shubert ìå êáíïíéêÞ êáôá-
íïìÞ

(b) Shubert ìå ÷ñÞóç ïìïéüìïñöç
êáôáíïìÞ

Ó÷Þìá 7.4: Äåéãìáôïëçøßá óôç óõíÜñôçóç Shubert ìå ÷ñÞóç ïìïéüìïñöçò êáé êáíïíéêÞò
êáôáíïìÞ
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áñ÷éêïðïéÞóç objfun, nom, xl, xu, k, init_hess, Xmin = record {y,
yval, Count, Mean, Sigma} while(êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý)

if i<=k /* ÊÜíå ðñþôá k äåéãìáôïëçøßåò áðü ïìïéüìïñöç */
x <- uniform(xl, xu)

else
mx <- max_of_gaussians(Xmin);
x <- sample_of_gaussians(Xmin, mx, xl, xu);

end
[y, yval, fcall, hessian] <- LocalSearch(objfun, x, xl, xu); /* ÅêôÝëåóå ôïðéêÞ åëá÷éóôïðïßçóç */
im <- new_minimum(y, Xmin, eps); /* Eëåã÷ïò áí âñÝèçêå íÝï åëÜ÷éóôï */
if im == -1

nom = nom + 1
Xmin(nom).Count = 1
Xmin(nom).Mean = (x + y)/2;
if init_hess == 1

Xmin(nom).Sigma = 1/det(hessian) * hessian;
else

Xmin(nom).Sigma = alpha * eye(n);
end

else
Xmin(im).Count = Xmin(im).Count + 1;
if const_rate == 1

a <- const_a
else

a <- (1/Xmin(im).Count)
Xmin(im).Mean = Xmin(im).Mean + a * (x - Xmin(im).Mean);
Xmin(im).Sigma = Xmin(im).Sigma + a * ((x - Xmin(im).Mean)*(x - Xmin(im).Mean)');

end

Áëãüñéèìïò 7: Áëãüñéèìïò Äåéãìáôïëçøßáò ìå ÷ñÞóç êáíïíéêÞò ðïëõäéÜóôáôçò êáôáíïìÞò
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ÓõíáñôÞóåéò Ãéá ôçí åêôÝëåóç ðåéñáìÜôùí ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ïé ðáñáêÜôù óõíáñôÞóåéò,
ðïõ áðïôåëïýí Ýíá áíôéðñïóùðåõôéêü äåßãìá ãéá äïêéìÝò óå ðñïâëÞìáôá åëá÷éóôïðïßçóçò:

1. Rastrigin
Añéèìüò ìåôáâëçôþí: n
ÓõíÜñôçóç:

f(x) = 10n+
n∑
i=1

(x2
i − 10cos(2�xi))

Ðåäßï ôéìþí: xi ∈ [−5:12; 5:12]

Ïëéêü åëÜ÷éóôï: x∗ = (0; :::; 0); f(x∗) = 0

Ó÷Þìá 7.5: Rastrigin function
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2. Shubert
Añéèìüò ìåôáâëçôþí: 2
ÓõíÜñôçóç:

f(x) = (
5∑
i=1

icos((i+ 1)x1 + i))(
5∑
i=1

icos((i+ 1)x2 + i)

Ðåäßï ôéìþí: xi ∈ [−10:0; 10:0]; i = 1; 2; :::; n
Ïëéêü åëÜ÷éóôï: f(x∗) = −186:7309

Ó÷Þìá 7.6: Shubert function
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3. Hump
Añéèìüò ìåôáâëçôþí: 2

ÓõíÜñôçóç: f(x) = 4x2
1 + 2:1x4

1 +
1

3
x8

1 − 4x2
2 + 4x4

2

Ðåäßï ôéìþí: xi ∈ [−5; 5]

Ïëéêü åëÜ÷éóôï: x∗ = (0:0898;−0:7126); (−0:0898; 07126); f(x∗) = 0

Ó÷Þìá 7.7: Hump function
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4.Grienwank
Añéèìüò ìåôáâëçôþí: n
ÓõíÜñôçóç:

f(x) =
n∑
i=1

x2
i

4000
−

n∏
i=1

cos(
xi√
i
) + 1

Ðåäßï ôéìþí: xi ∈ [−600; 600]; i = 1; 2; :::; n
Ïëéêü åëÜ÷éóôï: x∗ = (0; :::; 0); f(x∗) = 0

Ó÷Þìá 7.8: Grienwank function
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5.Michalevic
Añéèìüò ìåôáâëçôþí: n
ÓõíÜñôçóç:

f(x) = −
n∑
i=1

sin(xi)(sin(
ix2
i

�
))2m;m = 10

Ðåäßï ôéìþí: xi ∈ [0; �]; i = 1; 2; :::; n

Ïëéêü åëÜ÷éóôï: ãéá n=2, f(x∗) = −1:8013

ãéá n=5, f(x∗) = −4:687658

ãéá n=10, f(x∗) = −9:66015

Ó÷Þìá 7.9: Michalevic function
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6.Schwefel
Añéèìüò ìåôáâëçôþí: n
ÓõíÜñôçóç:

f(x) = 418:9820n−
n∑
i=1

(xisin
√
‖xi‖)

Ðåäßï ôéìþí: xi ∈ [−500; 500]; i = 1; 2; :::; n
Ïëéêü åëÜ÷éóôï: x∗ = (1; :::; ); f(x∗) = 0

Ó÷Þìá 7.10: Schwefel function
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7.Goldstein & Price Function
Añéèìüò ìåôáâëçôþí: 2
ÓõíÜñôçóç:
f(x) = (1+(x1 +x2 +1)2(19−14x1 +13x2

1−14x2 +6x1x2 +3x2
2))(30+(2x1−3x2)

2)(18−
32x1 + 12x2

1 − 48x2 − 36x1x2 + 27x2
2)

Ðåäßï ôéìþí: xi ∈ [−2; 2]; i = 1; 2
Ïëéêü åëÜ÷éóôï: x∗ = (0; 1); f(x∗) = 3

Ó÷Þìá 7.11: Goldstein function
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