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Ζ εξγαζία παξνπζηάδεη έλα πιαίζην γηα ηελ επαλαρξεζηκνπνίεζε κηαο αθνινπζίαο 

απφ πφδεο θίλεζεο ελφο κνληέινπ. Ζ επαλαρξεζηκνπνίεζε γίλεηαη κε δχν ηξφπνπο: 

απφ ηελ εθαξκνγή ηεο παξακφξθσζεο πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ αξρηθή αθνινπζία ζε 

έλα ζηαηηθφ κνληέιν θαη απφ ηελ επεμεξγαζία ηεο ίδηαο ηεο αθνινπζίαο. Όζνλ αθνξά 

ηελ πξψηε πεξίπησζε, ην θίλεηξν γηα ηελ αλάπηπμε ήηαλ ε δπζθνιία θαηαζθεπήο κηα 

λέαο πφδαο απφ έλα ζηαηηθφ αληηθείκελν, πνπ λα αληηγξάθεη κηα αληίζηνηρε πφδα ελφο 

αξρηθνχ. Δπίζεο, θηλεηήξηα δχλακε ήηαλ θαη ε δπλαηφηεηα ρεηξηζκνχ θάζε είδνπο 

παξακνξθψζεσλ, ρσξίο λα γίλεηαη θακία ππφζεζε γηα ηνλ ηξφπν πνπ πξνήιζαλ. ΢ηελ 

πεξίπησζε ηεο επεμεξγαζίαο, ζηφρνο ήηαλ ε αλάπηπμε κηαο κεζφδνπ πνπ λα 

ελζσκαηψλεη απνδνηηθά ηελ παξακφξθσζε πνπ πξνέξρεηαη απφ ηελ ηξνπνπνίεζε 

νπνηαζδήπνηε πφδαο ηεο αθνινπζίαο.     

 

΢πγθεθξηκέλα, γηα ηελ θαηαζθεπή κηαο λέαο αθνινπζίαο απφ πφδεο βάζεη κηαο 

πθηζηάκελεο, πξνηείλνπκε ηε κέζνδν ηεο Μεηαθνξάο Παξακφξθσζεο. Ζ είζνδφο ηεο 

είλαη νη πφδεο αλαθνξάο ηνπ αξρηθνχ θαη ηνπ ηειηθνχ κνληέινπ θαη ε αξρηθή 

αθνινπζία. Αξρηθά, ε παξακφξθσζε πνπ νξίδεηαη απφ ηηο πφδεο θσδηθνπνηείηαη γηα 

θάζε ηξίγσλν κε ηε ρξήζε deformation gradients. Έπεηηα, γηα λα θαζνξίζνπκε ηνλ 

ηξφπν πνπ ζα γίλεη ε κεηαθνξά, θαηαζθεπάδνπκε κηα αληηζηνηρία κεηαμχ ησλ 

αληηθεηκέλσλ σο έλα πιήζνο απφ δεχγε ηξηγψλσλ. Γηα ηελ θαηαζθεπή θάζε ηειηθήο 

πφδαο, εθαξκφδνπκε ζηα ηξίγσλα ηνπ ηειηθνχ ηα ηδαληθά deformation gradients, ψζηε 

λα πιεζηάδνπλ θαηά ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξν ζηα αληίζηνηρα αξρηθά. Απηφ 

επηηπγράλεηαη κε ηελ απνδνηηθή επίιπζε ελφο ζπζηήκαηνο γξακκηθψλ εμηζψζεσλ 

πινπνηεκέλν ζηελ θάξηα γξαθηθψλ. 

 

Όζνλ αθνξά ηελ ηξνπνπνίεζε ηεο αθνινπζίαο ελφο κνληέινπ, πξνηείλνπκε ηε κέζνδν 

ηεο Δπεμεξγαζίαο Αθνινπζίαο. Σελ είζνδν νξίδνπλ έλα αληηθείκελν θαη έλα πιήζνο 

απφ πφδεο ηνπ, θαζψο θαη ε επεμεξγαζκέλε εθδνρή κηαο επηιεγκέλεο πφδαο απφ ην 

ζχλνιν. Ζ επεμεξγαζία θσδηθνπνηείηαη επίζεο κε ηε ρξήζε deformation gradients. 

Γελ ηα εθαξκφδνπκε φκσο απεπζείαο ζηηο πφδεο αιιά ζηελ πφδα αλαθνξάο ηνπ 

αληηθεηκέλνπ. Με απηφλ ηνλ ηξφπν ε αλαθαηαζθεπή θάζε πφδαο ψζηε λα 

ελζσκαηψλεη ηελ επεμεξγαζία, επηηπγράλεηαη κε ηελ επίιπζε ελφο πξνβιήκαηνο 

παξφκνην κε απηφ ηεο Μεηαθνξάο Παξακφξθσζεο, κε αξρηθφ κεηαζρεκαηηζκφ ην  

κεηαζρεκαηηζκφ πνπ νξίδεηαη απφ ηελ πφδα αλαθνξάο θαη ηηο πφδεο ηεο αθνινπζίαο. 

Ζ απνηίκεζε ηεο ρξεζηκφηεηαο ησλ δχν κεζφδσλ, πξνήιζε απφ ηελ εθαξκνγή ηνπο 

ζε έλα πιήζνο παξαδεηγκάησλ. 
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EXTENDED ABSTRACT IN ENGLISH 

 

Angelos Lazos, MSc, Computer Science Department, University of Ioannina, Greece. 

January, 2012. Deformation Transfer and Animation Editing. Thesis Supervisor:  

Ioannis Fudos. 

 

The topic of the present dissertation is the reuse of existing animations. We present a 

framework that provides the means for building a new animation for a static model, 

by following the deformation of an initial one or editing a given animation. The 

motivation for the first case was the difficulty of creating a new pose for a model 

similar to a source. Versatility was also a major goal, so as to be able to handle any 

model and any animation sequence, regardless the way they have been produced. As 

for the second case, our objective was to develop a method that efficiently modifies 

an animation sequence, by editing a selected pose of the sequence. 

 

For constructing an animation guided by an existing one, we propose a method that 

copies the initial deformation to a target model, called Deformation Transfer. The 

reference poses of both the source and target models as well the source animation, 

comprise the input of the method. Fistly, the deformation of every source pose is 

represented per triangle using deformation gradients, inspired by Continuum 

Mechanics. Secondly, to denote the way the deformation is transferred to the second 

model, we set up a mapping beween triangles of the two models. Finally, to 

reconstruct every target pose we seek the set of the deformation gradients that should 

be applied to the source pose to maintain certain geometric constraints that warranty 

structural consistency and are as close as possible to the initial deformation gradients. 

We achieve this by efficiently solving linear systems on the GPU. 

 

To amend the problem of modifying an existing animation through minimal user 

interaction, we propose a method called Animation Editing. Except of the reference 

pose and the animation sequence, the method requires the existence of a pose that 

represents the edited version of the selected pose of the sequence. To represent the 

deformation caused by editing, we follow the concept of deformation gradients. 

However, instead of applying them directly on every pose we use them to modify the 

reference pose. By doing so we are able to reconstruct every pose according to the 

imposed editing, by solving linear systems similar to Deformation Transfer case. The 

deformation exhibited by the initial animation, is considered as the source 

deformation gradient. We provide performance results and visual results 

demonstrating the usefulness of both methods, with different models and animation 

sequences.  
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1. ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ 

1.1 ΢πλεηζθνξά - ΢ηφρνο 

1.2 Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο 

1.3 Αληηζηνηρία 

1.4 Δπεμεξγαζία Αθνινπζίαο 

1.5 ΢ρεηηθή Έξεπλα 

1.6 Γνκή ηεο Γηαηξηβήο 

   

Ζ ρξήζε ηξηζδηάζηαησλ αληηθεηκέλσλ ζε ηνκείο πνπ αθνξνχλ ηελ θαζεκεξηλφηεηα 

απμάλεηαη γεσκεηξηθά ηα ηειεπηαία ρξφληα. Καζψο ε πξφνδνο ζηελ ηερλνινγία ηνπ 

hardware επηηξέπεη ρεηξηζκφ κεγάινπ φγθνπ δεδνκέλσλ, ν ηνκέαο ησλ γξαθηθψλ έρεη 

βξεζεί ζε εμέρνπζα ζέζε θαη νη ηερλνινγίεο πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί, βξίζθνπλ φιν θαη 

κεγαιχηεξε πξαθηηθή εθαξκνγή θπξίσο απφ ηε βηνκεραλία ηνπ θηλεκαηνγξάθνπ θαη 

ησλ παηρληδηψλ. Οη ελ ιφγσ βηνκεραλίεο, έρνπλ ζέζεη σο έλαλ απφ ηνπο θχξηνπο 

ζηφρνπο ηνπο ηε ξεαιηζηηθφηεηα ζηηο παξαγσγέο ηνπο. ΢πλεπψο, ε θαηαζθεπή 

πηζηηθψλ κνληέισλ θαη ε ξεαιηζηηθή απφδνζε ησλ θηλήζεψλ ηνπο έρεη ζπγθεληξψζεη 

έλα κεγάιν αξηζκφ αλζξψπσλ, θαιιηηερλψλ θαη πξνγξακκαηηζηψλ, πνπ αθηεξψλνπλ 

πνιιή εξγαζία γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπο. Πάξα ηελ χπαξμε φκσο φισλ ησλ 

πξνυπνζέζεσλ γηα αμηφινγα απνηειέζκαηα φζνλ αθνξά ηε δηαδηθαζία ηεο θίλεζεο 

ελφο ηξηζδηάζηαηνπ αληηθεηκέλνπ, επξέσο γλσζηή θαη σο animation, ε αλάπηπμε 

ηερληθψλ πνπ βνεζνχλ κε ηελ επαλαρξεζηκνπνίεζε θξίλνληαη απαξαίηεηεο. 

 

Έλα ζηαηηθφ ηξηζδηάζηαην κνληέιν κπνξεί λα πξνθχςεη είηε εθ ηνπ κεδελφο κέζσ 

θάπνηαο απφ ηηο πνιιέο εθαξκνγέο πνπ επηηξέπνπλ ζρεδίαζε ζηνλ 3Γ ρψξν, ή απφ ηε 

ζάξσζε θάπνηνπ πξαγκαηηθνχ αληηθεηκέλνπ κε 3D scanner. Με παξφκνην ηξφπν, ε 

παξαγσγή ελφο animation κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί κε επεμεξγαζία ελφο κνληέινπ 

αιιάδνληαο ηε δνκή ηνπ, κέζσ motion capture ή απφ ηελ εθαξκνγή κηα ζπλάξηεζεο 
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ζηα δνκηθά ζηνηρεία ηνπ. Ζ θαηαζθεπή ηεο θίλεζεο ζχκθσλα κε ηελ πξψηε 

θαηεγνξία, απαηηεί ηνλ θαζνξηζκφ κηαο δνκήο ειέγρνπ, ε νπνία κπνξεί γηα 

παξάδεηγκα λα είλαη έλαο αξηζκφο ζεκείσλ ειέγρνπ πάλσ ζηελ επηθάλεηα ή 

εμσηεξηθά απφ απηή, έλαο ζθειεηφο πνπ νξίδεηαη απφ ηε κνξθή ηνπ ή έλαο θισβφο 

πνπ ην πεξηθιείεη. Απφ ηελ επηξξνή ηεο δνκήο ειέγρνπ πάλσ ζην αληηθείκελν 

παξάγνληαη λέεο πφδεο πνπ εθφζνλ  έρνπλ ζπλέρεηα, κπνξνχλ λα αληηκεησπηζηνχλ σο 

κηα ζπλερήο θίλεζε. 

 

Ζ παξαπάλσ δηαδηθαζία εθηφο φηη απαηηεί κεγάιε δεμηφηεηα, είλαη θαη πνιχ 

ρξνλνβφξα. Γηα ην ιφγν απηφ, πξνέθπςε ε αλάγθε γηα ηελ επαλαρξεζηκνπνίεζε κηαο 

αθνινπζίαο γηα ηελ παξαγσγή ηεο θίλεζεο ελφο δεχηεξνπ αληηθεηκέλνπ. Μπνξνχκε 

λα πξνζεγγίζνπκε ην πξφβιεκα κε ηελ ίδηα νπηηθή, δειαδή λα ζεσξήζνπκε πσο ε 

επηζπκεηή θίλεζε κπνξεί λα πξνθχςεη  εθαξκφδνληαο ζην δεχηεξν κνληέιν ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο δνκήο ειέγρνπ, θαηά ηε δηαδηθαζία ζην αξρηθφ. Απηφ πνπ 

απαηηείηαη είλαη ε πξνζαξκνγή ησλ παξακέηξσλ ψζηε λα εμαζθαιηζηεί φηη ην 

απνηέιεζκα είλαη απνδεθηφ γηα θάζε ηκήκα ειέγρνπ. Γηα λα θαηαζηεί εθηθηφ φκσο 

θάηη ηέηνην, απαηηείηαη ν animator λα δηαζέηεη εθηφο απφ ηθαλφηεηα θαη ηερληθή 

γλψζε. Σα ηειεπηαία ρξφληα έρεη πξνηαζεί έλαο ζεκαληηθφο αξηζκφο απφ κεζφδνπο 

πνπ παξαθάκπηνπλ απηή ηε δπζθνιία, πξνηείλνληαο απηφκαηνπο ή εκηαπηφκαηνπο 

ηξφπνπο πνπ ιχλνπλ ην πξφβιεκα ηεο πξνζαξκνγήο  ησλ παξακέηξσλ θαη ηελ 

παξαγσγή ηεο αθνινπζίαο ηνπ λένπ animation. 

 

Δθηφο φκσο απφ ην πξφβιεκα ηεο παξακφξθσζεο ελφο αληηθεηκέλνπ ζχκθσλα κε κία 

ππάξρνπζα αθνινπζία, ρξήζηκε είλαη επίζεο ε δπλαηφηεηα επεμεξγαζία ηεο ίδηαο ηεο 

αθνινπζίαο γηα ηελ αιιαγή ηεο επηθάλεηάο ηνπ. Αλ θαη ζπλήζσο ν έιεγρνο ζην 

αληηθείκελν γίλεηαη πξηλ ηελ παξαγσγή ηνπ animation, ε αιιαγή ηκεκάησλ ηεο 

επηθάλεηαο κπνξεί λα δηνξζψζεη πηζαλά ιάζε πνπ θιεξνλνκήζεθαλ ζε φιεο ηηο πφδεο. 

΢πλήζσο ε ρξήζε κηαο αθνινπζίαο δελ ηεξκαηίδεηαη έπεηηα απφ ην ζθνπφ γηα ην 

νπνίνλ έρεη ζρεδηαζηεί, αιιά ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο ζπλερίδεηαη ζε πνιιέο αθφκε 

εθαξκνγέο. Πηζαλψο ζε θάπνηα απηέο ε δηφξζσζή ηεο ίζσο θξίλεηαη αλαγθαία. 

Δπίζεο, ε δηφξζσζε κπνξεί λα αθνξά ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ κνληέινπ ψζηε λα 

πιεξνχλ θάπνηα ηδηφηεηα, φπσο γηα παξάδεηγκα ηελ πεξηζηξνθή ή ηελ αιιαγή ηνπ 

κεγέζνπο ηνπο. Με παξφκνην ζθεπηηθφ ε επεμεξγαζία κηαο αθνινπζίαο κπνξεί λα 



12 

 

 

αιιάμεη ην ζρήκα ηεο επηθάλεηαο. Απηφ ζεκαίλεη πσο ε κνξθή ησλ ζηηγκηφηππσλ 

ελφο animation κπνξεί λα αιιάμεη ζε ηέηνην βαζκφ πνπ ηειηθά ην απνηέιεζκα λα 

ζπγθξίλεηαη κε ηελ θαηαζθεπή κηαο αθνινπζίαο γηα έλα δηαθνξεηηθφ αληηθείκελν 

 

Δπεηδή έλα κνληέιν κπνξεί λα αλαπαξηζηά ζρεδφλ νηηδήπνηε, κε αθνινπζψληαο 

απαξαίηεηα κηα ζηαζεξή δνκή, είλαη αλ φρη αδχλαην πνιχ δχζθνιν λα παξαρζεί κηα 

γεληθή κεζνδνινγία πνπ λα εθκεηαιιεχεηαη ηελ πιεξνθνξία ηεο θίλεζήο ηνπ γηα ηελ 

παξαγσγή ελφο λένπ animation. ΢πλνιηθά ην πιήζνο ησλ παξακνξθψζεσλ κπνξεί λα 

εληαρζεί ζε δχν κεγάιεο θαηεγνξίεο. Ζ πξψηε  πεξηιακβάλεη ηηο άκαμπηερ 

παπαμοπθώζειρ (rigid deformations) πνπ πξνέξρνληαη απφ ζθειεηηθά κνληέια θαη ε 

δεχηεξε ηηο παπαμοπθώζειρ ελεύθεπηρ μοπθήρ (free form deformations), νη νπνίεο 

πεγάδνπλ ζπλήζσο απφ αληηθείκελα ησλ νπνίσλ ε κνξθή δελ αθνινπζεί θάπνηα 

ζπγθεθξηκέλε δνκή. Έλα παξάδεηγκα ζθειεηηθψλ ζρεκάησλ απνηειεί έλαο 

ραξαθηήξαο πνπ αλαπαξηζηά έλαλ άλζξσπν ή έλα ηεηξάπνδν. Όπσο ζηε θχζε, έηζη 

θαη ζηε δηαδηθαζία ηνπ animation ε θίλεζε κπνξεί λα πξνθχςεη απφ ηελ αιιαγή ηεο 

ζέζεο ησλ ηκεκάησλ ηνπ ζθειεηνχ πνπ νξίδεηαη γηα ην κνληέιν. Αληίζεηα κε ηηο 

άθακπηεο παξακνξθψζεηο, νη παξακνξθψζεηο ειεχζεξεο κνξθήο δελ κπνξνχλ λα 

αληηκεησπηζηνχλ πηνζεηψληαο κηα κεζνδνινγία γηα ζθειεηηθέο θηλήζεηο, αιιά 

απαηηνχλ δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε πνπ εθκεηαιιεχεηαη κφλν ηελ πιεξνθνξία απφ ηελ 

επηθάλεηα. Οη εθθξάζεηο ελφο πξνζψπνπ θαη ε θίλεζε ελφο πθάζκαηνο απνηεινχλ 

έλα αληηπξνζσπεπηηθφ δείγκα απηήο ηεο πνιππιεζνχο θαηεγνξίαο. 

1.1. ΢ςνειζθοπά - ΢ηόσορ 

Δμαηηίαο ηεο χπαξμεο κηαο επξείαο γθάκαο παξακνξθψζεσλ πνπ πεγάδνπλ απφ 

αληηθείκελα κε δηαθνξεηηθά ραξαθηεξηζηηθά, ε εθαξκνγή ηνπο ζε ζηαηηθά κνληέια  ή  

ε επεμεξγαζία ηνπο, απαηηεί ηελ επηινγή ηεο θαηάιιειεο κεζφδνπ πνπ λα 

εθκεηαιιεχεηαη ηα ραξαθηεξηζηηθά απηά. Γηα ηελ αμηνπνίεζε φινπ ηνπ εχξνπο ησλ 

παξακνξθψζεσλ, κηα επξεία κέζνδνο πξέπεη λα παξέρεη έλα θαηάιιειν κεραληζκφ 

πνπ λα ρεηξίδεηαη κηα απζαίξεηε παξακφξθσζε ρσξίο λα ρξεηάδεηαη λα ζέηεη 

μερσξηζηέο ππνζέζεηο γηα θάζε ζρήκα.  
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΢χκθσλα κε ηηο γεληθέο απαηηήζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο, ζηφρνο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο  

είλαη ε παξνπζίαζε ελφο γεληθνχ πιαηζίνπ κε εθαξκνγή ζε ηξηγσληθά κνληέια, ην 

νπνίν  επηηξέπεη: 1) ηελ παξαγσγή κηαο λέαο πφδαο γηα έλα αληηθείκελν ζχκθσλα κε 

ηελ παξακφξθσζε πνπ νξίδεηαη ζε έλα αξρηθφ κνληέιν θαη 2) ηελ επεμεξγαζία κηαο 

ππάξρνπζαο αθνινπζίαο απφ ηελ αιιαγή ηεο κνξθήο ελφο ζηηγκηφηππνπ ηεο. ΢ην εμήο 

ζα θαινχκε ηε κέζνδν ηεο παξαγσγήο κηαο αθνινπζίαο γηα έλα λέν κνληέιν κε ηνλ 

φξν Μεηαθοπά Παπαμόπθωζηρ θαη ηελ επεμεξγαζία κηαο πθηζηάκελεο σο 

Δπεμεξγαζία Αθνινπζίαο. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο παξαγσγήο ελφο λένπ animation ε 

παξακφξθσζε ηνπ ηειηθνχ κνληέινπ πξνέξρεηαη απφ ηελ εθαξκνγή ησλ 

κεηαζρεκαηηζκψλ ηνπ αξρηθνχ κέζα απφ κηα αληηζηνηρία κεηαμχ ζεκαζηνινγηθά 

φκνησλ ηκεκάησλ ηνπ. Αλαιχνληαο πεξεηαίξσ απηήλ ηελ αληηζηνηρία κπνξνχκε λα 

θαηαιήμνπκε ζηελ εθαξκνγή ηεο παξακφξθσζεο ζηα δνκηθά ζηνηρεία ηνπ κνληέινπ, 

δειαδή ηα ηξίγσλα πνπ ην απνηεινχλ. ΢ηε ζπλέρεηα αθνινπζεί κηα αλαιπηηθφηεξε  

πεξηγξαθή ησλ δχν κεζφδσλ θαζψο θαη ηεο αληηζηνηρίαο.  

1.2. Μεηαθοπά Παπαμόπθωζηρ  

Ζ Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο εθαξκφδεη κηα παξακφξθσζε ζε έλα κνληέιν 

βαζηζκέλε ζε έλαλ πθηζηάκελν κεηαζρεκαηηζκφ. Όηαλ ε είζνδνο ηεο κεζφδνπ 

απνηειείηαη απφ κηα αθνινπζία απφ πφδεο, ε αληίζηνηρε αθνινπζία γηα έλα ηειηθφ 

αληηθείκελν πξνθχπηεη απφ ηε επαλαιεπηηθή εθαξκνγή ηεο Μεηαθνξάο 

Παξακφξθσζεο γηα θάζε πφδα. Δπεηδή δελ γίλεηαη θακία ππφζεζε γηα ηνλ ηξφπν κε 

ηνλ νπνίν έρεη πξνθχςεη κηα πφδα, ε κέζνδνο αμηνπνηεί ηελ κεηαβνιή πνπ έρνπλ 

δερζεί ηα ηξίγσλα ηεο επηθάλεηα ηεο πφδαο αλαθνξάο ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ θαη ηελ 

εθαξκφδεη θαηάιιεια ζην ηειηθφ. Έηζη, αληαπνθξίλεηαη κε ηνλ ίδην αθξηβψο ηξφπν 

γηα νπνηνδήπνηε είδνο κνληέισλ θαη παξακνξθψζεσλ, δειαδή είηε αλήθνπλ ζηελ 

θαηεγνξία ησλ άθακπησλ παξακνξθψζεσλ είηε ζε απηή ησλ παξακνξθψζεσλ 

ειεχζεξεο κνξθήο ρσξίο λα θαηαζθεπάδεη θακία επηπιένλ δνκή ειέγρνπ., Δθηφο απφ 

ηελ γεληθή πξνζέγγηζε φζνλ αθνξά ηηο παξακνξθψζεηο, ε κέζνδνο δηεπζεηεί επίζεο 

ην πξφβιεκα ηεο δηαθνξεηηθήο αλάιπζεο ησλ δχν κνληέισλ. Απηφ ζεκαίλεη πσο ηα 

κνληέια δελ είλαη απαξαίηεην λα κνηξάδνληαη ηνλ ίδην αξηζκφ ηξηγψλσλ θαη ν 

αξηζκφο ηνπο δελ παίδεη ζεκαληηθφ ξφιν, αξθεί βέβαηα ε αλάιπζε ηνπ δεχηεξνπ 

κνληέινπ λα είλαη επαξθήο γηα ηελ παξαγσγή απνδεθηψλ απνηειεζκάησλ. 
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Ζ κεηαθνξά ηεο παξακφξθσζεο γηα ηελ θαηαζθεπή κηα ή πεξηζζφηεξσλ λέσλ πνδψλ, 

απαηηεί γεληθή αληηκεηψπηζε φζνλ αθνξά ηελ θσδηθνπνίεζή ηεο. Τηνζεηνχκε ηνλ 

ηξφπν κε ηνλ νπνίν πεξηγξάθεηαη ε παξακφξθσζε ελφο αληηθεηκέλνπ ζηνλ ηνκέα ηεο 

Μεραληθήο κέζσ ηεο κλίζηρ μεηαμόπθωζηρ (deformation gradient). Σα deformation 

gradients πεξηγξάθνπλ ηελ θίλεζε ελφο ζπλερνχο, είλαη θαηάιιεια γηα κεγάιεο 

κεηαβνιέο θαη αλαπαξίζηαληαη απφ 3x3 Ηαθνβηαλνχο πίλαθεο κηαο ζπλερνχο 

ζπλάξηεζεο ζηα ζεκεία ελφο αληηθεηκέλνπ. ΢ηε Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο 

ρξεζηκνπνηνχκε κηα πξνζέγγηζε ησλ deformation gradients πνπ θαηαζθεπάδνληαη 

απφ ηε κεηαβνιή ζηα ηξίγσλα  ηεο επηθάλεηαο, θσδηθνπνηψληαο έηζη ηελ αιιαγή ζηελ 

δηεχζπλζε θαη ζην ζρήκα θάζε ηξηγψλνπ. Με απηφλ ηνλ ηξφπν επηκεξίδνπκε ηε 

ζπλνιηθή παξακφξθσζε ελφο κνληέινπ ζηηο παξακνξθψζεηο ζηα δνκηθά ηνπ ζηνηρεία 

(ηξίγσλα), θάλνληαο ηε κεηαθνξά ηνπο ζε έλα δεχηεξν κνληέιν πην επέιηθηε. 

 

΢χκθσλα κε απηήλ ηελ επηκέξηζε, ε κεηαθνξά ηεο παξακφξθσζεο ζε έλα κνληέιν 

πξνθχπηεη απφ ηελ εθαξκνγή ησλ deformation gradients ησλ ηξηγψλσλ ηνπ αξρηθνχ 

ζηα αληίζηνηρα ηξίγσλα ηνπ ηειηθνχ. ΢ηελ Δλφηεηα 1.3 πεξηγξάθνπκε ηνλ ηξφπν πνπ 

αθνινπζνχκε ψζηε λα εμάγνπκε κία έγθπξε αληηζηνηρία κεηαμχ ησλ ηξηγψλσλ ησλ 

δχν επηθαλεηψλ. Δπεηδή ηα deformation gradients πεξηγξάθνπλ ηελ αιιαγή ζηα 

ηξίγσλα ρσξίο λα ιακβάλεηαη ππφςε ην δηάλπζκα κεηαηφπηζήο ηνπο, ε εθαξκνγή 

ηνπο ζηα αληίζηνηρα ηξίγσλα ηνπ ηειηθνχ κνληέινπ πξνθχπηεη κέζα απφ ηελ επίιπζε 

ελφο πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο. ΢ηφρνο ηνπ είλαη ε εχξεζε ησλ πξνζεγγηζηηθψλ 

κεηαζρεκαηηζκψλ πνπ κηκνχληαη ηνπο αληίζηνηρνπο αξρηθνχο, ψζηε ζηε 

κεηαζρεκαηηζκέλε πφδα λα κε δεκηνπξγνχληαη αζπλέρεηεο. ΢ην ΢ρήκα 1.1 

απεηθνλίδεηαη ην πξφβιεκα ηεο Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο γηα δχν ηξηγσληθά 

κνληέια. Σέινο, ε κέζνδνο αλαιχεηαη αξηζκεηηθά κε ηέηνην ηξφπν ψζηε ε θαηαζθεπή 

θάζε πφδαο ηνπ ηειηθνχ κνληέινπ αιιά θαη ε αληηζηνηρία κεηαμχ ησλ ηξηγψλσλ, 

πξνθχπηνπλ απφ ηελ επίιπζε ελφο αξηζκνχ γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ ε επίιπζε ησλ 

νπνίσλ είλαη απνδνηηθή αθφκε θαη γηα κεγάια κνληέια. 
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΢ρήκα 1.1 Απεηθφληζε ηεο Γηαδηθαζίαο ηεο Μεηαθνξάο ησλ Παξακνξθψζεσλ.  

1.3. Ανηιζηοισία 

Όπσο πξνθχπηεη εχθνια απφ ηελ αλάιπζε ηεο παξακφξθσζεο, ε κέζνδνο  απαηηεί 

κηα ινγηθή ζπζρέηηζε κεηαμχ ηκεκάησλ ησλ επηθαλεηψλ απφ ηα δχν κνληέια γηα ηε 

κεηαθνξά κηαο κεηαβνιήο. Ζ θσδηθνπνίεζε ηεο παξακφξθσζεο ηνπ αξρηθνχ 

κνληέινπ έρεη πξνθχςεη απφ ηελ παξακφξθσζε θάζε ηξηγψλνπ μερσξηζηά. Γη απηφ ην 

ιφγν γηα ην κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ δεχηεξνπ κνληέινπ εθαξκφδνπκε ηνλ θαηάιιειν 

κεηαζρεκαηηζκφ επίζεο ζε θάζε ηξίγσλφ ηνπ, ψζηε ηειηθά ε επηθάλεηά ηνπ λα είλαη 

ζπλερήο θαη ην απνηέιεζκα απνδεθηφ. Απηφ ζεκαίλεη φηη ε αληηζηνηρία κεηαμχ ησλ 

επηθαλεηψλ ηειηθά αλάγεηαη ζε αληηζηνηρία κεηαμχ ησλ ηξηγψλσλ ηνπο. 

 

Γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ δεπγψλ αληηζηνηρίαο ε ζηξαηεγηθή πνπ αθνινπζνχκε είλαη λα 

κεηαζρεκαηίζνπκε ην ηειηθφ κνληέιν, ψζηε ην ζρήκα ηνπ λα ηαηξηάμεη κε ην ζρήκα 

ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ. Με απηφλ ηνλ ηξφπν, δχν ηξίγσλα δεκηνπξγνχλ έλα δεχγνο αλ 

ε απφζηαζε ησλ θέληξσλ βάξνπο ηνπο δελ μεπεξλά έλα φξην. Ζ κέζνδνο ηεο 

πξνζαξκνγήο ησλ κνληέισλ πξνυπνζέηεη απφ ηνλ ρξήζηε ηνλ θαζνξηζκφ ελφο 

πιήζνπο θνξπθψλ-δεικηών πάλσ ζηηο δχν επηθάλεηεο. Ζ πξνζαξκνγή ηεο επηθάλεηαο 

επηηπγράλεηαη απφ ηελ επίιπζε ελφο πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο πνπ θαζνδεγείηαη 
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απφ ηνπο δείθηεο, νη νπνίνη αληηκεησπίδνληαη σο πεξηνξηζκνί ζην πξφβιεκα. Ζ 

δηαδηθαζία είλαη νπζηαζηηθά έλαο επαλαιεπηηθφο αιγφξηζκνο, φπνπ ζε θάζε βήκα ε 

δηαθνξά ζην ζρήκα ησλ δχν επηθαλεηψλ είλαη φιν θαη κηθξφηεξε. 

 

Ύζηεξα απφ ηελ νινθιήξσζε ηνπ αιγνξίζκνπ, ε κεηαζρεκαηηζκέλε επηθάλεηα έρεη 

ηαηξηάμεη ζε κεγάιν βαζκφ ζηελ επηθάλεηα ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ. Έηζη, ε αληηζηνηρία 

κεηαμχ ησλ αληηθεηκέλσλ πξνθχπηεη απφ ηνλ έιεγρν γηα ηξίγσλα ησλ νπνίσλ ηα 

θέληξα βάξνπο βξίζθνληαη ζε κηθξή απφζηαζε. Ωο απνηέιεζκα απηήο ηεο 

πξνζέγγηζεο γηα ηνλ θαζνξηζκφ ηεο ζπζρέηηζεο, ε κέζνδνο πνπ αθνινπζνχκε είλαη 

γεληθή θαη μεπεξλά πεξηνξηζκνχο φπσο ην γέλνο (genus) ή ε δηαθνξεηηθή ηνπνινγία. 

1.4. Δπεξεπγαζία Ακολοςθίαρ 

Ζ επεμεξγαζία κηαο αθνινπζίαο κε φζν ην δπλαηφλ ιηγφηεξε παξέκβαζε απφ ην 

ρξήζηε θαη παξάιιεια ε δηαηήξεζε ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ηεο, είλαη ην θίλεηξν 

αλάπηπμεο ηεο κεζφδνπ ηεο Δπεμεξγαζίαο Αθνινπζίαο. Γνζείζεο κηαο 

επεμεξγαζκέλεο πφδαο απφ ην πιήζνο ηεο αθνινπζίαο ( νλνκάδνπκε ηελ πφδα ηεο 

αθνινπζίαο σο επηιεγκέλε πφδα ), ε παξακφξθσζε πνπ εθαξκφζηεθε ζηελ επηθάλεηά 

ηεο ελζσκαηψλεηαη ζηελ ππφινηπε αθνινπζία κε ηε δηαδνρηθή εθαξκνγή ηεο 

κεζφδνπ ζε θάζε πφδα. Ζ έλλνηα ηεο επεμεξγαζίαο ζπλήζσο ππνλνεί παξακνξθψζεηο 

ειεχζεξεο κνξθήο, ρσξίο απηφ λα ζεκαίλεη πσο νη άθακπηεο παξακνξθψζεηο δελ 

ζπκπεξηιακβάλνληαη ζηνλ φξν. Αλεμάξηεηα απφ ην είδνο, ε κέζνδνο εθκεηαιιεχεηαη 

κφλν ηε κεηαβνιή ηεο επηθάλεηαο θαη έηζη είλαη θαηάιιειε γηα θάζε πηζαλή 

πεξίπησζε. 

 

Ζ Δπεμεξγαζία Αθνινπζίαο δελ έρεη σο ζηφρν ηελ αλάπηπμε ελφο πιαηζίνπ πνπ ζα 

επηηξέπεη ζε έλα ρξήζηε λα επεμεξγαζηεί κία πφδα, αιιά ζεσξψληαο ηελ πφδα σο 

δεδνκέλε λα ελζσκαηψλεη ηε κεηαβνιή πνπ απηή νξίδεη ζην ππφινηπν animation. Ο 

ηξφπνο πνπ απηφ επηηπγράλεηαη είλαη παξφκνηνο κε ηε δηαδηθαζία γηα ηε κεηαθνξά 

ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ. Ζ νπζηαζηηθή δηαθνξνπνίεζε είλαη φηη δελ κεηαζρεκαηίδνπκε 

έλα δεχηεξν κνληέιν αιιά αλαπαξάγνπκε θάζε πφδα ηνπ αξρηθνχ κεηαβάιινληαο ηελ 

επηθάλεηά ηεο. Αληίζηνηρα κε ην πξνεγνχκελν πξφβιεκα, θσδηθνπνηνχκε ηελ 

παξακφξθσζε γηα θάζε ηξίγσλν πνπ έρεη κεηαζρεκαηηζηεί ιφγσ ηεο επεμεξγαζίαο κε 
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ηε ρξήζε ησλ deformation gradients. Γελ εθαξκφδνπκε φκσο απεπζείαο ηα 

deformation gradients ζηα ηξίγσλα κηαο πφδαο, γηαηί κε απηφλ ηνλ ηξφπν ε επηθάλεηά 

ηεο δελ δηαηεξεί ηε ζπλέρεηα. Αλη’απηνχ, εθαξκφδνπκε ηνπο Ηαθνβηαλνχο πίλαθεο 

πνπ ηα αλαπαξηζηνχλ ζηελ πφδα αλαθνξάο, πνπ παξφηη δελ κεηαηνπίδνπλ ηα ηξίγσλα 

ζηηο ζσζηέο ζέζεηο επηηξέπνπλ ηελ πξνζέγγηζε λα αλαρζεί ζην πξφβιεκα ηεο 

Μεηαθνξάο Παξακφξθσζεο.  

 

Σειηθά, κηα λέα επεμεξγαζκέλε πφδα θαηαζθεπάδεηαη απφ ηελ εθαξκνγή ζηε 

κεηαζρεκαηηζκέλε πφδα αλαθνξάο, ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ πνπ νξίδνληαη απφ ηελ 

αξρηθή πφδα αλαθνξάο θαη ηελ πφδα ηνπ animation. Δπεηδή αλαθεξφκαζηε ζην ίδην 

κνληέιν, ε αλάιπζε ηνπ νπνίνπ δελ αιιάδεη θαζ’φιε ηε δηάξθεηα ηεο δηαδηθαζίαο, 

δελ ηίζεηαη ζέκα αληηζηνηρίαο. ΢ην ΢ρήκα 1.2 απεηθνλίδεηαη ην πξφβιεκα ηεο 

Δπεμεξγαζίαο Αθνινπζίαο γηα κία πφδα ελφο ηξηγσληθνχ κνληέινπ. Σέινο, φζνλ 

αθνξά ηνλ ηξφπν επίιπζεο ηζρχεη αθξηβψο φηη θαη ζηε Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο. 

 

 

 

΢ρήκα 1.2 Απεηθφληζε ηεο Γηαδηθαζίαο ηεο Δπεμεξγαζίαο κηαο Αθνινπζίαο. 

1.5. ΢σεηική Έπεςνα 

Ζ παξαδνζηαθή κεζνδνινγία πνπ αθνινπζείηαη γηα ηελ παξαγσγή ελφο animation 

απφ έλα ζθειεηηθφ κνληέιν, νξίδεη ηελ θαηαζθεπή κηαο ζθειεηηθήο δνκήο θαη είλαη 

γλσζηή σο rigging. Κάζε ηκήκα ηεο ζπζρεηίδεηαη κε έλα πιήζνο απφ ζεκεία ηνπ 
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κνληέινπ θαη κε απηφλ ηνλ ηξφπν κηα λέα πφδα πξνθχπηεη κεηαβάιινληαο ηε δνκή. 

Δπεηδή φκσο ε δηαδηθαζία είλαη πνιχ επίπνλε θαη ρξνλνβφξα, έρνπλ πξνηαζεί 

αξθεηέο  ηερληθέο πνπ βνεζνχλ κε ηελ απηφκαηε θαηαζθεπή θαη ηξνπνπνίεζε ηεο 

δνκήο [7], [26], [23]. Δπίζεο ε θαηαζθεπή κηαο πφδαο κπνξεί λα πξνθχςεη κε ηε 

ρξήζε ηερληθψλ φπσο απηή ζηελ εξγαζία [2] ή ζηελ [18], πνπ παξαθάκπηεη ηελ 

θαηαζθεπή κηαο δνκήο θαη παξακνξθψλεη ην κνληέιν ελεξγψληαο απεπζείαο ζηηο 

θνξπθέο 

   

Σν 2004, νη Sumner θαη Popovic παξνπζίαζαλ κηα πξσηνπνξηαθή κέζνδν γηα ηελ 

παξακφξθσζε ελφο ζηαηηθνχ κνληέινπ, ζχκθσλα κε κηα αθνινπζία απφ πφδεο ελφο 

αξρηθνχ αληηθεηκέλνπ [16]. Παξαθάησ ζα απνθαινχκε ηε κέζνδν σο DT. Σν 

ζεκαληηθφηεξν πιενλέθηεκά ηεο είλαη ε γεληθφηεηά ηεο, αθνχ κπνξεί λα εθαξκνζηεί 

γηα νπνηνδήπνηε είδνο παξακνξθψζεσλ. Ζ παξνχζα εξγαζία βαζίδεηαη θαη επεθηείλεη 

ηελ αξρηθή ηερληθή ηνπ 2004. Όπσο είλαη θπζηθφ, επεηδή ε [16] ήηαλ ε πξψηε πνπ 

ζηξάθεθε πξνο απηήλ ηελ θαηεχζπλζε, έπεηηα απφ ηελ παξνπζίαζε ηεο, πνιιέο 

αθφκε εξγαζίεο ζηεξίρηεθαλ ζηελ ηδέα ηεο κεηαθνξάο ησλ παξακνξθψζεσλ, 

επεθηείλνληαο ηελ αξρηθή πξνζέγγηζε.  

 

΢ηελ  [3]  πξνηείλεηαη κηα κέζνδνο θαηά ηελ νπνία ε παξακφξθσζε ελφο κνληέινπ 

πξνθχπηεη απφ έλα ή πεξηζζφηεξα αξρηθά αληηθείκελα. Δπηιέγνληαο πεξηνρέο πάλσ 

ζηα κνληέια, θαζνξίδνληαη ηα ηκήκαηα πνπ παξακνξθψλνληαη κε παξφκνην ηξφπν. 

΢πγθεθξηκέλα, νη πεξηνρέο ηνπ ηειηθνχ κεηαζρεκαηίδνληαη ψζηε ην ζρήκα θαη ε 

δηεχζπλζή ηνπο λα ηαηξηάδεη κε ηηο αληίζηνηρεο πεξηνρέο ησλ αξρηθψλ. Με απηφλ ηνλ 

ηξφπν θαζνξίδεηαη κηα αληηζηνηρία κεηαμχ ησλ ζεκείσλ θαη νη λέεο ζπληεηαγκέλεο 

ππνινγίδνληαη κε ηε ρξήζε mean value coordinates. ΢ε απηήλ ηελ θαηεχζπλζε 

θηλείηαη θαη ε εξγαζία [25], ζηελ νπνία ε θαηαζθεπή ελφο animation πξνθχπηεη απφ 

ηε ζχλζεζε ππαξρφλησλ. Κάζε αξρηθή αθνινπζία αλαιχεηαη γηα λα βξεζνχλ ηα 

ηκήκαηα ηνπ κνληέινπ πνπ δέρνληαη κεγάιε παξακφξθσζε. Με απηφλ ηνλ ηξφπν 

θαζνξίδνληαη νη πεξηνρέο ζηηο νπνίεο ν ρξήζηεο αλακέλεηαη λα ηνπνζεηήζεη 

πεξηζζφηεξνπο δείθηεο. Γηα λα βξεζεί ε  αληηζηνηρία κεηαμχ ησλ ηξηγψλσλ, ηα 

κνληέια κεηαζρεκαηίδνληαη ζε έλα ελδηάκεζν ζρήκα πνπ θαηαζθεπάδεηαη απφ ηνπο 

δείθηεο. Αθνχ νη αληηζηνηρίεο θαζνξηζηνχλ, ηα ηκήκαηα πνπ ζα κεηαζρεκαηηζηνχλ 
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παξφκνηα νξίδνληαη θπθιψλνληαο ηα θαη νη κεηαζρεκαηηζκνί εθαξκφδνληαη ζε απηά 

αθνχ πξψηα ζπλδπαζηνχλ θαηάιιεια. 

 

Έλαο πεξηνξηζκφο ηεο DT είλαη ε εθαξκνγή ηεο ζε αληηθείκελα πνπ θαηαζθεπάδνληαη 

σο κηα εληαία νληφηεηα. Ζ πξνζέγγηζε πνπ παξνπζηάδεηαη ζηελ [9] θαηαθέξλεη λα ηνλ 

παξαθάκςεη, αθνχ κπνξεί λα ρεηξηζηεί αληηθείκελα θαηαζθεπαζκέλα απφ 

δηαθνξεηηθά ηκήκαηα. Αξρηθά νξίδεηαη ε ρσξηθή ζρέζε κεηαμχ ησλ ηκεκάησλ θαη 

θαζνξίδεηαη έλαο αξηζκφο απφ δείθηεο. Τηνζεηψληαο ηνλ αιγφξηζκν αληηζηνηρίαο ηεο 

DT, ελψ αλαγθάδεη θάζε ηκήκα ρσξίο δείθηεο λα αθνινπζήζεη ηε δηαδηθαζία 

αληηζηνηρίαο, ππνινγίδεη κηα ζπζρέηηζε γηα έλα πιήζνο απφ ηξίγσλα ηνπ ηειηθνχ. Οη 

λέεο ζπληεηαγκέλεο ηνπ κνληέινπ πξνθχπηνπλ κέζα απφ έλα πξφβιεκα 

ειαρηζηνπνίεζεο ελέξγεηαο πνπ κεηαζρεκαηίδεη φια ηα ηξίγσλα απφ θάζε ηκήκα.   

 

Αληίζεηα κε ηελ παξακφξθσζε ηνπ ίδηνπ ηνπ κνληέινπ, λέεο κέζνδνη έρνπλ πξνηαζεί 

πνπ κεηαζρεκαηίδνπλ ην ρψξν ζηνλ νπνίν απηφ βξίζθεηαη [20], [24], [14]. ΢ηελ [13] 

παξνπζηάδεηαη έλαο απνδνηηθφο ηξφπνο γηα κεηαθνξά ησλ παξακνξθψζεσλ ζε έλα 

δεχηεξν αληηθείκελν, πνπ βαζίδεηαη ζε απηήλ ηελ ηδέα. Σν πξψην βήκα είλαη λα 

θαηαζθεπαζηνχλ θισβνί πνπ πεξηθιείνπλ ηηο πφδεο αλαθνξάο ησλ κνληέισλ. ΢ηε 

ζπλέρεηα, γηα θάζε πφδα ηνπ αξρηθνχ ππνινγίδεηαη κηα πξνζέγγηζε ηεο 

παξακφξθσζεο κε harmonic maps φπσο ζηελ [14]. Γνζέληνο ελφο πιήζνπο απφ 

δείθηεο ζηα κνληέια, ππνινγίδεηαη έλαο Ηαθνβηαλφο πίλαθαο γηα θάζε δείθηε ηνπ 

αξρηθνχ, ν νπνίνο κεηαθέξεηαη ζηνπο δείθηεο ηνπ ηειηθνχ.  Σν ηειεπηαίν βήκα γηα λα 

θαηαζθεπαζηεί κία πφδα, είλαη ε εχξεζε ησλ harmonic maps γηα ην ηειηθφ κνληέιν  

δηαηεξψληαο ηνπο πεξηνξηζκνχο ζηνπο δείθηεο. Σελ ίδηα θηινζνθία αθνινπζεί θαη ε 

[10] ζηεξηδφκελε φκσο ζε Green Coordinates [24]. Απηφο ν ηξφπνο κεηαθνξάο ησλ 

παξακνξθψζεσλ είλαη γεληθφο επεηδή ν θισβφο κπνξεί λα πεξηθιείεη νπνηνδήπνηε 

είδνο δνκηθψλ ζηνηρείσλ, φπσο ηξίγσλα κε ζπγθεθξηκέλε ζπλδεζηκφηεηα θαη 

δηάζπαξηα ζεκεία. Βέβαηα, ην ζεκαληηθφηεξν κεηνλέθηεκά ηνπο είλαη ε εμάιεηςε ησλ 

ιεπηνκεξεηψλ ηεο επηθάλεηαο.  

 

΢ηελ πεξίπησζε ηεο ζεκαζηνινγηθήο κεηαθνξάο ηεο παξακφξθσζεο, ε απεπζείαο 

εθαξκνγή ησλ παξακνξθψζεσλ δελ είλαη θαηάιιειε θαη γηα απηφ ην ιφγν 

απαηηνχληαη πην εμειηγκέλεο κέζνδνη. ΢ηελ εξγαζία [6] πξνηείλεηαη κηα ηέηνηα 
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κέζνδνο, πνπ ζηεξίδεηαη ζε παξαδείγκαηα πνπ παξέρεη ν ρξήζηεο γηα ηε 

ζεκαζηνινγηθή ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ αληηθεηκέλσλ. Σα παξαδείγκαηα απηά πνπ 

απνηεινχλ δεχγε απφ πφδεο ησλ κνληέισλ θαη αλαπαξίζηαληαη σο ζεκεία ζε έλα 

ρψξν πςειήο δηάζηαζεο. Κάζε πφδα ηνπ αξρηθνχ πνπ δίλεηαη  σο είζνδνο, 

θσδηθνπνηείηαη ζην ρψξν ηνπ αξρηθνχ θαη έπεηηα πξνβάιιεηαη γηα λα εθθξαζηεί σο 

ζπλδπαζκφο ησλ παξαδεηγκάησλ ηνπ. ΢πλδπάδνληαο κε παξφκνην ηξφπν ηηο πφδεο απφ 

ηα παξαδείγκαηα ηνπ ηειηθνχ θαη κε ηελ εθαξκνγή κηαο ζπλάξηεζεο απφ ην ρψξν ηνπ 

ηειηθνχ ζηνλ R
3
, θαηαζθεπάδνληαη νη ηειηθέο πφδεο. 

  

Δπεηδή θαηά ηελ εθαξκνγή ηνπ DT εθηφο απφ ηελ παξακφξθσζε ηνπ αξρηθνχ, είλαη 

πηζαλφλ λα κεηαθεξζνχλ θαη νη ιεπηνκέξεηεο ηηο επηθάλεηάο ηνπ, ζηελ [5] 

παξνπζηάδεηαη κηα κέζνδνο γηα λα μεπεξαζηεί ην πξφβιεκα. Όπσο πξνεγνπκέλσο, ε 

δηαδηθαζία βαζίδεηαη ζε παξαδείγκαηα απφ ην ρξήζηε. Αθνχ νη πφδεο 

θαηαζθεπαζηνχλ φπσο ζην DT, ν ρξήζηεο παξέρεη έλα κηθξφ αξηζκφ απφ πφδεο 

φκνηεο κε θάπνηεο πνπ κφιηο θαηαζθεπάζηεθαλ, πνπ θαζνξίδνπλ ηελ ηδαληθή κνξθή 

ηεο επηθάλεηαο. Οη πφδεο απηέο δεκηνπξγνχλ έλα ρψξν παξακέηξσλ, φπνπ νη 

παξάκεηξνη νξίδνληαη απφ θάζε άθακπην ηκήκα πνπ πξνθχπηεη απφ δηαίξεζε ηνπ 

κνληέινπ. Κάζε πφδα ηεο ηειηθήο αθνινπζίαο εθθξάδεηαη ζε απηφ ην ρψξν, ψζηε λα 

ππνινγηζηνχλ θάπνηα βάξε. Ζ ηειηθή δηφξζσζε ηεο αθνινπζίαο επηηπγράλεηαη απφ 

ηελ εθαξκνγή ηνπ ζπλδπαζκνχ ησλ δηνξζψζεσλ θαη ησλ βαξψλ. Παξφια απηά, ε 

εθαξκνγή ηεο κεζφδνπ είλαη πνιχ πεξηνξηζκέλε αθνχ ρεηξίδεηαη κφλν ζθειεηηθά 

κνληέια κε ζπγθεθξηκέλεο ηδηφηεηεο.  

 

Όζνλ αθνξά ηελ επεμεξγαζία, ην πιήζνο ησλ εξγαζηψλ πνπ έρνπλ πξνηαζεί αθνξνχλ 

ηελ ηξνπνπνίεζε ελφο ζηαηηθνχ κνληέινπ. Ζ επεμεξγαζία κπνξεί βέβαηα λα 

επεθηαζεί θαη ζε έλα animation, φπσο γίλεηαη ζηελ [17]. Ζ εθαξκνγή ηεο δελ 

πεξηνξίδεηαη ζε ηξηγσληθά κνληέια, αιιά κπνξεί λα ρεηξηζηεί φια ηα είδε 

ζπζηαηηθψλ. Ζ επεμεξγαζία κηαο πφδαο ελζσκαηψλεηαη ζηελ ππφινηπε αθνινπζία, 

κέζσ ελφο γξάθνπ πνπ θαηαζθεπάδνληαη απφ θνξπθέο ηνπ κνληέινπ θαη 

πξνζαξκφδεηαη θαηάιιεια γηα θάζε πφδα, κε ηε δηαδηθαζία λα δηαηεξεί ηηο 

ιεπηνκέξεηεο ηηο επηθάλεηαο. ΢ηελ [22] παξνπζηάδεηαη κηα κέζνδνο γηα επεμεξγαζία 

κηαο αθνινπζίαο απφ θάπνηεο πφδεο θιεηδηά ηηο νπνίεο παξέρεη ν ρξήζηεο. Ζ 

αθνινπζία ηξνπνπνηείηαη ζχκθσλα κε απηέο, πνπ έρνπλ ην ξφιν πεξηνξηζκψλ. Απφ ηε 
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ρξήζε ηεο κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ παξαδείγκαηα φπσο ζπλδπαζκφο animation κε 

εηθνληθφ έδαθνο. Δπίζεο ζηελ [19] ε θηινζνθία ηεο επεμεξγαζίαο κηαο αθνινπζίαο  

απφ πφδεο επηθεληξψλεηαη θπξίσο  ζηελ ηξνπνπνίεζε αληηθεηκέλσλ ειεχζεξσλ 

παξακνξθψζεσλ, φπσο ξνχρα θαη πθάζκαηα.  

1.6. Γομή ηηρ Γιαηπιβήρ 

Ζ εξγαζία απνηειείηαη απφ ζπλνιηθά 5 θεθάιαηα, απφ ηα νπνία ην πξψην είλαη ε 

Δηζαγσγή. ΢ην Κεθάιαην 2 πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ε κέζνδνο ηεο Μεηαθνξάο 

Παξακφξθσζεο. Αθνχ γίλεη κηα εθηελήο αλαθνξά ζην πξφβιεκα, παξνπζηάδεηαη ε 

θσδηθνπνίεζε ηεο παξακφξθσζεο θαη ν ηξφπνο πνπ γίλεηαη ε κεηαθνξά ηεο ζην 

ηειηθφ αληηθείκελν κε ηελ πεξηγξαθή ελφο πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο. Δπίζεο, 

παξαηίζεληαη θαη ζρνιηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ εθαξκνγή 

ηεο. ΢ην Κεθάιαην 3 παξνπζηάδεηαη ε κέζνδνο γηα ηελ εμαγσγή ηεο αληηζηνηρίαο 

κεηαμχ ησλ δχν κνληέισλ. ΢πγθεθξηκέλα παξνπζηάδεηαη ε γεληθφηεηα ηεο κεζφδνπ 

θαη ν ιεπηνκεξήο αιγφξηζκνο γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ δεπγψλ αληηζηνηρίαο. Σν 

Κεθάιαην 4 πεξηγξάθεη ηε κέζνδν ηεο Δπεμεξγαζίαο αθνινπζίαο. Αξρηθά γίλεηαη 

ιφγνο γηα ηελ έλλνηα θαη ηνπο ζηφρνπο ηεο επεμεξγαζίαο κηαο αθνινπζίαο απφ πφδεο.  

΢ηε ζπλέρεηα, δίλεηαη ην πιαίζην γηα ηελ επίιπζε ελφο γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο κε 

ζηφρν ηελ αλαθαηαζθεπή κηαο πφδαο θαη αθνινπζεί ε απνηίκεζε ηεο κεζφδνπ κε ηελ 

παξνπζίαζε ησλ απνηειεζκάησλ. Σέινο, ζην Κεθάιαην 5 ζπλνςίδνληαη ηα 

ζπκπεξάζκαηα πνπ απνξξένπλ απφ ηηο δχν κεζφδνπο θαη αλαθέξεηαη ε κειινληηθή 

επέθηαζε ηνπο. Οη αλαθνξέο αλαγξάθνληαη ζην ηέινο ηεο εξγαζίαο.  
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2. ΜΔΣΑΦΟΡΑ ΠΑΡΑΜΟΡΦΧ΢Ζ΢ 

2.1 Κσδηθνπνίεζε Μεηαζρεκαηηζκψλ 

2.2 Αληηζηνηρία 

2.3 Μεηαθνξά Μεηαζρεκαηηζκψλ 

2.4 Αλάιπζε 

2.5 Απνηειέζκαηα 

 

Παξά ηελ χπαξμε ελφο ζεκαληηθνχ αξηζκνχ εξγαιείσλ, ηερληθψλ θαη αλζξσπίλσλ 

ηθαλνηήησλ ε παξαγσγή ελφο animation απφ κεδεληθή βάζε παξακέλεη αθφκε κηα 

επίπνλε θαη ρξνλνβφξα δηαδηθαζία. Απηή ε δπζθνιία νδήγεζε ζηελ αλάπηπμε 

ηερληθψλ πνπ βνεζνχλ κε ηελ επαλαρξεζηκνπνίεζε ησλ ππαξρφλησλ δεδνκέλσλ. Οη 

πξψηεο απφ απηέο επηλνήζεθαλ αξθεηέο δεθαεηίεο πξηλ απφ εηαηξείεο θηλνπκέλσλ 

ζρεδίσλ δχν δηαζηάζεσλ θαη έγηλαλ πξνπνκπφο ησλ ζεκεξηλψλ, πνπ επεθηείλνληαη 

ζηνλ 3Γ ρψξν. Παξφηη πνιιέο αμηφινγεο ηερληθέο έρνπλ πξνηαζεί, νη πεξηζζφηεξεο 

απφ απηέο είλαη πξνζαλαηνιηζκέλεο ζε ζπγθεθξηκέλεο ηδηφηεηεο ησλ  animation. Έηζη, 

πνιιέο θνξέο ε πξνζαξκνγή ηνπο ζε έλα δεχηεξν κνληέιν δελ θαζίζηαηαη δπλαηή ή 

παξάγεη αθαιαίζζεηα απνηειέζκαηα. 

 

΢ηφρνο ηεο Μεηαθνξάο Παξακφξθσζεο είλαη ε γεληθή αληηκεηψπηζε ζηε κεηαθνξά 

νπνηαζδήπνηε κεηαβνιήο ζε έλα κνληέιν, ψζηε λα απνθεπρζνχλ νη πεξηνξηζκνί πνπ 

δεκηνπξγνχληαη απφ ηηο ηδηφηεηέο ηνπ. Όπσο θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 2.1 ε Μεηαθνξά 

Παξακφξθσζεο παξάγεη κηα λέα πφδα PT  γηα έλα ζηαηηθφ κνληέιν PT , βάζε ησλ 

κεηαζρεκαηηζκψλ QS  πνπ νξίδνληαη ζηα ηξίγσλα ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ PS . ΢ε θάζε 

ηξίγσλν ηνπ ηειηθνχ εθαξκφδνληαη έλαο ή πεξηζζφηεξνη κεηαζρεκαηηζκνί Q QTj Si  

κέζσ ηεο αληηζηνηρίαο κεηαμχ ησλ δχν κνληέισλ. ΢ην ΢ρήκα 2.1 βιέπνπκε ηε 

δηαδηθαζία πνπ εθαξκφδεηαη απφ ηελ Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο γηα ηελ παξαγσγή 
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κηαο πφδαο. Σα PS
 θαη PT

 απνηεινχληαη ζπλήζσο απφ δηαθνξεηηθφ αξηζκφ ζεκείσλ 

θαη ηξηγψλσλ θαη πνιιέο θνξέο αθφκε θαη ν αξηζκφο ησλ πξνεμερφλησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ ηνπο δηαθέξεη. Γηα απηφ ην ιφγν ε θαηαζθεπή ηεο PT  απαηηεί ε 

θσδηθνπνίεζε ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ θαη ηεο ζπζρέηηζεο κεηαμχ ησλ αληηθεηκέλσλ 

λα κελ πεξηνξίδεηαη απφ ηέηνηνπ είδνπο δηαθνξέο ζηα κνληέια. 

 

 

΢ρήκα 2.1 Καηαζθεπή ηεο ηειηθήο πφδαο. 

Ζ αθνινπζία ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ πνπ εθαξκφδνληαη θαηά ηελ επεμεξγαζίαο ελφο 

3Γ αληηθεηκέλνπ γηα ηελ παξαγσγή κηαο πφδαο, κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί απφ ηνλ 

ζπλνιηθφ κεηαζρεκαηηζκφ πνπ ηζνχηαη κε ην γηλφκελν ηνπο. Γεδνκέλνπ ελφο 

κνληέινπ θαη κηαο κεηαζρεκαηηζκέλεο πφδαο ηνπ, είλαη ζρεδφλ βέβαην πσο δελ 

παξέρεηαη θακία επηπιένλ πιεξνθνξία γηα ηνπο επηκέξνπο κεηαζρεκαηηζκνχο. Οη 

αιγφξηζκνη άθακπησλ παξακνξθψζεσλ  παξέρνπλ ηε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζεθε 

θαηά ηελ παξαγσγή κηαο πφδαο ηνπ αξρηθνχ, κέζσ ησλ ζεκείσλ ειέγρνπ. Παξφια 

απηά, ε πξνζαξκνγή ηνπο ζην ηειηθφ κνληέιν είλαη ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο επίπνλε 

δηαδηθαζία θαη εμαξηάηαη απφ ηε δνκή θαη ηηο ηδηφηεηεο ηνπ, πεξηνξίδνληαο έηζη ηελ 

εθαξκνγή ηνπο. Ωο εθ ηνχηνπ, απαξαίηεηε πξνυπφζεζε γηα ηε επξχηεηα ηεο κεζφδνπ 
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είλαη ε απφδνζε ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ λα μεπεξλά ηηο ηδηφηεηεο ηνπ κνληέινπ θαη ν 

ηειηθφο κεηαζρεκαηηζκφο λα επαξθεί γηα ηελ θαηαζθεπή κηαο λέαο πφδαο. 

Απφ ηελ έλλνηα ηεο κεηαθνξάο ησλ παξακνξθψζεσλ ελφο κνληέινπ ζε έλα δεχηεξν, 

ακέζσο θάπνηνο ζθέθηεηαη πσο χζηεξα απφ ηελ νινθιήξσζε ηεο δηαδηθαζίαο ε 

πξνθχπηνπζα κεηαζρεκαηηζκέλε πφδα κπνξεί λα ζπγθξηζεί ζεκαζηνινγηθά κε ηελ 

πφδα ηνπ αξρηθνχ. Έηζη δεκηνπξγείηαη έλα είδνο ζπζρέηηζεο κεηαμχ ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ ησλ δχν κνληέισλ. Ζ κέζνδνο πξέπεη δειαδή λα θαηαζθεπάδεη κηα 

αληηζηνηρία κεηαμχ ησλ ηκεκάησλ ησλ κνληέισλ πνπ κεηαζρεκαηίδνληαη κε παξφκνην 

ηξφπν. Όκσο γηα ηε θαηάιιειε επηινγή ηνπ αιγνξίζκνπ αληηζηνηρίαο, ηδηαίηεξε 

πξνζνρή ζα πξέπεη λα δνζεί ζηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν αλαπαξίζηαηαη ε ζπλνιηθή 

παξακφξθσζε. Γειαδή, ε αλαπαξάζηαζε ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ θαη ε κέζνδνο 

αληηζηνηρίαο είλαη αιιεινεμαξηψκελεο θαη ν ηξφπνο πξνζέγγηζεο απηήο ηεο 

εμάξηεζεο επεξεάδνπλ ηελ ηειηθή κεηαθνξά. 

 

Ηδηαίηεξε ζεκαζία ζα πξέπεη λα δνζεί ζηελ απνδνηηθή κεηαθνξά ησλ 

κεηαζρεκαηηζκψλ. Με ηελ θσδηθνπνίεζε ηεο παξακφξθσζεο θαη ηνλ θαζνξηζκφ ηεο 

αληηζηνηρίαο λα έρνπλ νινθιεξσζεί, απηφ πνπ κέλεη γηα ηελ θαηαζθεπή κηαο πφδαο 

είλαη ε κεηαθνξά ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ κε ηέηνην ηξφπν ψζηε ε παξαγφκελε πφδα λα 

“αληηγξάθεη” ζεκαζηνινγηθά ηε πφδα ηνπ αξρηθνχ αληηθεηκέλνπ. Θα πξέπεη φκσο λα  

δηαηεξείηαη παξάιιεια ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ πνπ ην θαηαζθεπάδνπλ ( θνξπθέο, 

ηξίγσλα ) θαη ε ζπλδεζηκφηεηα ηεο πφδαο αλαθνξάο ηνπ. 

 

΢πκπεξαζκαηηθά, ε Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο έρεη λα αληηκεησπίζεη ηξία βαζηθά 

πξνβιήκαηα γηα ηελ επίηεπμε ηνπ ζηφρνπ. Απηά είλαη ηα παξαθάησ: 

o Κωδικοποίηζη ηων μεηαζσημαηιζμών 

o Ανηιζηοισία ηων μονηέλων 

o Μεηαθοπά ηων μεηαζσημαηιζμών 

Ζ απνδνηηθή αληηκεηψπηζή ηνπο είλαη θξίζηκε ψζηε ε κέζνδνο λα μεπεξλά ηνπο 

πεξηνξηζκνχο απφ ην είδνο ησλ παξακνξθψζεσλ θαη ηελ απνθπγή ηεο θαηαζθεπήο 

δνκψλ ειέγρνπ. ΢ηε ζπλέρεηα ηνπ θεθαιαίνπ ζα πεξηγξάςνπκε αλαιπηηθά θάζε έλα 

απφ ηα ηξία πξνβιήκαηα θαη ηνλ ηξφπν επίιπζεο ηνπο απφ καζεκαηηθή ζθνπηά. 
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2.1. Κωδικοποίηζη Μεηαζσημαηιζμών 

Γηα ηελ παξαγσγή κηαο πφδαο ελφο κνληέινπ κέζσ επαλαρξεζηκνπνίεζεο, απαηηείηαη 

έλαο ηξφπνο θσδηθνπνίεζεο ηεο παξακφξθσζεο. Ζ επξεία εθαξκνγή ηεο Μεηαθνξάο 

Παξακφξθσζεο ζηεξίδεηαη ζην γεγνλφο φηη ν ηξφπνο θαηά ηνλ νπνίν έρεη πξνθχςεη 

έλα animation δελ επεξεάδεη ηε δηαδηθαζία πνπ εθαξκφδεηαη. Ζ αλαπαξάζηαζε  ηεο 

παξακφξθσζεο ζα πξέπεη λα αθνινπζεί απηήλ ηελ αξρή. 

2.1.1. Απλοϊκή Πποζέγγιζη 

Έλαο ηξφπνο γηα λα θσδηθνπνηήζνπκε ηελ παξακφξθσζε ελφο κνληέινπ είλαη λα 

ιάβνπκε ππφςε ηε δηαθνξά ζηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ ηνπ κεηαμχ δχν 

ζηηγκηφηππψλ ηνπ. Έηζη δειαδή γηα θάζε θνξπθή θξαηάκε έλα δηάλπζκα 

κεηαηφπηζεο, ε πξφζζεζε ηνπ νπνίνπ ζηηο αξρηθέο θνξπθέο παξάγεη ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ησλ κεηαζρεκαηηζκέλσλ θνξπθψλ. Γνζέληνο ελφο ηειηθνχ κνληέινπ 

θαη κηαο αληηζηνηρίαο κεηαμχ ησλ θνξπθψλ, ζε θάζε θνξπθή ηνπ ηειηθνχ 

πξνζζέηνπκε ην δηάλπζκα κεηαηφπηζεο ηεο αληίζηνηρεο θνξπθήο απφ ην αξρηθφ 

κνληέιν. Ζ ηερληθή απηή έρεη ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ πεξίπησζε κηθξψλ 

παξακνξθψζεσλ θαη ζπγθεθξηκέλα γηα ηελ αληηγξαθή εθθξάζεσλ κεηαμχ πξνζψπσλ 

[8]. Δπεηδή φκσο ηα  δηαλχζκαηα κεηαηφπηζεο δελ αληηζηνηρνχλ ζηηο ζρεηηθέο 

κεηαηνπίζεηο ησλ θνξπθψλ γηα νπνηαδήπνηε κνληέιν, δελ κπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ 

ζε κνληέια δηαθνξεηηθνχ κεγέζνπο. Δπηπιένλ αμηνπνηψληαο κφλν ηηο αξρηθέο θαη 

ηειηθέο ζέζεηο ησλ θνξπθψλ δελ ιακβάλνπκε ππφςε ηνλ πξαγκαηηθφ κεηαζρεκαηηζκφ 

πνπ κπνξεί λα απνηειείηαη απφ πεξηζηξνθέο θαη αιιαγέο ηνπ κεγέζνπο. 

2.1.2. Deformation Gradients 

Γηα λα επηηχρνπκε ηε κεηαθνξά ηεο παξακφξθσζεο γηα ηε γεληθή πεξίπησζε, πξέπεη 

λα βξνχκε έλαλ ηξφπν γηα ηελ αλαπαξάζηαζε νπνηαζδήπνηε παξακφξθσζεο. 

΢πλήζσο, ε κεηαβνιή ηεο επηθάλεηαο ελφο κνληέινπ εκπεξηέρεη παξακνξθψζεηο 

κεγάιεο θιίκαθαο. Γη απηφ ην ιφγν θαηαθεχγνπκε ζηελ Μεραληθή ΢πλερνχο Μέζνπ, 

φπνπ νη κεηαβνιέο πνπ πξνθαινχληαη ζηα ζηεξεά απφ εμσηεξηθέο δπλάκεηο 

θσδηθνπνηνχληαη κε ηε ρξήζε ησλ deformation gradients. Ζ ρξήζε ηνπο γηα ηελ 

αλαπαξάζηαζε ησλ παξακνξθψζεσλ ηξηζδηάζηαησλ αληηθεηκέλσλ, παξνπζηάζηεθε 
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αξρηθά απφ ηνλ Barr [1] γηα ηελ εθαξκνγή ηνπο ζε γεσκεηξηθά κνληέια θαη εμαηηίαο 

ηεο αθξηβήο απφδνζήο ηνπο ζπλερίδεηαη κέρξη θαη ζήκεξα. 

 

 

΢ρήκα 2.2. Τπνινγηζκφο ελφο Γηαλχζκαηνο κε Deformation Gradient. 

Αθνινπζψληαο ηελ πεξηγξαθή ηνπ [1], νη ζέζεηο ησλ κεηαζρεκαηηζκέλσλ θνξπθψλ 

ελφο αληηθεηκέλνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ εθαξκνγή κηαο ζπλάξηεζεο F ζηηο αξρηθέο 

ζπληεηαγκέλεο. Γειψλνληαο ηηο ζπληεηαγκέλεο ηεο θνξπθήο v ηνπ ΢ρήκαηνο 2.2 σο 

1 2 3X {p ,p ,p } , νη λέεο ζπληεηαγκέλεο 1 2 3X {p ,p , p }  ηεο θνξπθήο  πξνθχπηνπλ σο: 

 

X F(X) . Δμ. 2.1 

       

Αλ ζεσξήζνπκε φηη ην δηάλπζκα dp ζην εζσηεξηθφ ηνπ αληηθεηκέλνπ είλαη 

απεηξνειάρηζην, βξίζθνπκε ηε δηεχζπλζε ηνπ, ηελ αιιαγή ζηελ θιίκαθα θαη ηε 

ζηξέβισζή ηνπ απφ ην deformation gradient: 

 

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

F F F

p p p

F F FF

p p p

F F F

p p p

p

  

  

  

  

  

  

 
 
 
 

  
  

 
 
 

, 

 

 

Δμ. 2.2 

     

πνπ θαζνξίδεη ηελ αιιαγή ηνπ dp ζχκθσλα κε ηελ παξακφξθσζε F. Σα deformation 

gradients ζηελ εξγαζία [1] είλαη νη Ηαθνβηαλνί πίλαθεο ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ 

θνξπθψλ θαη ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ normal θαη tanget 

δηαλπζκάησλ ελφο αληηθεηκέλνπ, χζηεξα απφ ηελ εθαξκνγή κηαο παξακφξθσζεο F. Ζ 

X 
X  

dp F

X
dp





 
 
 
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παξακφξθσζε F φκσο είλαη γλσζηή εμαξρήο θαη έηζη ε θαηαζθεπή ηνπ Ηαθνβηαλνχ 

πίλαθα πξνθχπηεη απφ ηνλ ππνινγηζκφ ησλ παξαγψγσλ ηεο. Δπεηδή φκσο ε 

αλαπαξάζηαζε πεξίπινθσλ παξακνξθψζεσλ είλαη δχζθνιε κέζσ κηαο αλαιπηηθήο 

ζπλάξηεζεο, πξέπεη λα πηνζεηεί κηα δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο F 

ζηε γεληθή πεξίπησζε. 

 

Ζ παξακφξθσζε ζηνλ 3Γ ρψξν κπνξεί λα πξνθχςεη ζεσξψληαο φηη έλα  αληηθείκελν 

θαηαζθεπάδεηαη σο έλα πιήζνο απφ ηεηξάεδξα. Γηα θάζε ηεηξάεδξν κε θνξπθέο v1, v2, 

v3 θαη v4 ε ζπλάξηεζε F νξίδεη ηηο λέεο ζέζεηο ησλ θνξπθψλ  1 2 3 4, , θαηv v v v απφ ηελ 

πφδα αλαθνξάο ζηε κεηαζρεκαηηζκέλε πφδα. Έηζη, γηα θάζε ηεηξάεδξν ππάξρεη έλα 

deformation gradient J πνπ κεηαζρεκαηίδεη θάζε δηάλπζκα ζε απηφ απφ ηελ αξρηθή 

ζηε λέα θαηάζηαζε. Γηα ηα δηαλχζκαηα ησλ αθκψλ ελφο ηεηξαέδξνπ ηζρχεη: 

 

2 1 2 1

3 1 3 1

4 1 4 1

J( )

J( )

J( )

v v v v

v v v v

v v v v

  

  

  

. 

 

Δμ. 2.3 

 

Αλ νξίζνπκε ηηο παξαπάλσ εμηζψζεηο ζε κνξθή πίλαθα θαη ιχζνπκε σο πξνο J, 

ιακβάλνπκε ηε ζρέζε: 

 

1J = VV  Δμ. 2.4 

 

κε 

2 1 3 1 4 1

2 1 3 1 4 1

2 1 3 1 4 1

( ) ( ) ( )

V ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x x x

y y y

z z z

v v v v v v

v v v v v v

v v v v v v

   
 

   
 
    

,

2 1 3 1 4 1

2 1 3 1 4 1

2 1 3 1 4 1

( ) ( ) ( )

V ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x x x

y y y

z z z

v v v v v v

v v v v v v

v v v v v v

   
 

   
 
    

 

 

Δμ. 2.5 

 

Όπσο πξνθχπηεη απφ ηελ Δμίζσζε (2.4) ν πίλαθαο J γηα θάζε ηεηξάεδξν κπνξεί λα 

θαηαζθεπαζηεί φηαλ νη ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ είλαη γλσζηέο γηα ηηο δχν 

θαηαζηάζεηο ηνπ κνληέινπ. 

 

΢ην πξφβιεκα ηεο Μεηαθνξάο Παξακφξθσζεο νη θαηαζηάζεηο ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ 

είλαη κέξνο ηεο εηζφδνπ, πξάγκα πνπ ζεκαίλεη πσο νη πίλαθεο J κπνξνχλ λα 
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ππνινγηζηνχλ. Δπεηδή φκσο ηα deformation gradients νξίδνληαη ζε φγθνπο θαη απφ 

θάζε πφδα έρνπκε πιεξνθνξία κφλν γηα ηελ επηθάλεηα ηνπ κνληέινπ, πξνθχπηεη 

αλαληηζηνηρία ζηα δεδνκέλα. Μία ιχζε είλαη ε ηεηξαεδξνπνίεζε ηνπ κνληέινπ γηα 

θάζε  πφδα φπσο γηα παξάδεηγκα ζην [15]. Αλ θαη ε ζπλδεζηκφηεηα ηεο επηθάλεηα ηνπ 

κνληέινπ παξακέλεη ε ίδηα, ε ηεηξαεδξνπνίεζε ηνπ εζσηεξηθνχ εθηφο φηη είλαη κηα 

ρξνλνβφξα δηαδηθαζία ζπλήζσο δελ παξάγεη ηελ αλακελφκελε αληηζηνηρία κεηαμχ 

ησλ ηεηξαέδξσλ ζηηο πφδεο. Σν πξφβιεκα κπνξεί λα μεπεξαζηεί κε επαλαιεπηηθή 

δηφξζσζε ηεο θαηάηκεζεο, πξάγκα πνπ απφ κφλν ηνπ θάλεη ηε δηαδηθαζία κε 

απνδνηηθή. Παξφκνηαο θηινζνθίαο ηερληθέο έρνπλ επίζεο πξνηαζεί, κεξηθέο απφ ηηο 

νπνίεο είλαη επέθηαζε κεζφδσλ γηα ηνλ 2Γ ρψξν αιιά θακία δελ ιεηηνπξγεί 

απνδνηηθά ζηεξηδφκελε κφλν ζηελ επηθάλεηα. 

 

΢ηελ ζπλήζε πεξίπησζε πνπ ε επηθάλεηα ελφο κνληέινπ είλαη ηξηγσληθή, ε 

αληηζηνηρία ησλ ηξηγψλσλ παξακέλεη ακεηάβιεηε γηα θάζε ζηηγκηφηππν. Ζ πξψηε 

ζθέςε είλαη πσο κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο ηξείο αθκέο ησλ ηξηγψλσλ γηα 

ηνλ ππνινγηζκφ ησλ πηλάθσλ Ji. Απηφ φκσο απνξξίπηεηαη ακέζσο αθνχ ην ζχζηεκα 

πνπ νξίδεηαη γηα θάζε εγγξαθή ηνπ Ji είλαη ππφ-νξηζκέλν: ν 3 3  πίλαθαο έρεη ελλέα 

βαζκνχο ειεπζεξίαο, ελψ έλα ηξίγσλν έρεη δχν αλεμάξηεηεο αθκέο άξα έμη βαζκνχο 

ειεπζεξίαο. Όπσο πξνθχπηεη, έλα deformation gradient πξέπεη λα θαηαζθεπάδεηαη 

απφ ηξία αλεμάξηεηα δηαλχζκαηα. Απηφ ζεκαίλεη πσο απαηηνχληαη ηέζζεξηο θνξπθέο 

ψζηε λα θαζνξίδεηαη θαη ε θαηεχζπλζε ηνπ ηξηγψλνπ. 

 

΢χκθσλα κε ηελ παξαπάλσ παξαηήξεζε γηα ηε ζσζηή κεηαθνξά ηεο παξακφξθσζεο 

πξέπεη λα θαζνξίδεηαη ε θαηεχζπλζε θάζε ηξηγψλνπ. Γη απηφ ην ιφγν, γηα θάζε 

ηξίγσλν ηεο πφδαο αλαθνξάο ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ θαηαζθεπάδνπκε κηα ηέηαξηε 

θνξπθή v4 θάζεηε ζε απηφ σο: 

 

2 1 3 1
4 1

2 1 3 1

( ) ( )

( ) ( )

v v v v
v v

v v v v

  
 

  
. 

 

Δμ. 2.6 

 

Αληίζηνηρα νξίδεηαη θαη ε θνξπθή 4v  γηα θάζε κεηαζρεκαηηζκέλε πφδα. Ίδηα 

δηαδηθαζία αθνινπζείηαη επίζεο γηα ην ηειηθφ κνληέιν. Ζ θσδηθνπνίεζε ηεο 
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παξακφξθσζεο ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ εθκεηαιιεχεηαη κφλν ηελ πιεξνθνξία πνπ 

παξέρεηαη απφ ηελ επηθάλεηα, δειαδή ηηο θνξπθέο ηνπ θαη ηε ζπλδεζηκφηεηα ηνπο. 

Σειηθά, ν ππνινγηζκφο ηνπ πίλαθα J γηα θάζε ηξίγσλν, πνπ αλαπαξηζηά ην 

deformation gradient, πξνθχπηεη απφ ηελ εθαξκνγή ησλ εμηζψζεσλ (2.4) θαη (2.6). 

2.2. Ανηιζηοισία 

Όηαλ αλαθεξφκαζηε ζηελ επαλαρξεζηκνπνίεζε ηνπ animation ελφο κνληέινπ γηα ηελ 

παξαγσγή ελφο λένπ, απαξαίηεηε είλαη κηα αληηζηνηρία κεηαμχ ησλ δχν κνληέισλ πνπ 

θαζνξίδεη ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν ζα γίλεη ε κεηαθνξά ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ. Ζ 

ζπζρέηηζε κεηαμχ δχν θπζηθψλ νληνηήησλ είλαη ζπλήζσο πξνθαλήο, φκσο δελ ηζρχεη 

ην ίδην φηαλ αλαθεξφκαζηε ζηνλ εηθνληθφ ηξηζδηάζηαην ρψξν. Μεηαμχ δχν 

ραξαθηήξσλ γηα παξάδεηγκα, είλαη απηνλφεην πσο ηα άλσ άθξα ηνπ ηειηθνχ ζα 

πξέπεη λα αθνινπζήζνπλ ηελ θίλεζε ησλ άλσ άθξσλ ηνπ αξρηθνχ θαη  ν θνξκφο ζα 

πξέπεη λα κεηαζρεκαηηζηεί φπσο ν θνξκφο ηνπ αξρηθνχ. Ζ έλλνηα φκσο ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ είλαη πνιχ γεληθή γηα ηνλ θαζνξηζκφ ηεο ζπζρέηηζεο ζηε 

Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο. Αθφκε θαη φηαλ γηα έλα κνληέιν ε πιεξνθνξία γηα ηα 

ραξαθηεξηζηηθά είλαη δηαζέζηκε, δελ κπνξεί λα θαιχςεη ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν 

πξέπεη λα γίλεη ε κεηαθνξά ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ κεηαμχ ησλ αληίζηνηρσλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ. 

 

Δπεηδή ε ζπλνιηθή παξακφξθσζε ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ έρεη αλαιπζεί σο νη 

επηκέξνπο κεηαζρεκαηηζκνί ησλ ηξηγψλσλ ηνπ, ε αληηζηνηρία θαζνξίδεη ηα δεχγε ησλ 

ηξηγψλσλ πνπ κεηαζρεκαηίδνληαη κε παξφκνην ηξφπν. Ζ αληηζηνηρία C 

θαηαζθεπάδεηαη σο έλα πιήζνο δεπγψλ, θαζέλα απφ ηα νπνία απνηειείηαη απφ ην 

δείθηε i  ελφο ηξηγψλνπ ηνπ αξρηθνχ θαη ην δείθηε j  ελφο ηξηγψλνπ ηνπ ηειηθνχ 

κνληέινπ, φπσο θαίλεηαη παξαθάησ: 

 

1{( , ) , , ( , ) }
C

C i j i j . Δμ. 2.7 

 

Θεσξψληαο ην ίδην κνληέιν σο αξρηθφ θαη σο ηειηθφ, ην πιήζνο απφ ηα δεχγε 

αληηζηνηρίαο ηζνχηαη κε ηνλ αξηζκφ ησλ ηξηγψλσλ ηνπ θαη θάζε δεχγνο 

θαηαζθεπάδεηαη απφ ην ίδην ηξίγσλν. ΢ε φιεο ηηο ππφινηπεο πεξηπηψζεηο πνπ ηα δχν 
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κνληέια δηαθέξνπλ σο πξνο ηελ αλάιπζε, ππάξρνπλ ηέζζεξηο επηινγέο γηα ηελ 

θαηαζθεπή ηνπ C. Απηέο είλαη ε ένα-ππορ-ένα (1-1) αληηζηνηρία, ε ένα-ππορ-πολλά (1-

n), ε πολλά-ππορ-ένα (n-1) θαη  ηέινο ε πολλά-ππορ-πολλά (n-n). Ζ ηειεπηαία είλαη 

θαη ε θαηαιιειφηεξε γηα ηελ Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο, αθνχ ε γεληθφηεηα ηεο 

κεζφδνπ βαζίδεηαη ζην γεγνλφο φηη έλα ηξίγσλν ελφο κνληέινπ κπνξεί λα 

αληηζηνηρίδεηαη κε πνιιά ηξίγσλα ηνπ άιινπ κνληέινπ θαη αληίζηξνθα, μεπεξλψληαο 

κε απηφλ ηνλ ηξφπν ηνλ πεξηνξηζκφ ηεο αλάιπζεο ησλ επηθαλεηψλ. 

 

Ζ δεκηνπξγία βέβαηα ηνπ C πξνυπνζέηεη ηελ χπαξμε κηαο αληηζηνηρίαο κηθξήο 

θιίκαθαο κεηαμχ θνξπθψλ απφ ηα δχν κνληέια θαηαζθεπαζκέλε απφ ην ρξήζηε, ε 

νπνία ιεηηνπξγεί σο κηα ρνλδξηθή αξρηθή ζπζρέηηζε. Ο αλαιπηηθφο αιγφξηζκνο γηα 

ηελ θαηαζθεπή ηνπ ζπλφινπ πεξηγξάθεηαη ζην Κεθάιαην 4. 

2.3. Μεηαθοπά Μεηαζσημαηιζμών 

Απφ ηε ζηηγκή πνπ έρνπλ ππνινγηζηεί ηα deformation gradients γηα θάζε ηξίγσλν ηεο 

αξρηθήο πφδαο θαη έρεη θαζνξηζηεί ε αληηζηνηρία κεηαμχ ησλ δχν κνληέισλ, απνκέλεη 

ην ηειεπηαίν βήκα ηεο δηαδηθαζίαο ψζηε λα παξαρζεί κηα πφδα ηνπ ηειηθνχ 

αληηθεηκέλνπ. ΢ηφρνο ηεο δηαδηθαζίαο είλαη λα βξεζνχλ νη θαηάιιεινη 

κεηαζρεκαηηζκνί πνπ φηαλ εθαξκνζηνχλ ζηα ηξίγσλα ηνπ ηειηθνχ ην απνηέιεζκα λα 

κηκείηαη ηελ αξρηθή παξακφξθσζε. 

 

Σν deformation gradient ελφο ηξηγψλνπ γηα δχν ζηηγκηφηππα ελφο κνληέινπ, 

θσδηθνπνηεί ην κεηαζρεκαηηζκφ πνπ φηαλ εθαξκνζηεί ζηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ  ηηο 

κεηαζρεκαηίδεη ζηηο λέεο ηνπο ζέζεηο αλ δελ ιάβνπκε ππφςε ηε κεηαηφπηζε (Δμίζσζε 

(2.3) ). Τπνζέηνληαο φηη ην αξρηθφ κνληέιν ηνπ ΢ρήκαηνο 2.1 απνηειείηαη απφ n  

ηξίγσλα, ε παξακφξθσζε πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ πφδα αλαθνξάο PS  θαη ηελ 

κεηαζρεκαηηζκέλε πφδα PS , θσδηθνπνηείηαη σο ην ζχλνιν ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ iS  

γηα θάζε ηξίγσλν i  σο   1 2S S ,S , ,S .n  Γηα λα παξαρζεί ε πφδα PT  ηνπ ηειηθνχ 

κνληέινπ πξέπεη λα βξεζεί εθείλε ε παξακφξθσζε Σ πνπ ζα ην κεηαζρεκαηίδεη κε 

γλψκνλα φηη ην απνηέιεζκα πνπ πξνθχπηεη είλαη φζν ην δπλαηφλ πην θνληά ζηελ 

αξρηθή πφδα PS . Αλ ππνζέζνπκε φηη ην πιήζνο ησλ ηξηγψλσλ ηνπ ηειηθνχ κνληέινπ 
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είλαη m, ζθνπφο ηεο Μεηαθνξάο Παξακφξθσζεο είλαη ε θαηαζθεπή ηνπ ζπλφινπ 

 1 2T T ,T , ,Tm , δειαδή ε εχξεζε γηα θάζε ηξίγσλν ηνπ Tj , ψζηε λα είλαη φζν ην 

δπλαηφλ πην θνληά ζην Si . 

2.3.1. Απσική Πποζέγγιζη 

Ζ γεληθή πξνζέγγηζε γηα ηελ παξαγσγή θάπνηνπ ζηηγκηφηππνπ ελφο κνληέινπ είλαη ε 

εθαξκνγή ηνπ ζπζρεηηζκέλνπ κεηαζρεκαηηζκνχ Q d ζε θάζε ηξίγσλφ ηνπ, ψζηε ην 

ζρήκα θαη ε δηεχζπλζε θάζε ηξηγψλνπ λα αιιάμνπλ θαηάιιεια ζην ρψξν ελψ νη 

ηειηθέο ζέζεηο ησλ θνξπθψλ ηνπ λα παξάγνληαη απφ ηελ εθαξκνγή κηαο κεηαηφπηζεο. 

Ζ ζπληζηψζα Q ηνπ ζπζρεηηζκέλνπ κεηαζρεκαηηζκνχ είλαη έλαο 3 3  πίλαθαο πνπ 

φηαλ εθαξκνζηεί ζηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ πξνθαιεί αιιαγή ζηε δηεχζπλζε θαη ζην 

κέγεζφο ηνπ, αθνχ εκπεξηέρεη ζηξνθή, αιιαγή ζηελ θιίκαθα θαη ζηξέβισζε, ελψ ε 

ζπληζηψζα d είλαη ην3 1  δηάλπζκα πνπ φηαλ πξνζηίζεηαη ζηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ 

θνξπθψλ ηνπ ηξηγψλνπ ηηο κεηαηνπίδεη ζηηο λέεο ηνπο ζέζεηο. 

 

Απφ ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ ηνπ ζπζρεηηζκέλνπ κεηαζρεκαηηζκνχ πξνθχπηεη πσο ε 

ζπληζηψζα Q κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ην deformation gradient ηνπ ηξηγψλνπ ζχκθσλα 

κε ηελ Δμίζσζε (2.3). Απηφ γίλεηαη εχθνια αληηιεπηφ θαη απφ ηνλ ηχπν: 

 

Q di iv v  ,   1 4i  Δμ. 2.8 

 

φπνπ ζε θάζε ηξίγσλν ζεσξνχκε ηελ επηπιένλ θνξπθή ζχκθσλα κε ηελ Δμίζσζε 

(2.6) γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ Q. ΢ηε ζπλέρεηα ηεο ελφηεηαο ζα αλαθεξφκαζηε ζην Q 

απιά σο κεηαζρεκαηηζκφο θαη δελ ζα ην εμηζψλνπκε κε ην deformation gradient. 

 

Αλ ζεσξήζνπκε φηη ε παξακφξθσζε πνπ πεγάδεη απφ έλα κνληέιν εθαξκφδεηαη ζην 

ίδην θαη φρη ζε θάπνην κε δηαθνξεηηθή αλάιπζε, ηφηε ε δηαδηθαζία πνπ απαηηείηαη 

είλαη μεθάζαξε. Αθνχ ε αληηζηνηρία κεηαμχ ησλ ηξηγψλσλ είλαη έλα-πξνο-έλα κε θάζε 

ηξίγσλν λα ζπζρεηίδεηαη κε ηνλ εαπηφ ηνπ, ν κεηαζρεκαηηζκφο Qi  πνπ εθαξκφδεηαη 

ζε έλα ηξίγσλν i είλαη αθξηβήο θαη ην δηάλπζκα κεηαηφπηζεο di είλαη ην ίδην κε ηα ην 

δηάλπζκα απφ ηελ παξακφξθσζε. Σν πξφβιεκα απηήο ηεο πξνζέγγηζεο εληνπίδεηαη 
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ζηε ζπλήζε πεξίπησζε πνπ ε αλάιπζε ησλ δχν κνληέισλ είλαη δηαθνξεηηθή. Όηαλ 

ζχκθσλα κε ηελ αληηζηνηρία C νη κεηαζρεκαηηζκνί Qi εθαξκνζηνχλ ζηα ηξίγσλα ηνπ 

ηειηθνχ κνληέινπ πξνθαινχλ ζηξνθή , αιιαγή ζηελ θιίκαθα θαη ζηξέβισζε ηνπο. 

Δπεηδή φκσο ηα ηξίγσλα δελ κεηαηνπίδνληαη ζηηο ηειηθέο ηνπο ζέζεηο, ε επηθάλεηά 

ηνπο είλαη αζπλερήο , φπσο θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 2.3.β. Δπηρεηξψληαο λα εθαξκφζνπκε 

εθηφο απφ ηα Qi, ηα δηαλχζκαηα κεηαηφπηζεο di απφ ηα αληίζηνηρα ηξίγσλα ηνπ 

αξρηθνχ, ε αζπλέρεηα ηεο επηθάλεηαο παξακέλεη θαη ην κνληέιν έρεη ηε κνξθή ηνπ  

΢ρήκαηνο 3.3.γ. Απηφ είλαη θπζηθφ αθνχ ηα di πεξηγξάθνπλ ηε πξαγκαηηθή 

κεηαηφπηζε ηνπ ηξηγψλσλ ηνπ αξρηθνχ αληηθεηκέλνπ θαη φρη ηε ζρεηηθή κεηαηφπηζε 

γηα νπνηνδήπνηε κνληέιν. 

 

 

  α)                                       β)                                       γ) 

΢ρήκα 2.3 Απεπζείαο Δθαξκνγή ησλ Deformation Gradients. 

Γερφκαζηε κηα παξαγφκελε πφδα σο απνδεθηή φηαλ ζεκαζηνινγηθά είλαη φκνηα κε 

ηελ αληίζηνηρε απφ ηελ νπνία νδεγείηαη θαη ε επηθάλεηά ηεο είλαη ζπλερήο. Γηα λα 

κελ έρνπκε φκσο αζπλέρεηεο ζε κηα ηξηγσληθή επηθάλεηα πξέπεη νη δηακνηξαδφκελεο 

θνξπθέο κεηαμχ ελφο πιήζνπο ηξηγψλσλ λα κεηαζρεκαηίδνληαη ζην ίδην ζεκείν. Αλ 

νξίζνπκε ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο ησλ ηξηγψλσλ ηνπ ηειηθνχ πνπ κεηαβάιινπλ ηελ 

επηθάλεηά ηνπ σο QT

x  θαη ηα δηαλχζκαηα κεηαηφπηζεο σο dx, γηα θάζε ηξίγσλν x , ζα 

πξέπεη λα ηζρχεη: 

 

T TQ v +d = Q v +dj i j k i k ,    , , p( )ii j k v    Δμ. 2.9 
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φπνπ σο p(vi) δειψλνπκε ην ζχλνιν ησλ ηξηγψλσλ ζηα νπνία ζπκκεηέρεη ε θνξπθή i. 

Πξνθεηκέλνπ κηα παξαγφκελε πφδα λα είλαη απνδεθηή, νξίδνπκε ην πξφβιεκα ηεο 

ειαρηζηνπνίεζεο ηεο δηαθνξάο κεηαμχ ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ ρσξίο κεηαηφπηζε 

QS θαη QT  γηα ηα δχν κνληέια, ππφ ηνλ πεξηνξηζκφ φηη νη δηακνηξαδφκελεο θνξπθέο 

κεηαζρεκαηίδνληαη ζην ίδην ζεκείν, σο εμήο: 

 

T T
1 1 n n

C
2

FQ +d …Q +d
1

min Q QS T

j j

r

  

ψζηε Q v +d = Q v +dT T

j i j k i k     , , p( )ii j k v    

 

Δμ. 2.10 

 

Ζ ιχζε ηνπ παξαπάλσ πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο είλαη ην ζχλνιν ησλ 

ζπζρεηηζκέλσλ κεηαζρεκαηηζκψλ Q +dT  πνπ φηαλ εθαξκνζηνχλ ζηηο θνξπθέο ησλ 

ηξηγψλσλ ε επηθάλεηα ηνπ κνληέινπ παξακέλεη ζπλερήο. Ζ λφξκα 
F

.  είλαη ε 

ηεηξαγσληθή ξίδα ηεο δηαθνξάο ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ ζηνηρείσλ ησλ πηλάθσλ.  

Παξφιν πνπ ε ιχζε ηεο εμίζσζεο  κπνξεί λα πξνθχςεη κε γξακκηθφ 

πξνγξακκαηηζκφ, ην πξφβιεκα κπνξεί λα επαλαπξνζδηνξηζηεί κε κηα πην πξνζεθηηθή 

αλάιπζε ψζηε λα εμαιεηθζνχλ νη πεξηνξηζκνί. 

2.3.2. Επαναπποζδιοπιζμόρ ηος Πποβλήμαηορ 

Σν πξφβιεκα ηεο αζπλέρεηαο ηεο επηθάλεηαο είλαη ην δήηεκα ην νπνίν καο νδεγεί 

ζηελ θαηαζθεπή ηνπ πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο ηεο Δμίζσζεο (2.10), ζην νπνίν 

νη πεξηνξηζκνί ζπκπεξηιακβάλνπλ θαη ηα δηαλχζκαηα κεηαηφπηζεο. Αληί φκσο λα 

ζεσξήζνπκε ηελ Δμίζσζε (2.10) σο ηελ επίιπζε ηεο Μεηαθνξάο Παξακφξθσζεο, 

κπνξνχκε λα επαλαπξνζεγγίζνπκε ην πξφβιεκα γηα ηελ θαηαζθεπή κηαο πην 

απνδνηηθήο ιχζεο. 

 

Δμαηηίαο ηνπ γεγνλφηνο φηη ηα δηαλχζκαηα κεηαηφπηζεο είλαη ην ζεκαληηθφηεξν 

κεηνλέθηεκα ηεο πξνζέγγηζεο, κηα ελαιιαθηηθή ιχζε είλαη λα ηα αγλνήζνπκε 

ζεσξψληαο φηη ε ζπληζηψζα Q ηνπ ζπζρεηηζκέλνπ κεηαζρεκαηηζκνχ αξθεί γηα ηελ 

παξαγσγή απνδεθηψλ απνηειεζκάησλ. Όπσο αλαθέξακε ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα, 
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νη κεηαζρεκαηηζκνί Q είλαη ηζνδχλακνη κε ηα deformation gradients, ηα νπνία 

νξίδνληαη απφ έλαλ 3 3  πίλαθα ππεχζπλν γηα ηελ αιιαγή ηνπ ζρήκαηνο θαη ηεο 

δηεχζπλζεο ησλ ηξηγψλσλ.  Έλα deformation gradient ζρεηίδεηαη κε ηηο θνξπθέο ηνπ 

ηξηγψλνπ κέζσ ησλ αθκψλ ηνπ. Απφ ηελ Δμίζσζε (2.3) έρνπκε: J V Vj j j . Αλ ζε 

θάζε ηξίγσλν j εθαξκφζνπκε ην deformation gradient Si ηνπ αληίζηνηρνπ αξρηθνχ, 

έρνπκε V S Vj i j , κε ηηο ζηήιεο ηνπ λα απνηεινχλ ηηο κεηαζρεκαηηζκέλεο αθκέο. 

Δπεηδή φκσο ην Si είλαη αλεμάξηεην ηεο κεηαηφπηζεο νη  αθκέο αληηζηνηρνχλ ζηηο 

ζρεηηθέο ζέζεηο ηνπο θαη έηζη ε ζέζε θάζε θνξπθήο πξέπεη λα νξηζηεί απζαίξεηα. 

 

Έλα ηξφπνο λα βξεζνχλ νη ζέζεηο νη ησλ θνξπθψλ ψζηε ε ζρεηηθή ζέζε κεηαμχ ηνπο 

λα εμαιείθεη ηε δεκηνπξγία αζπλέρεηαο είλαη ε ηνπνζέηεζε θάζε ηξηγψλνπ ζε ζρέζε 

κε έλα γεηηνληθφ ηνπ, ε ζέζε ηνπ νπνίνπ έρεη ήδε θαζνξηζηεί πξνεγνπκέλσο. 

Δθαξκφδνληαο πξψηα ην κεηαζρεκαηηζκφ ζχκθσλα κε ηελ Δμίζσζε (2.3) μεθηλψληαο 

απφ κηα θαζνξηζκέλε θνξπθή, πξνζζέηνπκε ηηο αθκέο ησλ ηξηγψλσλ ζηα νπνία 

ζπκκεηέρεη. Δπαλαιακβάλνληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία ηειηθά φια ηα ζεκεία 

ηνπνζεηνχληαη ζηηο ζρεηηθέο ηνπο ζέζεηο. Απηή ε κέζνδνο φκσο γηα ηελ θαηαζθεπή 

κηαο πφδαο δελ εμαζθαιίδεη φηη ην απνηέιεζκα είλαη απνδεθηφ. Όηαλ ε δηαδηθαζία 

εθαξκνζηεί ζην ίδην κνληέιν είλαη ζίγνπξν πσο ε κεηαζρεκαηηζκέλε επηθάλεηα είλαη 

πιήξσο ζπλδεδεκέλε. Αλ φκσο νη κεηαζρεκαηηζκνί εθαξκνζηνχλ ζηα αληίζηνηρα 

ηξίγσλα ελφο δεχηεξνπ κνληέινπ, αθφκε θαη αλ ζεσξήζνπκε κηα θαζνιηθή 

κεηαηφπηζε πάλσ ζην αξρηθφ, ε κεηαζρεκαηηζκέλε επηθάλεηα ζα πεξηιακβάλεη 

ηκήκαηα ζηα νπνία γεηηνληθά ηξίγσλα δελ ζπλδένληαη ή θαιχπηνπλ ην έλα ην άιιν. 

΢πλεπψο, επεηδή ηα ηξίγσλα ησλ δχν κνληέισλ δηαθέξνπλ ζρεκαηηθά κεηαμχ ηνπο, 

αθφκε θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο 1-1 αληηζηνηρίαο ε δηαδηθαζία απνηπγράλεη ζηελ 

παξαγσγή απνδεθηψλ απνηειεζκάησλ. Γηα απηφ ην ιφγν, ε κέζνδνο πνπ πηνζεηνχκε 

ζηε Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο θαη πεξηγξάθεηαη ζηε ζπλέρεηα ηνπ θεθαιαίνπ, δελ 

εθαξκφδεη ηα αξρηθά deformation gradients αιιά ππνινγίδεη ηηο θαηάιιειεο 

πξνζεγγίζεηο ηνπο. 

 

Γηα ηελ θαηαζθεπή ηεο κεηαζρεκαηηζκέλεο πφδαο νη λέεο ζέζεηο ησλ θνξπθψλ  ηνπ 

κνληέινπ πξέπεη λα βξεζνχλ ηαπηφρξνλα θαη φρη δηαδνρηθά. Αληί δειαδή ην ζθάικα 

πνπ πξνθχπηεη ιφγσ ηεο δηαθνξάο ζην ζρήκα ησλ ηξηγψλσλ (πνπ κεηαθξάδεηαη σο 
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αλαπνηειεζκαηηθή εθαξκνγή ησλ αξρηθψλ deformation gradients ζηα ηειηθά ηξίγσλα) 

λα ζπζζσξεχεηαη ζε έλα ζεκείν, θαηαλέκεηαη ζην ζχλνιν ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ. 

Καζψο δελ ππάξρεη θακία πφδα πνπ λα πξνθχπηεη απφ ηελ αθξηβή εθαξκνγή ηεο 

ζπλνιηθήο παξακφξθσζεο S ησλ deformation gradients, ε κέζνδνο πνπ αθνινπζνχκε 

ζεσξεί λέα deformation gradients 1 2T {T , ,T }m  σο ηα πξαγκαηηθά. 

 

Αλ ηα Tj νξηζηνχλ κε βάζε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ άγλσζησλ θνξπθψλ, ηφηε αληί γηα 

ηελ εχξεζε ησλ πιεζηέζηεξσλ κεηαζρεκαηηζκψλ ε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

ειαρηζηνπνίεζεο είλαη νη θνξπθέο απηέο θάζε απηέο. Έηζη, αθνχ ιχλνπκε απεπζείαο 

γηα ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ δελ πθίζηαηαη ην ζέκα ησλ πεξηνξηζκψλ ζην 

πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ηεο Δμίζσζεο (2.10), δηφηη ε λέα ζέζε κηαο θνξπθήο είλαη 

ε ίδηα γηα φια ηα ηξίγσλα ζηα νπνία αλήθεη. Απφ ηελ Δμίζσζε (2.4), θάζε 

deformation gradient Σj νξίδεηαη σο ν γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ ζπληεηαγκέλσλ 

ησλ κεηαζρεκαηηζκέλσλ θνξπθψλ ηνπ ηξηγψλνπ θαη ησλ ζπληεηαγκέλσλ απφ ηελ 

πφδα αλαθνξάο. ΢χκθσλα κε απηφλ ηνλ νξηζκφ, ην πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο 

μαλαγξάθεηαη σο: 

 

1

C
2

F, ,
1

min (S T )
n

i j k
v v

k

 . 

 

Δμ. 2.11 

 

Όπσο πξνθχπηεη, ην πξφβιεκα ειαρηζηνπνηείηαη φηαλ γηα θάζε δεχγνο αληηζηνηρίαο νη 

δχν κεηαζρεκαηηζκνί είλαη ίζνη. Διαρηζηνπνηψληαο ηε δηαθνξά γηα θάζε δεχγνο 

βξίζθνπκε εθείλα ηα Tj ηα νπνία είλαη φζν ην δπλαηφλ πην θνληά ζηα Si. Δπεηδή φκσο 

ηα deformation gradients είλαη αλεμάξηεηα ηεο κεηαηφπηζεο, ππάξρνπλ άπεηξεο ιχζεηο 

πνπ παξάγνπλ ην ίδην απνηέιεζκα. Κάζε κία απφ απηέο είλαη απνδεθηή θαη νη 

επηκέξνπο κεηαηνπίζεηο ησλ ηξηγψλσλ είλαη πάληα νη ίδηεο. Γηα ηελ απφθηεζε κηαο 

κνλαδηθήο ιχζεο αξθεί κία ή πεξηζζφηεξεο θνξπθέο ηνπ κνληέινπ λα πεξηνξηζηνχλ 

ζε έλα δεδνκέλν ζεκείν. Έηζη θαηαιήγνπκε ζηελ ηειηθή κνξθή ηνπ πξνβιήκαηνο : 

1

C
2

F, ,
1

min (S T )
n

i j k
v v

k

  

ψζηε r rv w ,   r R   

 

Δμ. 2.12 

 



36 

 

 

φπνπ R είλαη ην ζχλνιν ησλ θνξπθψλ πνπ πεξηνξίδνπλ ηε ιχζε θαη wr είλαη ε ζέζε 

ηεο θνξπθήο r. Απηή ε δηαηχπσζε επηηξέπεη ηε κεηαθνξά ηεο παξακφξθσζεο κεηαμχ 

κνληέισλ κε δηαθνξεηηθή ηνπνινγία ζχκθσλα κε ηελ θαηάιιειε αληηζηνηρία C. 

Όηαλ έλα ηειηθφ ηξίγσλν αληηζηνηρίδεηαη κε πεξηζζφηεξα απφ έλα ηξίγσλα ηνπ 

αξρηθνχ, ην πξφβιεκα ειαρηζηνπνηεί ηε δηαθνξά κεηαμχ ησλ επηκέξνπο δεπγψλ 

παξάγνληαο ηνλ θαηάιιειν “κέζν φξν” ηνπο. 

2.4. Ανάλςζη 

Ζ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ηεο Δμίζσζεο (2.12) πεξηγξάθεη ηε δηαηζζεηηθή επίιπζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο παξνπζηάδνληαο ηελ απεπζείαο επίιπζε ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ 

κεηαζρεκαηηζκέλσλ θνξπθψλ 1, , nv v  κέζσ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ησλ δηαθνξψλ 

ησλ deformation gradients. Γηα λα θηάζνπκε φκσο ζηε ιχζε αλαιχνπκε ζε βάζνο 

ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο ψζηε λα εθκεηαιιεπηνχκε ην γεγνλφο φηη θαηαζθεπάδνληαη 

σο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ θνξπθψλ. Απηή ε αλάιπζε καο επηηξέπεη λα 

γξάςνπκε ην πξφβιεκα σο έλα ζχζηεκα γξακκηθψλ εμηζψζεσλ, ε επίιπζε ηνπ 

νπνίνπ επηηπγράλεηαη κε απνδνηηθφ ηξφπν κε ζεκαληηθά κηθξνχο ρξφλνπο εθηέιεζεο. 

2.4.1. Σύζηημα Γπαμμικών Εξιζώζεων 

Σα deformation gradients Σj ηνπ ηειηθνχ κνληέινπ θαηαζθεπάδνληαη απφ ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ πξηλ θαη κεηά ηε δηαδηθαζία ηεο κεηαθνξάο. Απηφ 

ζεκαίλεη φηη κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ σο ν γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ ησλ θνξπθψλ απφ ηελ πφδα αλαθνξάο, νη ηηκέο ησλ νπνίσλ είλαη 

γλσζηέο θαη ησλ άγλσζησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ κεηαζρεκαηηζκέλσλ θνξπθψλ. 

Θεσξνχκε ην παξάδεηγκα ηνπ ηξηγψλνπ k ηνπ ΢ρήκαηνο 2.4.α κε θνξπθέο v1, v2, v3 

θαη ηέηαξηε θνξπθή ηελ v4 απφ ηελ Δμίζσζε (2.6) κε ηηο αληίζηνηρεο αθκέο e1, e2 

θαζψο ηελ “αθκή” e4. Οη ηηκέο ησλ αθκψλ θαη ζπλεπψο ηνλ θνξπθψλ ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκέλνπ ηξηγψλνπ k ηνπ ΢ρήκαηνο 3.4.β είλαη άγλσζηεο θαη νξίδνληαη σο  

1 2 4, ,e e e  θαη 1 2 3 4, , ,v v v v  αληίζηνηρα. 
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11 12 13

1

k 21 22 23

31 32 33

V

a a a

a a a

a a a



 
 


 
  

                                          
1 2 4

k 1 2 4

1 2 4

V

x x x

y y y

z z z

e e e

e e e

e e e

 
 


 
  

  

α)                                                                  β) 

΢ρήκα 2.4 Πίλαθεο ησλ Κνξπθψλ γηα Γχν Καηαζηάζεηο ελφο Σξηγψλνπ. 

Έηζη, o 3 3 πίλαθαο πνπ νξίδεη ην Tk είλαη ην γηλφκελν ησλ πηλάθσλ 1

kV  θαη kV πνπ 

θαηαζθεπάδνληαη απφ ηα δχν ζηηγκηφηππα ηνπ κνληέινπ θαη εθθξάδνληαη σο ν 

γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ αst κε , 1 3s t  θαη ησλ αθκψλ 1 2 4, ,e e e γηα ηηο ηξείο 

ζπληζηψζεο x, y θαη z φπσο παξαθάησ: 

 

1 1 1 2 2 4 3

2 1 1 2 2 4 3

3 1 1 2 2 4 3

r 1 3

T

T = κε

T =

r x r x r x r

r y r y r y r

r z r z r z r

e a e a e a

e a e a e a

e a e a e a



  

 

 

. 

 

Δμ. 2.13 

 

Δπεηδή φκσο νη αθκέο θαηαζθεπάδνληαη απφ ηηο άγλσζηεο θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ, 

ηειηθά ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα είλαη ν γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ηεο ζπληζηψζαο ησλ 

ηξηψλ θνξπθψλ ηνπ επί ηελ αληίζηνηρε ζηήιε ηνπ 1

kV  . Έηζη ν γεληθφο ηχπνο πνπ 

πεξηγξάθεη ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα γηα ηηο ηξείο ζπληζηψζεο x, y θαη z γηα 

νπνηνδήπνηε ηξίγσλν j κε θνξπθέο 1 2 3 4, , ,j j j jv v v v  θαη 1 2 3 4, , ,j j j jv v v v  είλαη ν: 

 

1 1 2 3 1x 1 2x 2 3x 3 4x

2 1 2 3 1y 1 2y 2 3y 3 4y

3 1 2 3 1z 1 2z 2 3z 3 4z

r 1 3

T = ( ) v + v + v + v

T = ( ) v + v + v + v κε

T = ( ) v + v + v + v

j j j j

r r r r r r r

j j j j

r r r r r r r

j j j j

r r r r r r r

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a



  

  

  

. 

 

Δμ. 2.14 

 

Αθνχ νη παξαπάλσ εμηζψζεηο ηζρχνπλ γηα θάζε ηξίγσλν ελφο κνληέινπ κε m ηξίγσλα  

1v  
4v  

2v  
3v  

1v  

2v  

3v  
4v  

e2 

e1 

e4 
4e 4e  

2e  

1e  
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θαη n θνξπθέο, κπνξνχκε λα νξίζνπκε έλα ζχζηεκα γξακκηθψλ εμηζψζεσλ κεηαμχ 

φισλ ησλ deformation gradients θαη ησλ κεηαζρεκαηηζκέλσλ θνξπθψλ 
1, nv v . Απφ 

ην ζχζηεκα απηφ νδεγνχκαζηε ηειηθά ζηελ θαηαζθεπή ελφο πξνβιήκαηνο ειαρίζησλ 

ηεηξαγψλσλ γηα ην πξφβιεκα ηεο κεηαθνξάο παξακφξθσζεο. Γηα λα θηάζνπκε ζηελ 

επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο αξρηθά εθθξάδνπκε ηηο ζρέζεηο κε ηε κνξθή πηλάθσλ, 

μεθηλψληαο απφ ηνλ πίλαθα πνπ πεξηέρεη φιεο ηηο άγλσζηεο θνξπθέο. Ο 3( ) 1m n   

πίλαθαο Υ απνηειείηαη απφ ηηο ζπληεηαγκέλεο x, y, z ησλ 1, , nv v θαη ησλ επηπιένλ 

θνξπθψλ πνπ θαηαζθεπάδνπκε γηα θάζε ηξίγσλν κε ηε ζεηξά πνπ θαίλεηαη παξαθάησ. 
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Δμ. 2.15 

   

Ο πίλαθαο X δειαδή πεξηέρεη πξψηα ηηο x ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ θαη 

αθνινπζνχλ νη y θαη z. Με παξφκνην ηξφπν θαηαζθεπάδεηαη θαη ν πίλαθαο Q o νπνίνο 

πεξηέρεη φια ηα ζηνηρεία θάζε πίλαθα πνπ αλαπαξηζηά έλα deformation gradient Tj. Ο 

Q απνηειείηαη απφ ηνπο ηξεηο επηκέξνπο πίλαθεο Q1, Q2 θαη Q3 θαζέλαο απφ ηνπο 

νπνίνπο θαηαζθεπάδεηαη απφ ηα ζηνηρεία κίαο γξακκήο γηα θάζε Tj. 
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Δμ. 2.16 

 

Οη πίλαθεο Q1, Q2 θαη Q3 έρνπλ κέγεζνο 3 1m  αθνχ θάζε έλαο απφ απηνχο 

απνζεθεχεη ηα ηξία ζηνηρεία κηαο γξακκήο γηα θάζε Tj. Ωο εθ ηνχηνπ ν Q είλαη 
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δηάζηαζεο 9 1m  αθνχ ζηελ νπζία απνζεθεχεη φια ηα ζηνηρεία ησλ 3 3  πηλάθσλ 

ησλ deformation gradients. Δπεηδή φκσο ζηνλ πίλαθα X νη ζπληεηαγκέλεο ησλ 

θνξπθψλ έρνπλ ηνπνζεηεζεί κε ηε ζεηξά θαη ζχκθσλα κε ηελ Δμίζσζε (2.14) ηα 

ζηνηρεία ησλ Ti είλαη γξακκηθνί ζπλδπαζκνί ησλ θνξπθψλ, ε δνκή ηνπ Q πξέπεη λα 

αθνινπζεί ηνλ πίλαθα Υ. 

 

΢χκθσλα κε ηνπο πίλαθεο Υ θαη Q, γηα λα αληηθαηαζηαζεί ν ππνινγηζκφο ησλ 

deformation gradients κε έλα γξακκηθφ ζχζηεκα, απνκέλεη ε θαηαζθεπή ηνπ πίλαθα 

A πνπ ζπζρεηίδεη ηνπο δχν πίλαθεο. Ο Α θαηαζθεπάδεηαη απφ ηηο ηηκέο ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ ησλ θνξπθψλ ηεο πφδαο αλαθνξάο θαη ε δνκή ηνπ θαζνδεγείηαη απφ 

ηε ζεηξά ησλ θνξπθψλ ζηνπο X θαη Q. 

 

A

A = A

A

 
 
 

  
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 
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 
 
  

 

 

 

Δμ. 2.17 

Ο A  είλαη έλαο αξαηφο πίλαθαο κεγέζνπο 3 ( )m m n   αθνχ ην πιήζνο ησλ γξακκψλ 

ηνπ είλαη ίζν κε ην πιήζνο ησλ γξακκψλ ησλ πηλάθσλ Qi γηα  i =1,2,3 θαη ην πιήζνο 

ησλ ζηειψλ ηνπ είλαη ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ θνξπθψλ ηνπ κνληέινπ θαη ησλ 

επηπιέσλ θνξπθψλ απφ θάζε ηξίγσλν. Γηα θάζε Tj, ζηνλ πίλαθα απνζεθεχνληαη νη 

εγγξαθέο ηνπ Vj γηα ηηο αληίζηνηρεο θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ κε 1 2 3( )j j j j

r r r ra a a a     

γηα  r=1,2,3. Ο πίλαθαο Α είλαη επίζεο έλαο αξαηφο πίλαθαο κεγάιεο δηάζηαζεο κε 

επαλαιακβαλφκελε δνκή. Με ηνπο πίλαθεο A, X θαη Q λα έρνπλ νξηζηεί πιήξσο 

πξνθχπηεη ην ζχζηεκα γξακκηθψλ εμηζψζεσλ: 

 

ΑΥ = Q           

κε  
1 1

2 2

3 3

A X Q

A X = Q

A X Q

     
     
     

          

. 

 

Δμ. 2.18 

Όπσο γίλεηαη αληηιεπηφ ην ζχζηεκα κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί σο ηξία μερσξηζηά 

ππνζπζηήκαηα, απφ ηε ιχζε ησλ νπνίσλ πξνθχπηνπλ νη ζπληεηαγκέλεο ησλ λέσλ 
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θνξπθψλ ηνπ κνληέινπ. Έηζη, αληί λα ιχζνπκε ην ζπλνιηθφ ζχζηεκα, ιχλνπκε ηξία 

μερσξηζηά ππνζπζηήκαηα κε δηάζηαζε ίζε κε 1 3  ηεο αξρηθήο. 

 

Όπσο πεξηγξάςακε ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα, ζθνπφο ηεο Μεηαθνξά 

παξακφξθσζεο είλαη ε εχξεζε ηνπ ζπλφινπ 1 2T {T ,T ,T }m  ψζηε γηα θάζε δεχγνο 

αληηζηνηρίαο (i, j) ηνπ C, ην Tj λα πιεζηάδεη φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξν ζην 

αληίζηνηρν Si. Αθνινπζψληαο ηε κνξθή ηνπ γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο ηεο Δμίζσζεο 

(2.18) νξίδνπκε ηε κνξθή ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο κεηαθνξάο παξακφξθσζεο σο: 

 

A Υ = Q . Δμ. 2.19 

 

Ο πίλαθαο X παξακέλεη ίδηνο κε πξηλ αθνχ νη άγλσζηνη ηνπ ζπζηήκαηνο 

εμαθνινπζνχλ λα είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ. Θεσξψληαο ηε γεληθή 

πεξίπησζεο ηεο n-n αληηζηνηρίαο ε δηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο εμαξηάηαη απφ ην 

πιήζνο |C|. Γηα θάζε δεχγνο αληηζηνηρίαο (i, j) ζηνλ πίλαθα Q  απνζεθεχνληαη νη ηηκέο 

ηνπ πίλαθα Si, νη νπνίεο είλαη γλσζηέο θαη ζηνλ πίλαθα A νη αληίζηνηρεο ηηκέο απφ ηνλ 

πίλαθα Vj γηα ην ηξίγσλν j. Άξα, ε δηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ίζε κε  

9 C ×(m+n) . Λχλνληαο φκσο γηα θάζε ζπληεηαγκέλε μερσξηζηά, ηα επηκέξνπο 

ζπζηήκαηα A X =Q , γηα 1,2,3i i i   έρνπλ δηάζηαζε 3 C ×(m+n) . ΢ην παξάδεηγκα 

πνπ αθνινπζεί θαίλεηαη ε αλαιπηηθή κνξθή ησλ πηλάθσλ γηα ην γξακκηθφ ζχζηεκα 

1 1A X Q   γηα έλα κφλν δεχγνο (i, j). 
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   
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2.4.2. Επίλςζη 

Δπεηδή νη θνξπθέο ελφο κνληέινπ ζπκκεηέρνπλ πάληα ζε πεξηζζφηεξα απφ έλα 

ηξίγσλα, αθφκα θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο 1-1 αληηζηνηρίαο, νη γξακκέο ηνπ A  είλαη 

πεξηζζφηεξεο απφ ηεο ζηήιεο ηνπ. Απηφ ζεκαίλεη πσο ην ζχζηεκα είλαη ππέξ-

νξηζκέλν θαη γη απηφ είλαη αδχλαηνλ λα βξεζεί ην ζχλνιν ησλ deformation gradients 

πνπ λα ηζνχληαη κε ηα Si. Γη απηφ ην ιφγν θαηαζθεπάδνπκε ην ζχλνιν  

1 2T {T ,T ,T }m  σο ηελ πξνζέγγηζε ησλ Si απφ ηελ επίιπζε ηνπ γξακκηθνχ 

ζπζηήκαηνο σο έλα πξφβιεκα ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. Όπσο εμεγήζακε παξαπάλσ 

ηo πξφβιεκα κπνξεί λα νξηζηεί σο ηα επηκέξνπο πξνβιήκαηα ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, 

θαη είλαη αληίζηνηρν κε ην απηφ ηεο Δμίζσζεο (2.12). 

 

1

2

2, ,
min A X Q

n
i i

v v
  ,   1 3i  

ψζηε k kv w ,  k K   . 

 

Δμ. 2.20 

 

Γηα λα αθαηξέζνπκε ηνπο πεξηνξηζκνχο απφ ην πξφβιεκα αξρηθά ζβήλνπκε ηηο 

ζηαζεξέο θνξπθέο απφ ηνλ πίλαθα Υi. Δπηπιένλ, πνιιαπιαζηάδνπκε ηηο ηηκέο ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ ησλ wk κε ηηο αληίζηνηρεο εγγξαθέο ηνπ πίλαθα A  θαη αθαηξνχκε ην 

απνηέιεζκα απφ ηηο αληίζηνηρεο εγγξαθέο ησλ πηλάθσλ 1Q , 2Q θαη 3Q . Οη ζηήιεο ηνπ 

A γηα ηηο ζηαζεξέο θνξπθέο πξέπεη επίζεο λα ζβεζηνχλ   Ζ κνξθή ηνπ πξνβιήκαηνο 

ειαρηζηνπνίεζεο ρσξίο πεξηνξηζκνχο είλαη: 

2

2
min ˆ ˆˆA X Qi i

u
 ,    1 3i ,  

Δμ. 2.21 

 

φπνπ u είλαη ην ζχλνιν ησλ ειεχζεξσλ θνξπθψλ ηνπ κνληέινπ. Ο ππνινγηζκφο 

ˆ ˆˆAX Qi i  είλαη ζηελ νπζία ε δηαθνξά κεηαμχ ησλ ηδαληθψλ deformation gradients 

πνπ κεηαζρεκαηίδνπλ ην ηειηθφ κνληέιν θαη ησλ deformation gradients Si απφ ηελ 

παξακφξθσζε ηνπ αξρηθνχ. Σν πξφβιεκα ηειηθά ειαρηζηνπνηεί ην άζξνηζκα ησλ 

δηαθνξψλ κεηαμχ ησλ ζηνηρείσλ ησλ πηλάθσλ γηα ηα Si θαη Tj. Γηα λα βξεζεί ην 

ειάρηζην, σο γλσζηφλ πξέπεη λα βξνχκε ηελ παξάγσγν ηεο λφξκαο γηα θάζε θνξπθή 

ηνπ X̂i  θαη λα ηε ζέζνπκε ίζε κε κεδέλ. Αλαιχνληαο πξψηα ηε λφξκα έρνπκε: 
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Δμ. 2.22 

 

Παξαγσγίδνληαο ηελ πξνεγνχκελε ζρέζε σο πξνο X̂i  θαη ζέηνληαο ηελ παξάγσγν 

ίζε κε κεδέλ ηειηθά ιακβάλνπκε ηηο θαλνληθέο εμηζψζεηο: 

 

ˆ ˆ ˆ ˆˆA AX A Qi i
T T

. 
Δμ. 2.23 

 

Δπεηδή ην απνηέιεζκα  ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ ηνπ αλάζηξνθνπ ελφο πίλαθα κε ηνλ 

εαπηφ ηνπ είλαη πάληνηε έλαο ζπκκεηξηθφ πίλαθα, ν ˆ ˆA A
T

 έρεη ίδην αξηζκφ γξακκψλ 

θαη ζηειψλ, ν νπνίνο ηζνχηαη κε ην πιήζνο ησλ ειεχζεξσλ θνξπθψλ ζπλ ηηο επηπιένλ 

θνξπθέο γηα θάζε ηξίγσλν. 

2.5. Αποηελέζμαηα 

Ζ απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο κεζφδνπ ηεο Μεηαθνξάο Παξακφξθσζεο ζα εμεηαζηεί 

απφ ηελ εθαξκνγή ηεο ζε έλα πιήζνο πεξηπηψζεσλ ψζηε λα θαιπθζνχλ θαη νη δχν 

θαηεγνξίεο παξακνξθψζεσλ, δειαδή νη ζθειεηηθέο θαη νη παξακνξθψζεηο ειεχζεξεο 

κνξθήο. Δθηφο απφ ηελ εθαξκνγή ηεο ζε δεχγε ηα νπνία έρνπλ κεγάιε νκνηφηεηα ζα 

ζρνιηάζνπκε ηηο πεξηπηψζεηο πνπ ηα δχν κνληέια έρνπλ δηαθνξεηηθή δνκή θαη 

ηδηφηεηεο θαη ζα πεξηγξάςνπκε ηηο αζηνρίεο ηεο θαη ηνπο πεξηνξηζκνχο πνπ 

αληηκεησπίδεη. 

 

Όπσο αλαθέξακε ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα, ε παξαγσγή κηαο πφδαο επηηπγράλεηαη 

κε ηελ επίιπζε ελφο αξαηνχ ζπζηήκαηνο γξακκηθψλ εμηζψζεσλ κε αγλψζηνπο ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ ηεο. Ζ πινπνίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο έγηλε αξρηθά γηα ηνλ 

επεμεξγαζηή (CPU) θαη ζηε ζπλέρεηα γηα ηελ θάξηα γξαθηθψλ (GPU), ζηελ νπνία 



43 

 

 

ζηξέθεηαη ην ελδηαθέξνλ φρη κφλν απφ ηνλ ηνκέα ησλ γξαθηθψλ αιιά θαη απφ 

πνιινχο άιινπο ηνκείο θαη επηζηήκεο. Γηα ηελ πινπνίεζε ζηε CPU ρξεζηκνπνηήζακε 

ηε βηβιηνζήθε SuperLU ε νπνία παξέρεη ηελ άκεζε κέζνδν ηεο παξαγνληνπνίεζεο 

LU θαη ηεο εχξεζεο ησλ ιχζεσλ κε πξνο-ηα-πίζσ-επίιπζε. Όζνλ αθνξά ηελ GPU, ε 

πινπνίεζε έγηλε κε ηελ βηβιηνζήθε CUSP ε νπνία είλαη θαηάιιειε γηα γξακκηθή 

άιγεβξα αξαηψλ πηλάθσλ θαη ππνινγηζκνχο ζε γξάθνπο θαη είλαη πινπνηεκέλε ζε 

CUDA. Δπηπιένλ, ε γιψζζα πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ εθαξκνγή είλαη ε C++. 

Όια ηα πεηξάκαηα εθηειέζηεθαλ ζε έλα κεράλεκα κε επεμεξγαζηή Intel(R) 

Core(TM) i7 ζηα 3.20 GHz θαη 12GB RAM, κε θάξηα γξαθηθψλ NVIDIA GeForce 

GTX 560 κε 330 ππξήλεο. 

  

΢ε θάζε παξάδεηγκα πνπ παξαζέηνπκε ε κνξθή ησλ ζρεκάησλ είλαη ίδηα θαη 

πεξηγξάθεη ηνλ ηξφπν εθηέιεζεο ηεο κεζφδνπ. Καηαξράο, ζηελ αξηζηεξή πιεπξά θάζε 

ζρήκαηνο, κε γθξίδν θφλην, θαίλνληαη νη πφδεο αλαθνξάο ησλ δχν κνληέισλ. Ζ 

πξψηε γξακκή απφ πφδεο αλαπαξηζηά ηελ αθνινπζία γηα ην αξρηθφ κνληέιν, πνπ καδί 

κε ηηο πφδεο αλαθνξάο θαη ηελ αληηζηνηρία απνηεινχλ ηελ είζνδνο ηεο κεζφδνπ. Ζ 

έμνδνο ηεο δηαδηθαζίαο θαίλεηαη ζηε δεχηεξε γξακκή θαη πεξηιακβάλεη φιεο ηηο πφδεο 

πνπ δεκηνπξγήζεθαλ βάζεη ησλ αξρηθψλ παξακνξθψζεσλ. 

 

2.5.1. Σκελεηικέρ Παπαμοπθώζειρ 

Σν πξψην παξάδεηγκα πνπ παξαζέηνπκε γηα ηελ απνηίκεζε ηεο Μεηαθνξάο 

Παξακφξθσζεο θαη είλαη ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα ησλ ζθειεηηθψλ 

παξακνξθψζεσλ, είλαη απηφ ηνπ ΢ρήκαηνο 2.5. Γηα θάζε ζηηγκηφηππν ηεο αθνινπζίαο 

ηνπ Αιφγνπ, ε παξακφξθσζε πνπ νξίδεηαη ζε ζρέζε κε ηελ πφδα αλαθνξάο 

εθαξκφδεηαη ζηελ πφδα αλαθνξάο ηεο Κακήιαο. Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνθχπηνπλ 

είλαη φκνηα κε ηα αληίζηνηρα αξρηθά, πξνζαξκνζκέλα βέβαηα ζην ζρήκα ηεο θαη 

αλαπαξάγνπλ πεηζηηθά ηελ θίλεζε.  
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΢ρήκα 2.5 Μεηαθνξά ηνπ Καιπαζκνχ ηνπ Αιφγνπ ζηελ Κακήια. 

Σα απνηειέζκαηα επίζεο ησλ ζρεκάησλ 2.6 θαη 2.7 είλαη έλα θαιφ δείγκα ηεο 

απνηειεζκαηηθφηεηαο ηεο κεζφδνπ. Αληίζεηα κε ην animation ηνπ Αιφγνπ ζην νπνίν 

ε παξακφξθσζε αθνξά θπξίσο ηα άθξα θαη είλαη πην μεθάζαξε, νη πφδεο ηηο Γάηαο 

νξίδνπλ κεγάιε κεηαβνιή ηεο επηθάλεηάο ηεο. ΢ρεδφλ ζε φιεο απφ απηέο, ε 

παξακφξθσζε αθνξά φια ηα ηκήκαηα ηεο επηθάλεηαο κε ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα 

ην θνπινχξηαζκα ηεο ηέηαξηεο πφδαο. Όκσο, ηφζν ηα απνηειέζκαηα γηα ην κνληέιν 

ηνπ Ληνληαξηνχ φζν θαη γηα απηφ ηνπ ΢θχινπ, είλαη ζεκαζηνινγηθά φκνηα κε απηά ηεο 

Γάηαο θαη ε επηθάλεηά ηνπο έρεη δηαηεξήζεη ηελ αξρηθή ηεο κνξθή. Ζ παξακφξθσζε 

πνπ πξνθχπηεη επίζεο απφ ηηο πφδεο ηνπ κνληέινπ ηνπ αλζξψπνπ (ζα ηoλ απνθαινχκε 

Crane) ηνπ ΢ρήκαηνο 2.8 κεηαθέξεηαη ζσζηά ζην ραξαθηήξα Human, αλ θαη ην ζψκα 

ηνπ δεχηεξνπ είλαη επίπεδν θαη ζηα ξνχρα ηνπ πξψηνπ δεκηνπξγνχληαη ηζαιαθψκαηα.    

 

Οη παξαδνζηαθέο κέζνδνη γηα ηελ παξαγσγή κηαο πφδαο ελφο ζθειεηηθνχ  

αληηθεηκέλνπ απφ ηελ θίλεζε ελφο αξρηθνχ κνληέινπ, θαηαζθεπάδνπλ ην ζθειεηφ πνπ 

νξίδεηαη απφ ηα πξνεμέρνληα ραξαθηεξηζηηθά. Απφ ηελ θίλεζε ησλ ηκεκάησλ ηνπ 

ζθειεηνχ ηνπ ηειηθνχ ζχκθσλα κε ηνλ αξρηθφ ζθειεηφ, ηα ζεκεία πνπ απηά ειέγρνπλ 

κεηαζρεκαηίδνληαη θαηάιιεια θαη έηζη κεηαβάιινπλ ην ζρήκα ηνπ. Ζ Μεηαθνξά 

Παξακφξθσζεο αληίζεηα, ρσξίο λα θαηαζθεπάζεη θακία επηπιένλ δνκή 

κεηαζρεκαηίδεη θάζε ηξίγσλν ηεο επηθάλεηαο αληηγξάθνληαο ηελ αιιαγή ηνπ 

ζρήκαηνο θαη ηεο θαηεχζπλζεο ησλ αληίζηνηρσλ αξρηθψλ.     
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΢ρήκα 2.6 Μεηαθνξά ησλ Παξακνξθψζεσλ απφ ηε Γάηα ζην Ληνληάξη. 

 

 

΢ρήκα 2.7 Παξαγσγή ησλ Πνδψλ ηνπ ΢θχινπ απφ ηελ Παξακφξθσζε ηεο Γάηαο. 

 

 

΢ρήκα 2.8 Παξαγσγή ηεο αθνινπζίαο ηνπ Human φπσο νξίδεηαη απφ ηνλ Crane. 
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2.5.2. Παπαμοπθώζειρ Ελεύθεπηρ Μοπθήρ 

Δθηφο απφ ην ρεηξηζκφ ησλ παξακνξθψζεσλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηηο άθακπηεο 

παξακνξθψζεηο ησλ πξνεμερφλησλ ραξαθηεξηζηηθψλ γηα ηα ζθειεηηθά κνληέια, ε 

κέζνδνο έρεη ζρεδηαζηεί ψζηε λα αληαπεμέξρεηαη θαη ζηηο πεξηπηψζεηο ησλ 

παξακνξθψζεσλ ειεχζεξεο κνξθήο. Σν παξάδεηγκα ηνπ ΢ρήκαηνο 2.9 αλήθεη ζε 

απηήλ ηελ θαηεγνξία αθνχ απεηθνλίδεη έλα άινγν πνπ μεθνπζθψλεη θαη θαηαξξέεη 

ιφγσ ηεο βαξχηεηαο. Όηαλ ε παξακφξθσζε ηνπ Αιφγνπ εθαξκφζηεθε ζην κνληέιν 

ηεο Κακήιαο, ε αιιαγή ζηελ επηθάλεηά ηεο αληαπνθξίζεθε άξηζηα ζηε αξρηθή 

αθνινπζία θαη ηα απνηειέζκαηα εθηφο φηη αληηγξάθνπλ ηα αληίζηνηρα αξρηθά, είλαη 

ινγηθά γηα ην ίδην ην κνληέιν. Αλ θαη απαηηείηαη κεγάιε κεηαβνιή ηεο επηθάλεηαο, ην 

ζχζηεκα γξακκηθψλ εμηζψζεσλ πνπ ιχλεηαη γηα ηελ θαηαζθεπή κηαο πφδαο, 

ηνπνζεηεί ηηο θνξπθέο ζηηο θαηάιιειεο ζρεηηθέο ηνπο ζέζεηο δηαηεξψληαο έηζη ηηο 

ηδηφηεηεο ηεο επηθάλεηαο ηεο πφδαο αλαθνξάο. 

 

Όπσο είδακε ε Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο αληαπνθξίλεηαη κε ηνλ ίδην ηξφπν θαη γηα 

ηηο δχν θαηεγνξίεο παξακνξθψζεσλ. Ζ δηαδηθαζία πνπ αθνινπζεί γηα λα 

θσδηθνπνηήζεη ηελ αξρηθή κεηαβνιή θαη λα ηελ αλαπαξάγεη ζην ηειηθφ ζρήκα είλαη ε 

πάληα ε ίδηα θαη ζηεξίδεηαη απνθιεηζηηθά ζηελ επηθάλεηα. ΢πλεπψο, ζα κπνξνχζακε 

λα ζπκπηχμνπκε ηηο δχν θαηεγνξίεο ζε κία θαη λα ζεσξήζνπκε φηη θάζε παξάδεηγκα 

είλαη κηα παξακφξθσζε ειεχζεξεο κνξθήο. 

 

 

 

΢ρήκα 2.9 Αλαπαξαγσγή ηνπ εθέ ηνπ μεθνπζθψκαηνο απφ ηελ θακήια. 
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΢ρήκα 2.10 Μεηαθνξά ηεο Παξακφξθσζεο γηα Γηαθνξεηηθά Μνληέια. 

2.5.3. Εςέλικηη Μεηαθοπά 

΢ε φια ηα πξνεγνχκελα παξαδείγκαηα ε ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ κνληέισλ είλαη 

μεθάζαξε αθνχ νη πφδεο αλαθνξάο ηνπο είλαη παξφκνηεο. Έηζη, θαηά ηε δηαδηθαζία 

ηεο κεηαθνξάο ησλ παξακνξθψζεσλ φια ηα ηκήκαηα απφ ηηο δχν επηθάλεηαο  

ζπκκεηέρνπλ ελεξγά. ΢ην ΢ρήκα 2.10 βιέπνπκε έλα δεχγνο αληηθεηκέλσλ πνπ δελ 

αθνινπζεί απηφ ην κνηίβν. Σν ξφιν ηνπ αξρηθνχ αληηθεηκέλνπ έρεη ν ραξαθηήξαο 

Bouncing ε αθνινπζία ηνπ νπνίνπ έρεη πξνθχςεη απφ έλα ζχζηεκα motion capture. 

Σν ηειηθφ κνληέιν φκσο δελ αθνινπζεί ηε δνκή ηνπ, αθνχ αλαπαξηζηά έλα παληειφλη 

θαη φπσο  γίλεηαη αληηιεπηφ ν αξηζκφο ησλ πξνεμερφλησλ ραξαθηεξηζηηθψλ κεηαμχ 

ηνπο δηαθέξεη. Αθφκε, ε επηθάλεηα ηνπ ραξαθηήξα είλαη θιεηζηή, ελψ ην παληειφλη 

είλαη αλνηρηφ θαη ζην πάλσ θαη ζην θάησ κέξνο ηνπ. 

 

Παξφιν πνπ ηα δχν κνληέια δελ είλαη φκνηα φηαλ αληηκεησπίδνληαη ζαλ ζχλνιν, ε 

κεηαθνξά παξακφξθσζεο εθκεηαιιεχεηαη ηελ νπζηαζηηθή πιεξνθνξία πνπ πεγάδεη 

απφ ην ζρήκα ηνπο. Γειαδή, γηα λα κεηαζρεκαηηζηεί ην κνληέιν ηνπ Παληεινληνχ 

έρνληαο σο πξφηππν ηελ αθνινπζία ηνπ Bouncing, αξθεί λα ζπζρεηηζηεί κε ηα θάησ 

άθξα ηνπ. Ζ κέζνδνο πνπ πεξηγξάθνπκε ζην επφκελν θεθάιαην γηα ηε ζπζρέηηζε δχν 

κνληέισλ, κπνξεί λα ρεηξηζηεί ηέηνηνπ είδνπο δηαθνξέο θαη ζην ζπγθεθξηκέλν 

παξάδεηγκα απιά αγλνεί ηα ππφινηπα ηκήκαηα ηνπ αξρηθνχ. Με ηελ αληηζηνηρία σο 

δεδνκέλε, ε κεηαθνξά ησλ παξακνξθψζεσλ γίλεηαη κε ηνλ ζπλήζε ηξφπν, αθνχ γηα 
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ηελ παξαγσγή κηαο πφδαο ιακβάλνληαη ππφςε κφλν ηα deformation gradients ησλ 

ηξηγψλσλ απφ ηα θάησ άθξα. 

 

 

΢ρήκα 2.11 Παξαγσγή Animation απφ Γηαθνξεηηθέο Πφδεο Αλαθνξάο. 

2.5.4. Πεπιοπιζμοί 

Παξά ην γεγνλφο φηη ην θίλεηξν ηεο Μεηαθνξάο Παξακφξθσζεο είλαη ε γεληθφηεηα, 

ψζηε λα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ρσξίο λα θάλεη ππνζέζεηο, ε εθαξκνγή ηεο είλαη 

βαζηζκέλε ζε δχν πξνυπνζέζεηο. Ζ πξψηε είλαη ε ζεκαζηνινγηθή νκνηφηεηα κεηαμχ 

ηεο πφδαο αλαθνξάο ησλ δχν κνληέισλ θαη ε δεχηεξε είλαη ε θπζηθή ζπζρέηηζε 

απηνχ ηνπ νπνίνπ αλαπαξηζηνχλ. Γηα παξάδεηγκα, ζην ΢ρήκα 2.11 απεηθνλίδεηαη ε 

κεηαθνξά ηεο παξακφξθσζεο απφ ην Άινγν πνπ θαιπάδεη ζην Ληνληάξη. 

΢πγθξίλνληαο θάζε δεχγνο απφ πφδεο, δίλεηαη ε εληχπσζε πσο ε κεηαθνξά δελ έγηλε 

ζσζηά. Δλψ ε νπξά ηνπ Αιφγνπ ζα ιέγακε φηη έρεη νξηδφληηα θαηεχζπλζε θαζψο ηα 

απηφ θαιπάδεη, ζην Ληνληάξη ε θαηεχζπλζή ηεο είλαη θάζεηε. Απηφ φκσο δελ 

νθείιεηαη ζε ιαλζαζκέλε κεηαθνξά ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ αιιά ζην γεγνλφο φηη ζηηο 

πφδεο αλαθνξάο ε θαηεχζπλζή ηνπο είλαη δηαθνξεηηθή. Δπίζεο, ν ηξφπνο πνπ ην 

Ληνληάξη αληηγξάθεη ηνλ θαιπαζκφ δελ αληαπνθξίλεηαη ζηνλ ηξφπν πνπ έλα 

πξαγκαηηθφ ιηνληάξη ηξέρεη, παξάγνληαο αθαιαίζζεηα απνηειέζκαηα. Γειαδή ε 

εθαξκνγή ηεο Μεηαθνξάο Παξακφξθσζεο δελ ηθαλνπνηεί ηηο ζεκαζηνινγηθέο 

θηλήζεηο ησλ κνληέισλ, φπσο γηα παξάδεηγκα ζην [6] αιιά αληηγξάθεη ηελ 

παξακφξθσζε. 

 

Δπηπιένλ, επεηδή ε  κέζνδνο εθαξκφδεη ηα deformation gradients ησλ ηξηγψλσλ ηνπ 

αξρηθνχ ζηα αληίζηνηρα ηξίγσλα ηνπ ηειηθνχ, ε  πιεξνθνξία κηθξψλ ηκεκάησλ ηεο 
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επηθάλεηαο ηνπ πξψηνπ κνληέινπ κεηαθέξεηαη ζηελ επηθάλεηα ηνπ δεχηεξνπ. Με 

απηφλ ηνλ ηξφπν είλαη πηζαλφλ ζην ηειηθφ κνληέιν λα ελζσκαησζνχλ ραξαθηεξηζηηθά 

ηνπ πξψηνπ. ΢ην ΢ρήκα 2.8 ην αξρηθφ κνληέιν αλαπαξηζηά έλαλ άλζξσπν ηα ξνχρα 

ηνπ νπνίνπ έρνπλ έληνλεο πηπρέο. Καζψο πεξπαηάεη νη πηπρέο κεηαβάιινληαη πνιχ, 

κε απνηέιεζκα ην ηειηθφ κνληέιν εθηφο απφ ηε ζπλνιηθή αλαπαξαγσγή ηεο θίλεζεο 

λα αληηγξάθεη θαη ηε κεηαβνιή ηνπο. Απηφ ηειηθά ζεκαίλεη πσο ελψ ζηελ  πφδα 

αλαθνξάο ην ζψκα ηνπ είλαη ιείν, ζηα παξαγφκελα απνηειέζκαηα  δεκηνπξγνχληαη 

κηθξά ηζαιαθψκαηα. Βέβαηα, ην πξφβιεκα ζα κπνξνχζε λα ιπζεί κε εθ ησλ πζηέξσλ 

επεμεξγαζία, παξφκνηα κε ην [5]  γηα ηελ επαλαθνξά ηεο αξρηθή θαηάζηαζεο. 

 

Καηαιήγνληαο, γηα ηελ θαηαζθεπή κηαο πφδαο ε κέζνδνο βξίζθεη ηνπο θαηάιιεινπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο πνπ πξέπεη λα εθαξκνζηνχλ ζηα ηξίγσλα ηνπ ηειηθνχ ψζηε λα 

αληηγξάθνπλ ηε κεηαβνιή ησλ αληίζηνηρσλ αξρηθψλ. Αθνχ δελ ζέηνπκε θαλέλαλ 

άιινλ πεξηνξηζκφ, ε επηθάλεηα κπνξεί κεηαζρεκαηηζηεί κε απζαίξεην ηξφπν. Ωο 

απνηέιεζκα, κπνξεί λα ππάξμνπλ πεξηπηψζεηο θαηά ηηο νπνίεο ηκήκαηα απφ ηελ 

επηθάλεηα κπνξεί λα ηέκλνληαη κεηαμχ ηνπο, φπσο ζπκβαίλεη κε ηελ νπξά ηνπ ΢θχινπ 

ζηηο δχν ηειεπηαίεο πφδεο ηνπ ΢ρήκαηνο 2.7. 

2.5.5. Χπόνοι Εκηέλεζηρ 

Σα ηειεπηαία ρξφληα ππάξρεη ε ηάζε ηεο αμηνπνίεζεο φισλ ησλ πφξσλ ελφο 

ζπζηήκαηνο. Υαξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα είλαη ε ρξήζε ηεο θάξηαο γξαθηθψλ γηα 

εθηέιεζε πξάμεσλ γξακκηθήο άιγεβξαο θαη επίιπζε ζπζηεκάησλ, αθνχ ν ζθνπφο γηα 

ηνλ νπνίν έρεη θαηαζθεπαζηεί είλαη πξνζαλαηνιηζκέλνο ζε απηά. Σν πιενλέθηεκά ηεο 

έλαληη ηνπ επεμεξγαζηή είλαη ε απηφκαηε παξαιιεινπνίεζε θαη ε απνδνηηθή 

εθηέιεζε φηαλ ν φγθνο ησλ δεδνκέλσλ είλαη κεγάινο.  

 

Όπσο πξναλαθέξακε, ε πινπνίεζε ηνπ γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο γηα ηελ θαηαζθεπή 

κηαο πφδαο έγηλε θαη ζηηο δχν ζπζθεπέο. Δπεηδή φκσο ν πξνγξακκαηηζκφο ηεο θάξηαο 

γξαθηθψλ δελ κεηξά πνιιά ρξφληα χπαξμεο (ε ρξήζε ηεο CUDA απφ ην θνηλφ άξρηζε 

ην 2007), δελ ζα αζρνιεζνχκε κε ηνπο ρξφλνπο εθηέιεζεο απφ ηνλ επεμεξγαζηή αιιά 

ζα ζρνιηάζνπκε κφλν ηελ απφδνζε ηεο θάξηαο. Γηα ηελ πινπνίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

ρξεζηκνπνηήζακε ηε βηβιηνζήθε CUSP θαη ε  επίιπζή ηνπ έγηλε κε ηελ εθηέιεζε 
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ελφο επαλαιεπηηθνχ αιγνξίζκνπ αθνχ πξψηα ζηνλ πίλαθα θάλακε preconditioning 

΢ηνλ Πίλαθα 2.2 είλαη ζπγθεληξσκέλνη νη ρξφλνη πνπ ρξεηάζηεθαλ γηα ηελ θαηαζθεπή 

ησλ απνηειεζκάησλ γηα θάζε παξάδεηγκα. Ζ πξψηε ζηήιε αλαθέξεηαη ζηε δηάζηαζε 

ηνπ ζπζηήκαηνο, ε δεχηεξε ζην κέζν ρξφλν εθηέιεζεο γηα θάζε ζπληζηψζα ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ θαη ε ηξίηε ζην ρξφλν γηα ην preconditioning. Σν πιήζνο ησλ δνκηθψλ 

ζπζηαηηθψλ γηα φια ηα κνληέια θαίλεηαη ζηνλ Πίλαθα 2.1. 

Πίλαθαο 2.1 Γεδνκέλα Μνληέισλ 

Μονηέλο Κοπςθέρ Σπίγωνα 

Γάηα  7207 14410 

Ληνληάξη 5000 9966 

΢θχινο 26880 63474 

Άινγν 8431 16843 

Κακήια 21887 43814 

Παληειφλη 1453 2859 

Crane 10002 20000 

Bouncing 10002 20000 

Human 9800 18500 

Φφξκα 91683 182976 

 

Δμεηάδνληαο ηνλ Πίλαθα 2.2 θαη ην γξάθεκα ηνπ ΢ρήκαηνο 2.12 πνπ δείρλεη ηε ζρέζε 

ηεο δηάζηαζεο θαη ρξφλνπ εθηέιεζεο, πξνθχπηνπλ θάπνηα ζπκπεξάζκαηα γηα ηε 

ζπκπεξηθνξά ηεο επίιπζεο ηνπ ζπζηήκαηνο. Καηαξράο, λα ππελζπκίζνπκε φηη ε 

δηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ηνπ πιήζνπο ησλ θνξπθψλ θαη ησλ 

ηξηγψλσλ ηνπ ηειηθνχ κνληέινπ. Όπσο παξαηεξνχκε ζην γξάθεκα, ε δηάζηαζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο επεξεάδεη ην ρξφλν πνπ απαηηείηαη γηα ηελ εχξεζε ηεο ιχζεο αιιά ζα 

ήηαλ ιάζνο λα εμεηαζηεί κεκνλσκέλα. Απηφ απνδεηθλχεηαη θαη απφ ην ηειεπηαίν 

παξάδεηγκα ηνπ Παληεινληνχ θαη ηεο Φφξκαο. ΢ε απηφ, ε Φφξκα δελ είλαη ηίπνηε 

άιιν απφ ην ίδην ην κνληέιν ηνπ Παληεινληνχ κε κεγαιχηεξε αλάιπζε, δειαδή 

πεξηζζφηεξα ζεκεία θαη ηξίγσλα. Έηζη, ηα απνηειέζκαηα νπηηθά είλαη ζρεδφλ ίδηα κε 

ηα αξρηθά θαη απηφο είλαη ν ιφγνο πνπ δελ ζπκπεξηιάβακε θάπνην ζρήκα πνπ λα ηα 

απεηθνλίδεη. ΢ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα ν κέζνο ρξφλνο γηα ηελ εχξεζε κηαο 

ζπληζηψζαο ησλ ζπληεηαγκέλσλ, είλαη κηθξφηεξνο απφ ηνλ αληίζηνηρν ρξφλν γηα ην 
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παξάδεηγκα ηεο Γάηαο θαη ηνπ ΢θχινπ, αλ θαη ε δηάζηαζε ηνπ δεχηεξνπ ηζνχηαη κε ην 

1 3  ηνπ  πξψηνπ.   

Πίλαθαο 2.2 Υξφλνο Δθηέιεζεο γηα ηε Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο. 

Παπάδειγμα Γιάζηαζη 

nn 

Μ.Ο για κάθε 

ζςνιζηώζα (sec) 

Preconditioning 

(sec) 

Άινγν-Κακήια 

(θαιπαζκφο) 

 n = 65701 0.403 0.362 

Γάηα-Ληνληάξη  n = 14966 0.502 0.087 

Γάηα-΢θχινο  n = 14966 1.29 0.55 

Crane-Human  n = 28300 0.306 0.181 

Άινγν-Κακήια 

(θαηάξξεπζε) 

 n = 65701 0.473 0.362 

Bouncing-Παληειφλη n = 4312 0.093 0.027 

Άινγν-Ληνληάξη  n = 14966 0.206 0.084 

Παληειφλη-Φφξκα    n = 274659 1.167 1.35 

 

Πξνζπαζψληαο λα εμεγήζνπκε απηή ηε ζπκπεξηθνξά θαηαιήγνπκε ζε έλα δεχηεξν 

ζπκπέξαζκα, φηη δειαδή ην πνζνζηφ κεηαβνιήο ηεο επηθάλεηαο έρεη ζεκαζία. ΢ην 

παξάδεηγκα ηεο Φφξκαο ηα δχν κνληέια είλαη ζρεκαηηθά φκνηα. Απηφ ζεκαίλεη φηη ηα 

deformation gradients πνπ εθαξκφδνληαη ζηα ηξίγσλά ηεο πξνθαινχλ νκνηφκνξθε 

κεηαβνιή ζην κνληέιν. Έηζη ε ηνπνζέηεζε ησλ θνξπθψλ ζηηο ζρεηηθέο ηνπο ζέζεηο, 

ψζηε λα πιεξείηαη ε ζπλέρεηα ηεο επηθάλεηαο, είλαη πην εχθνιε ζπγθξηηηθά κε ηελ 

πεξίπησζε ηνπ ΢θχινπ, ην κνληέιν ηνπ νπνίνπ δηαθέξεη απφ απηφ ηεο γάηαο. Βέβαηα, 

παξαηεξνχκε πσο αλ θαη ε νκνηφηεηα ηεο Κακήιαο κε ην Άινγν είλαη ε ίδηα θαη γηα 

ην παξάδεηγκα ηνπ θαιπαζκνχ θαη ηεο θαηάξξεπζεο ν ρξφλνο γηα ην δεχηεξν 

παξάδεηγκα είλαη κεγαιχηεξνο απφ φηη γηα ην πξψην. Απηφ φκσο επηβεβαηψλεη ην 

ζπκπέξαζκα ηεο κεηαβνιήο ηεο επηθάλεηαο, αθνχ φπσο παξαηεξνχκε ζην ΢ρήκα 2.9 

γηα λα αληηγξάςεη ε Κακήια ηελ θαηάξξεπζε, ε επηθάλεηά ηεο παξακνξθψλεηαη 

έληνλα.    

 

Σέινο, ζεκαληηθφο είλαη θαη ν ηξφπνο επίιπζεο ησλ ζπζηεκάησλ. Δπεηδή ν 

αιγφξηζκνο πνπ ρξεζηκνπνηήζακε είλαη επαλαιεπηηθφο, απαηηεί κηα αξρηθή εθηίκεζε 

ηεο ιχζεο. Όηαλ ε αθνινπζία απφ πφδεο ηνπ αξρηθνχ αλαπαξηζηά κηα ζπλερή θίλεζε, 
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ε εθηίκεζε είλαη νη ηηκέο ησλ θνξπθψλ ηεο πφδαο ηνπ ηειηθνχ πνπ κφιηο 

θαηαζθεπάζηεθε. Έηζη ν αιγφξηζκνο εθηειεί ιηγφηεξν αξηζκφ επαλαιήςεσλ. Απηφ 

επηβεβαηψλεηαη θαη απφ ην παξάδεηγκα ηνπ Ληνληαξηνχ πνπ φηαλ αληηγξάθεη ηελ 

αθνινπζία ηεο Γάηαο, ε νπνία δελ είλαη ζπλερήο αιιά μερσξηζηέο πφδεο, ρξεηάδεηαη 

πεξηζζφηεξν ρξφλν απφ φηη γηα λα αληηγξάςεη ηνλ θαιπαζκφ ηνπ Αιφγνπ.   

 

 

 

΢ρήκα 2.12 Γηάγξακκα ΢ρέζεο Γηάζηαζεο ΢πζηήκαηνο - Υξφλνπ. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 3. ΑΝΣΗ΢ΣΟΗΥΗΑ 

3.1 Αιγφξηζκνο 

3.2 Καηαζθεπή Εεπγψλ Αληηζηνηρίαο 

3.3 Απνηειέζκαηα 

 

Ζ παξακφξθσζε ηεο επηθάλεηαο ελφο ηειηθνχ κνληέινπ θαζνδεγείηαη απφ ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ κέζσ κηαο 

αληηζηνηρίαο κεηαμχ ηνπο. ΢πλήζσο ε κνξθή ησλ αληηθεηκέλσλ δηαθέξεη αθνχ έλα 

κνληέιν κπνξεί λα έρεη απζαίξεην ζρήκα. ΢ε πεξηπηψζεηο φπνπ δχν κνληέια έρνπλ 

βαζηθέο δηαθνξέο, ε αληηζηνηρία κεηαμχ ηνπο δελ είλαη πξνθαλήο αθνχ γηα 

παξάδεηγκα κπνξεί λα κνηξάδνληαη δηαθνξεηηθφ αξηζκφ πξνεμερφλησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ ε λα αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθέο θαηεγνξίεο αλάινγα κε ηε κνξθή 

ηνπο. Αθφκε φκσο θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα δχν κνληέια είλαη φκνηα σο πξνο ηα 

ραξαθηεξηζηηθά, ν ηξφπνο πνπ απηά θσδηθνπνηνχληαη ζε θάζε έλα επεξεάδεη ηε 

ζπζρέηηζή ηνπο. Ζ αληηζηνηρία δειαδή κεηαμχ δχν κνληέισλ δελ είλαη κνλαδηθή  θαη 

γη απηφ ην ιφγν θαζνξίδεη ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν ζα γίλεη ε κεηαθνξά ησλ 

κεηαζρεκαηηζκψλ. ΢πλεπψο, ν ξφινο ηεο είλαη πνιχ ζεκαληηθφο γηα ηα παξαγφκελα 

απνηειέζκαηα. 

 

Δπεηδή φκσο ην πξφβιεκα ηεο αληηζηνηρίαο κεηαμχ δχν αληηθεηκέλσλ είλαη πνιχ 

βαζηθφ θαη ζπλαληάηαη ζπρλά ζε δηάθνξνπο ηνκείο ηνλ γξαθηθψλ, πνιιέο κέζνδνη 

έρνπλ πξνηαζεί πνπ πξνζπαζνχλ λα ην επηιχζνπλ. Κάζε κία απφ απηέο ζηνρεχεη ζηελ 

επίιπζε φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξσλ πεξηπηψζεσλ, αιιά ε ηειηθή απνηίκεζε είλαη 

πσο θακία κέζνδνο δελ είλαη θαηάιιειε γηα ην πιήζνο ησλ πηζαλψλ ζπλδπαζκψλ. 

Δπίζεο, θάπνηεο ηερληθέο παξακεηξνπνηνχλ ηα κνληέια βαζηζκέλεο ζηελ ππφζεζε φηη 

ηα δχν αληηθείκελα είλαη ηνπ ίδηνπ γέλνπο (genus) θαη ε επηθάλεηεο ηνπο δελ 

πεξηέρνπλ ζθάικαηα (είλαη δειαδή manifold). Έηζη, κηα κέζνδνο γηα ηελ παξαγσγή 

ηεο αληηζηνηρίαο κεηαμχ δχν κνληέισλ πξέπεη λα μεπεξλά ηέηνηνπο πεξηνξηζκνχο, 

ψζηε ε εθαξκνγή ηεο λα είλαη θαηάιιειε ζε έλα επξχ θάζκα ζπλδπαζκψλ. 
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Βαζηζκέλνη ζηε δηαδηθαζία ηεο κεηαθνξάο ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ, φπσο 

πεξηγξάςακε ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην θαη ζην θίλεηξν ηεο επξείαο εθαξκνγήο, 

παξνπζηάδνπκε κηα  κεζνδνινγία θαζνδεγνχκελε απφ ην ρξήζηε πνπ σο απνηέιεζκα 

παξάγεη δεχγε ηξηγψλσλ απφ ηα δχν αληηθείκελα. Ζ κέζνδνο πξνυπνζέηεη έλα πιήζνο 

Μ απφ δεχγε ζεκείσλ δεηθηψλ επηιεγκέλα πάλσ ζηα δχν κνληέια. 

 

1 |M|M ={( , ) , ( , ) }i j i jv v v v . Δμ. 3.1 

 

Κάζε δεχγνο (vi, vj) απνηειείηαη απφ κία θνξπθή vi ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ θαη κηα 

θνξπθή vj ηνπ ηειηθνχ θαη δειψλεη ηε ζπζρέηηζε κεηαμχ ηνπο. Σν πιήζνο ηνπ M είλαη 

απζαίξεην θαη αθφκα θαη γηα κεγάιε αλάιπζε ηζνχηαη κε κεξηθέο δεθάδεο. 

 

Όπσο πεξηγξάςακε ζηελ Δλφηεηα 2.2 ζηφρνο ηεο κεζφδνπ είλαη ε ζπζρέηηζε φισλ 

ησλ ηξηγψλσλ ηνπ ηειηθνχ κνληέινπ κε ηξίγσλα απφ ην αξρηθφ ψζηε ηα δεχγε ηνπο λα 

θαζνξίδνπλ ηελ εθαξκνγή ησλ αξρηθψλ deformation gradients. ΢ην ζχλνιν C έλα  

ηξίγσλν κπνξεί γεληθά λα ζπκκεηέρεη ζε πεξηζζφηεξα απφ έλα δεχγε. Με απηφ ηνλ 

ηξφπν ε Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο εθηφο απφ ηνλ πεξηνξηζκφ ηεο δηαθνξεηηθήο 

αλάιπζεο ησλ επηθαλεηψλ μεπεξλά θαη ηε δηαθνξεηηθή δνκή ησλ κνληέισλ. Καζψο ε 

αληηζηνηρία νξίδεηαη ζηα δνκηθά ζπζηαηηθά ηνπ κνληέινπ, αθφκε θαη ζε πεξηπηψζεηο 

πνπ ην ηειηθφ κνληέιν έρεη κηθξφηεξν αξηζκφ πξνεμερφλησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ζε 

ζρέζε κε ην αξρηθφ, ε κέζνδνο θαηαθέξλεη λα θαηαζθεπάζεη ην ζχλνιν C αγλνψληαο 

ηα επηπιένλ ραξαθηεξηζηηθά. 

 

1{( , ) , , ( , ) }
C

C i j i j . Δμ. 3.2 

 

΢ηφρνο ηεο κεζφδνπ είλαη λα κεηαζρεκαηίζεη ηελ επηθάλεηα ηνπ ηειηθνχ αληηθεηκέλνπ 

ψζηε λα ηαηξηάμεη φζν ην δπλαηφλ θαιχηεξα ζηελ επηθάλεηα ηνπ αξρηθνχ. Δθφζνλ 

θάηη ηέηνην θαηαζηεί εθηθηφ, είλαη πιένλ εχθνιν λα πξνθχςεη κηα αληηζηνηρία κεηαμχ 

ησλ ηξηγψλσλ. Ζ κέζνδνο είλαη έλαο επαλαιεπηηθφο αιγφξηζκνο εχξεζεο 

θνληηλφηεξσλ ζεκείσλ ζε επηθάλεηα, κε πεξηνξηζκνχο ηηο θνξπθέο απφ ηα δεχγε ηνπ 
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ζπλφινπ ησλ δεηθηψλ ηνπ Μ. Σειηθά, ζπγθξίλνληαο ηα θέληξα βάξνπο ησλ ηξηγψλσλ 

κε θάπνηα θξηηήξηα, ιακβάλνπκε ην ζχλνιν ηνλ δεπγψλ αληηζηνηρίαο. 

3.1. Αλγόπιθμορ 

Ζ πξνζαξκνγή ησλ κνληέισλ πξνθχπηεη απφ ηε ιχζε ελφο πξνβιήκαηνο 

ειαρηζηνπνίεζεο ελέξγεηαο παξφκνην κε ην πξφβιεκα πνπ πεξηγξάθεθε ζηελ ελφηεηα 

ηεο κεηαθνξάο ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ. Αληίζεηα φκσο κε πξηλ, ε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε είλαη ζρεδηαζκέλε ψζηε λα κεηαζρεκαηίζεη ηελ επηθάλεηα ηνπ ηειηθνχ 

κνληέινπ ζε απηήλ ηνπ αξρηθνχ θαη φρη λα ηελ παξακνξθψζεη ζχκθσλα κε απηήλ. Σν 

πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο απνηειείηαη απφ ηξεηο φξνπο, ηνπο ΔS, EI θαη Ec, απφ ην  

ζπλδπαζκφ ησλ νπνίσλ επηηπγράλεηαη ε επηζπκεηή κεηαβνιή. Ο πξψηνο φξνο είλαη 

ππεχζπλνο ψζηε ε επηθάλεηα λα κελ έρεη απφηνκεο κεηαβνιέο, ν δεχηεξνο απνηξέπεη 

ηελ ππεξβνιηθή νκαιφηεηά ηεο ζε πεξηνρέο πνπ θάηη ηέηνην ζα αιινίσλε ηε κνξθή 

ηεο εμαηηίαο ηνπ ΔS θαη ηέινο ν ηξίηνο είλαη απηφο πνπ κεηαηνπίδεη ηηο θνξπθέο ηνπ 

ηειηθνχ ψζηε ηδαληθά λα ηαηξηάμνπλ ζηα θνληηλφηεξα ζεκεία πάλσ ζηελ επηθάλεηα 

ηνπ αξρηθνχ. Καη νη ηξείο φξνη έρνπλ ηνλ πεξηνξηζκφ πσο γηα θάζε δεχγνο απφ δείθηεο 

ηνπ M, θάζε ζεκείν ηνπ ηειηθνχ κεηαζρεκαηίδεηαη αθξηβψο ζην ζεκείν πνπ θαζνξίδεη 

ε αληίζηνηρε θνξπθή ηνπ αξρηθνχ. Αλαιχνληαο θάζε φξν ηνπ πξνβιήκαηνο 

ειαρηζηνπνίεζεο ζα θαηαιήμνπκε ζηε κνξθή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο θαη 

ζηνλ ηξφπν επίιπζεο ηεο κέζα απφ κηα επαλαιεπηηθή κέζνδν. 

 

Όπσο πξναλαθέξακε, ν φξνο ES είλαη ππεχζπλνο ψζηε ε επηθάλεηα πνπ πξνθχπηεη λα 

είλαη νκαιή. Γειαδή αλ ππνζέζνπκε φηη θηλνχκαζηε πάλσ ηεο, λα κελ ζπλαληάκε 

απφηνκεο κεηαβνιέο. Απηφ ζεκαίλεη φηη νη κεηαζρεκαηηζκνί κεηαμχ γεηηνληθψλ 

ηξηγψλσλ δε δηαθέξνπλ πνιχ. Όκνηα κε ηελ δηαδηθαζία ηεο κεηαθνξάο ζεσξνχκε ην 

πιήζνο 1 2T {T ,T ,T }m  ησλ ηδαληθψλ deformation gradients πνπ κεηαζρεκαηίδνπλ 

ηελ επηθάλεηα. Έρνπκε: 

 

 
 

2

1

1

E T T
m

S n i j F
i j adj i

v v
 

    
Δμ. 3.3 
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φπνπ m είλαη ην πιήζνο ησλ ηξηγψλσλ ηνπ ηειηθνχ κνληέινπ θαη σο adj(i) δειψλνπκε 

ην ζχλνιν ησλ ηξηγψλσλ πνπ κνηξάδνληαη κία ηνπιάρηζηνλ θνξπθή κε ην ηξίγσλν i. 

Ο φξνο ES ειαρηζηνπνηείηαη φηαλ ε κεηαβνιή ηεο επηθάλεηαο θαη φρη ε ίδηα ε 

επηθάλεηα, είλαη νκαιή. 

 

Ο ζθνπφο πνπ ζπκπεξηιακβάλεηαη ζηε ιχζε ν φξνο ΔΗ, είλαη γηα λα απνηξαπεί ε 

αιινίσζε ηνπ ζρήκαηφο ηεο εμαηηίαο ηνπ φξνπ ΔS. Αλ δελ ηνλ ιάβνπκε ππφςε, 

ππάξρεη ν θίλδπλνο ε κεηαζρεκαηηζκέλε επηθάλεηα λα είλαη ππεξβνιηθά νκαιή θαη λα 

κελ αθνινπζεί ηελ θπξηφηεηα ηεο επηθάλεηαο ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ. 
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Δμ. 3.4 

 

Ο ΔΗ ειαρηζηνπνηείηαη φηαλ ηα deformation gradients Σi ησλ ηξηγψλσλ ηζνχληαη κε ηνλ 

κνλαδηαίν πίλαθα. Απηφ ζεκαίλεη πσο θαζψο ην ζχζηεκα επηιχεηαη, ν φξνο ΔΙ δελ 

επηηξέπεη ζε έλα ηξίγσλν λα κεηαβιεζεί πνιχ ζε ζρέζε κε ηελ πξνεγνχκελε 

θαηάζηαζή ηνπ ηζνζθειίδνληαο κε απηφλ ηνλ ηξφπν ην πνζνζηφ αξλεηηθήο επίδξαζεο 

ηνπ ΔS ζηελ επηθάλεηα. 

 

Σέινο, ν φξνο EC νξίδεη φηη ηδαληθά, νη λέεο ζπληεηαγκέλεο θάζε θνξπθήο ηνπ ηειηθνχ  

ζα πξέπεη λα είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ θνληηλφηεξνπ ζεκείνπ ηεο πάλσ ζηελ 

επηθάλεηα ηνπ αξρηθνχ. Γειαδή: 
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Δμ. 3.5 

 

φπνπ c1...cn είλαη ηα θνληηλφηεξα ζεκεία γηα φιεο ηηο θνξπθέο 1 , , nv v  αληίζηνηρα. 

Σα  θνληηλφηεξα ζεκεία ci πάλσ ζε έλα ηξίγσλν δελ ζπκκεηέρνπλ ζηνπο αγλψζηνπο 

γηα ην πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο θαη ππνινγίδνληαη ειέγρνληαο ηε γσλία κεηαμχ 

ησλ normal ηεο θνξπθήο ηνπ ηειηθνχ κνληέινπ θαη ηνπ ππνςήθηνπ ηξηγψλνπ. Αλ ε 

γσλία είλαη κηθξφηεξε απφ o90  ηφηε ην ζεκείν είλαη απνδεθηφ. Ο EC είλαη ν φξνο πνπ 
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παξάγεη ηε ιεπηνκέξεηα ζηε κεηαζρεκαηηζκέλε επηθάλεηα θαη ηελ νδεγεί ζην λα 

πιεζηάζεη ηελ επηθάλεηα ηνπ αξρηθνχ. 

 

Γηα λα επηηχρνπκε ηε κεηαβνιή ηεο επηθάλεηαο ζπλδπάδνπκε ηνπο ηξεηο φξνπο ζην 

παξαθάησ πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο: 

 

1 , ,
min

ψζηε ( , ) 1 | M |, ,

n
S S I I C C

v v

i j ri j r

w E w E w E

v v 

 

 
 

Δμ. 3.6 

 

φπνπ ηα wS, wI θαη wC είλαη βάξε. Γηα λα θηάζνπκε ζηε επηζπκεηή ιχζε 

αθνινπζνχκε έλαλ επαλαιεπηηθφ αιγφξηζκν πέληε βεκάησλ πνπ ζεσξεί ηελ 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε κε γλσζηά βάξε ζε θάζε βήκα. Σν ζπλνιηθφ πξφβιεκα 

κπνξεί λα ππνδηαηξεζεί ζε δχν θάζεηο. ΢ηελ πξψηε θάζε  ιχλνπκε ην πξφβιεκα  

αγλνψληαο ηνλ φξν EC, (ζεσξνχκε ην βάξνο ηνπ wC = 0). Με απηφλ ηνλ ηξφπν 

παίξλνπκε κηα αξρηθή πξνζέγγηζε ηνπ ζρήκαηνο ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ, αθνχ ε 

επηθάλεηα κεηαζρεκαηίδεηαη ζχκθσλα κε ηνπο δχν πξψηνπο φξνπο, πνπ κεηαθηλνχλ 

ηηο θνξπθέο ηεο βάζε ησλ πεξηνξηζκψλ. Δπεηδή νη πεξηνξηζκνί νξίδνληαη απφ ηνπο 

δείθηεο, ζεκαίλεη πσο ε λέα ζέζε γηα θάζε θνξπθή ηνπ ηειηθνχ κνληέινπ πνπ 

ζπκκεηέρεη ζε έλαλ δείθηε, ηαηξηάδεη απφιπηα κε ηε ζέζε ηεο θνξπθήο ηνπ αξρηθνχ 

κνληέινπ ζην δείθηε. Γηα ηα βάξε wS θαη wI δίλνπκε ηηκέο 1.0 θαη 0.001 αληίζηνηρα, 

πνπ είλαη έλαο θαιφο ζπλδπαζκφο γηα ηελ επίηεπμε ηεο θαηάιιειεο νκαιφηεηαο γηα 

ηελ επηθάλεηα .  

 

Ζ εθαξκνγή ησλ δχν πξψησλ φξσλ ζην ηειηθφ κνληέιν πξνθαινχλ ηέηνηα  

παξακφξθσζε ζηελ επηθάλεηά ηνπ, ψζηε ην ζρήκα ηνπ ζεσξείηαη σο κηα πξψηε 

πξνζέγγηζε ηνπ αξρηθνχ αληηθεηκέλνπ. Έηζη, ζηε δεχηεξε θάζε ηεο κεζφδνπ 

επαλαιεπηηθά βειηηψλνπκε ηελ πξνζέγγηζε απηή, ψζηε ηειηθά ην κεηαζρεκαηηζκέλν 

ηειηθφ θαη ην αξρηθφ κνληέιν λα ζπκπίπηνπλ φζν ην δπλαηφ πην ηθαλνπνηεηηθά. Αθνχ 

νη θνξπθέο ηεο επηθάλεηαο έρνπλ πιένλ κεηαζρεκαηηζηεί ζχκθσλα κε ηνπο 

πεξηνξηζκνχο, νη λέεο ζέζεηο ηνπο βξίζθνληαη θνληά ζηελ επηθάλεηα ηνπ αξρηθνχ, 

επηηξέπνληαο έηζη ηελ εχξεζε ησλ θνληηλφηεξσλ ζεκείσλ ηνπο πάλσ ζε απηή. Σα 

θνληηλφηεξα ζεκεία ιεηηνπξγνχλ πιένλ σο είζνδνο γηα ηνλ φξν ΔC, ην βάξνο ηνπ 
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νπνίνπ wC ζέηνπκε ίζν κε 1.0. Έηζη, ελεξγνπνηνχκε ηε ζπκκεηνρή ηνπ ζηελ 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαη μαλαιχλνπκε ην πξφβιεκα. Αθνινπζνχκε ηελ ίδηα 

ηαθηηθή γηα ηξεηο αθφκε επαλαιήςεηο δηαηεξψληαο ηηο ηηκέο γηα ηα βάξε ησλ δχν 

πξψησλ φξσλ (wS = 1.0 θαη wI = 0.001) ελψ κεηαβάινπκε ην βάξνο ηνπ ΔC. ΢πλνιηθά 

εθηεινχκε ηέζζεξηο επαλαιήςεηο γηα ηε δεχηεξε θάζε, κε ηηο ηηκέο ηνπ wC ίζεο κε 

1.0, 50.0, 500.0 θαη 5000.0 αληίζηνηρα γηα θάζε επαλάιεςε. Ζ επίιπζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο έρεη σο απνηέιεζκα ηελ δηαδνρηθή βειηίσζε ηεο πξνζέγγηζεο ηεο 

επηθάλεηαο, κε ηελ δηαθνξά κεηαμχ ησλ αληηθεηκέλσλ χζηεξα απφ ηελ νινθιήξσζε 

ηνπ αιγνξίζκνπ λα κελ επεξεάδεη ηδηαίηεξα ζηε θαηαζθεπή απνδεθηψλ δεπγψλ 

αληηζηνηρίαο. Σν πξφβιεκα ηεο πξνζαξκνγήο ησλ δχν κνληέισλ  είλαη έλα 

ηεηξαγσληθφ πξφβιεκα κε γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο ην νπνίν αλαιχεηαη ζε έλα 

ζχζηεκα θαλνληθψλ εμηζψζεσλ αληίζηνηρα κε ην πξφβιεκα ηεο Μεηαθνξάο 

Παξακφξθσζεο. 

3.2. Καηαζκεςή Εεςγών Ανηιζηοισίαρ 

Έπεηηα απφ ηελ νινθιήξσζε ηεο δηαδηθαζία πξνζαξκνγήο, είλαη έηνηκν ην πιαίζην 

γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ ζπλφινπ ησλ δεπγψλ αληηζηνηρίαο εμεηάδνληαο ηελ απφζηαζε 

ησλ θέληξσλ βάξνπο ησλ ηξηγψλσλ θαζψο θαη ηεο δηεχζπλζήο ηνπο. Όπσο θαη ζηελ 

εχξεζε  ησλ θνληηλφηεξσλ ζεκείσλ έηζη θαη εδψ πεξηνξίδνπκε ηα πηζαλά δεχγε απφ 

ηα ίδηα θξηηήξηα. Γχν ηξίγσλα είλαη πηζαλά γηα ηελ θαηαζθεπή ελφο δεχγνπο αλ ε 

απφζηαζε κεηαμχ ησλ θέληξσλ βάξνπο ηνπο είλαη κηθξφηεξε απφ έλα δνζέλ φξην θαη 

ε γσλία πνπ νξίδεηαη απφ ηα normal ηνπο είλαη κηθξφηεξε απφ o90  (΢ρήκα 3.1). Με 

απηφ ηνλ έιεγρν απνθεχγνπκε ηε ζπζρέηηζε ηξηγψλσλ απφ πεξηνρέο πνπ βξίζθνληαη 

θνληά αιιά έρνπλ αληίζεηεο δηεπζχλζεηο, φπσο γηα παξάδεηγκα ηα ηξίγσλα πνπ 

θαηαζθεπάδνπλ ηα ρείιε ελφο πξνζψπνπ. 

 

Γηα θάζε ηξίγσλν ηνπ ηειηθνχ κνληέινπ ν αιγφξηζκνο επηιέγεη έλα ή πεξηζζφηεξα 

ηξίγσλα απφ ην αξρηθφ θαη πξνζζέηεη ηα δεχγε ζην ζχλνιν C. ΢ηελ  πεξίπησζε θαηά 

ηελ νπνία ηα δχν κνληέια δηαθέξνπλ πνιχ ζηε δνκή, αληί λα απμήζνπκε ην φξην γηα 

ηελ απφζηαζε ησλ θέληξσλ βάξνπο ζα κπνξνχζακε λα κε ζπκπεξηιάβνπκε ζην C ηα 

ηξίγσλα ηνπ ηειηθνχ γηα ηα νπνία δελ πιεξνχληαη νη πεξηνξηζκνί. Έηζη 

αληηκεησπίδνπκε ην πξφβιεκα ηεο κε χπαξμεο αξρηθνχ deformation gradient θαηά ηε 



59 

 

 

δηαδηθαζία ηεο κεηαθνξάο ζεσξψληαο ηνλ κνλαδηαίν 3 3 σο ην αξρηθφ deformation 

gradient. Με απηφλ ηνλ ηξφπν ηα ηξίγσλα ζα κεηαζρεκαηηζηνχλ θαηά ην δπλαηφλ 

ιηγφηεξν θαη δελ ζα επεξεάζνπλ ηα απνηέιεζκα ηεο δηαδηθαζίαο. 

 

 

 

     

     

 

΢ρήκα 3.1 Κξηηήξηα Καηαζθεπήο Εεχγνπο Αληηζηνηρίαο. 

3.3. Αποηελέζμαηα 

Ο ηξφπνο πνπ ε κέζνδνο θηάλεη ζηελ αληηζηνίρηζε ησλ δχν κνληέισλ, δειαδή ζηελ 

ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ ηξηγψλσλ ηνπο, απεηθνλίδεηαη παξαθάησ. Όπσο είπακε, γηα λα 

θηάζνπκε ζηελ θαηαζθεπή ησλ δεπγψλ αξρηθά πξέπεη λα νξίζνπκε έλα πιήζνο απφ 

δείθηεο πάλσ ζηηο δχν επηθάλεηεο. Απφ ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

ειαρηζηνπνίεζεο πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ, κε πεξηνξηζκνχο ηνπο δείθηεο, ην 

ηειηθφ κνληέιν κεηαζρεκαηίδεηαη ψζηε ην ζρήκα ηνπ λα ηαηξηάμεη κε ην ζρήκα ηνπ  

αξρηθνχ.  

 

 

 

΢ρήκα 3.2 Γηαδηθαζία ΢πζρέηηζεο ησλ Μνληέισλ ΢θχινπ θαη Γάηαο. 

΢ε φια ηα παξαδείγκαηα απεηθνλίδνπκε ηε δηαδηθαζία ηεο αληηζηνηρίαο πξνβάιινληαο 

ηα βαζηθά ηεο ζηάδηα. Σν ηειηθφ κνληέιν απεηθνλίδεηαη ζηα αξηζηεξά ηνπ ζρήκαηνο 

ελψ ην αξρηθφ ζηα δεμηά, ζηελ επηθάλεηα ησλ νπνίσλ θαίλνληαη νη θνξπθέο δείθηεο. 
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΢ην θέληξν θάζε ζρήκαηνο απεηθνλίδεηαη ην ζρήκα ηεο επηθάλεηαο ηνπ ηειηθνχ 

κνληέινπ, πξηλ θαη κεηά ηελ εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ. Ζ κεηαζρεκαηηζκέλε 

επηθάλεηα είλαη ζρεκαηηθά φκνηα κε ηελ επηθάλεηα ηνπ αξρηθνχ θαη έηζη κπνξνχλ λα 

εθαξκνζηνχλ ηα θξηηήξηα γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ δεπγψλ αληηζηνηρίαο. Ο 

ρξσκαηηζκφο ησλ αληίζηνηρσλ ηξηγψλσλ κε ην ίδην ρξψκα θαζνξίδεη ηε ζπλνιηθή 

ζπζρέηηζε ησλ δχν κνληέισλ, φπσο θαίλεηαη απφ ηα κνληέια θάζε ζρήκαηνο. Γηα ηελ 

απεηθφληζε ηεο αληηζηνηρίαο, θαηαξράο αλαζέζακε έλα δηαθνξεηηθφ ρξψκα ζε θάζε 

θνξπθή ηνπ αξρηθνχ. Σν ρξψκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε θνξπθή ππνινγίδεηαη σο ε 

θαλνληθνπνηεκέλε επθιείδεηα απφζηαζε απφ ην ζεκείν ηνπ bounding box ηνπ 

κνληέινπ κε ηηο κηθξφηεξεο ηηκέο ησλ ζπληεηαγκέλσλ. Έηζη γηα θάζε ηξίγσλν, ην 

ρξψκα πξνθχπηεη σο ν κέζνο φξνο ησλ ηηκψλ r, g, b ησλ θνξπθψλ ηνπ.  Με ην ρξψκα 

θάζε ηξηγψλνπ ηνπ αξρηθνχ λα έρεη θαζνξηζηεί, ην ρξψκα ελφο ηξηγψλνπ ηνπ ηειηθνχ 

ηζνχηαη κε ην ρξψκα ελφο απφ ηα ηξίγσλα κε ηα νπνία αληηζηνηρίδεηαη. 

 

΢ρήκα 3.3 Αληηζηνηρία Ληνληαξηνχ – Γάηαο. 

 

΢ρήκα 3.4 Αληηζηνηρία Κακήιαο – Αιφγνπ. 

Όπσο θαίλεηαη ζηα ΢ρήκαηα 3.2, 3.3 θαη 3.4, ε κέζνδνο κεηαβάιιεη ηδαληθά ηελ 

επηθάλεηα ηνπ ηειηθνχ φηαλ ηα δχν κνληέια έρνπλ παξφκνηα δνκή. Δπεηδή ηα ηξίγσλα 

δελ δέρνληαη κεγάιεο παξακνξθψζεηο ψζηε ζην ζχλνιφ ηνπο λα ηαηξηάμνπλ κε ηελ 
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επηθάλεηα ηνπ αξρηθνχ, ην ζρήκα ηνπο δελ αιιάδεη ηδηαίηεξα. Όηαλ ηα δχν κνληέια 

κπνξνχλ λα ζπζρεηηζηνχλ ινγηθά αιιά νη πφδεο αλαθνξάο ηνπο δελ είλαη 

ζεκαζηνινγηθά φκνηεο, ε κέζνδνο θαηαθέξλεη λα κεηαζρεκαηίζεη ην ηειηθφ αιιά 

πηζαλψο λα ρξεηαζηεί κεγαιχηεξνο αξηζκφο απφ δείθηεο. ΢ην παξάδεηγκα ηνπ  

΢ρήκαηνο 3.5 ηα ηξίγσλα ηεο νπξάο θαη ηνπ ιαηκνχ ηνπ Ληνληαξηνχ πξέπεη λα 

δερζνχλ έληνλε παξακφξθσζε γηα λα ηαηξηάμνπλ κε ηα αληίζηνηρα ηκήκαηα ηνπ 

Αιφγνπ. Γηα απηφ ην ιφγν, ζηα ζπγθεθξηκέλα ζεκεία επηιέγνπκε πεξηζζφηεξνπο 

δείθηεο ψζηε λα νδεγήζνπκε ηελ ηειηθή παξακφξθσζε.  

 

Σν παξάδεηγκα ηνπ ΢ρήκαηνο 3.6 απεηθνλίδεη κία πεξίπησζε ζηελ νπνία νη επηθάλεηεο 

ησλ δχν κνληέισλ έρνπλ δηαθνξά φζνλ αθνξά ηε ιεπηνκέξεηα. Σν ηειηθφ κνληέιν 

ηνπ Human αλαπαξηζηά έλαλ επίπεδν ραξαθηήξα κε αλζξψπηλε δνκή θαη 

απινπνηεκέλε επηθάλεηα. Σν κνληέιν ηνπ Crane αληίζεηα έρεη φγθν θαη ε επηθάλεηά 

ηνπ αλαπαξηζηά πξαγκαηηθά ξνχρα κε έληνλεο πηπρέο. Παξφια απηά, ε κέζνδνο δελ 

αληηκεησπίδεη πξφβιεκα ζηελ κεηαβνιή ηνπ ζρήκαηνο ηνπ Human θαη κάιηζηα 

αλαπαξηζηά αξθεηά πεηζηηθά ηηο πηπρέο ησλ ξνχρσλ.  

 

΢ρήκα 3.5 ΢πζρέηηζε Ληνληαξηνχ – Αιφγνπ. 

 

΢ρήκα 3.6 Αληηζηνηρία Human – Crane. 
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΢ηα παξαπάλσ παξαδείγκαηα, αλ εμαηξέζνπκε θάπνηεο κηθξέο δηαθνξέο ηα δχν 

κνληέια έρνπλ παξφκνηα κνξθή. ΢ην ΢ρήκα 3.7 απηφ δελ ηζρχεη αθνχ ην ξφιν ηνπ 

ηειηθνχ αληηθεηκέλνπ έρεη ην Παληειφλη ην νπνίν είλαη αλνηρηφ θαη ζηελ πάλσ θαη 

ζηελ θάησ πιεπξά θαη ην ξφιν ηνπ αξρηθνχ ν Bouncing, ε επηθάλεηα ηνπ νπνίνπ είλαη 

θιεηζηή. Ζ γεληθφηεηα ηεο κεζφδνπ φκσο μεπεξλά ηέηνηνπ είδνπο δηαθνξέο, αθνχ 

νπζηαζηηθά αξθεί απιά ην Παληειφλη λα ζπζρεηηζηεί κε ην ηκήκα ηνπ παληεινληνχ 

ηνπ Bouncing. Γειαδή, επεηδή νη θνξπθέο ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ πνπ ζπκκεηέρνπλ 

ζηνπο δείθηεο επηιέγνληαη απφ ην ζπγθεθξηκέλα ηκήκα ηεο επηθάλεηαο, ε κέζνδνο 

απιά αγλνεί ην ππφινηπν κνληέιν θαη κεηαζρεκαηίδεη ην ηειηθφ ζχκθσλα κε απηνχο.    

 

 

΢ρήκα 3.7 ΢πζρέηηζε Παληεινληνχ – Bouncing. 

Όπσο πξνθχπηεη, ε ζσζηή ιεηηνπξγία ηεο κεζφδνπ εμαξηάηαη άκεζα απφ ηελ επηινγή 

θαη ην πιήζνο ησλ δεηθηψλ. Οη θνξπθέο πνπ επηιέγνληαη γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ 

ζπλφινπ ησλ δεηθηψλ δελ έρνπλ θάπνηα ζπγθεθξηκέλα ραξαθηεξηζηηθά θαη κπνξεί λα 

αλήθνπλ ζε νπνηνδήπνηε ζεκείν ηεο επηθάλεηαο. Βέβαηα γηα ηε ζσζηή κεηαθνξά ηεο 

παξακφξθσζεο απαηηείηαη πξνζεθηηθή αληηζηνηρία ησλ ηξηγψλσλ πνπ βξίζθνληαη ζε 

πεξηνρέο πνπ ζηελ αξρηθή αθνινπζία παξακνξθψλνληαη έληνλα. Γηα παξάδεηγκα, ε 

ζπζρέηηζε ησλ ηξηγψλσλ απφ ηα πφδηα ηνπ Αιφγνπ θαη ηεο Κακήιαο είλαη πην 

ζεκαληηθή απφ απηή ησλ ηξηγψλσλ απφ ην θεθάιη, πνπ κεηαβάιιεηαη ειάρηζηα ζην 

animation. Γηα απηφ ην ιφγν, είλαη πξνηηκφηεξν ν κεγαιχηεξν αξηζκφο απφ δείθηεο λα 

επηιέγεηαη ζε απηέο ηηο πεξηνρέο. Ζ πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ κπνξεί λα 

επαλαιακβάλεηαη κέρξηο φηνπ ην απνηέιεζκα είλαη ηθαλνπνηεηηθφ, πξνζζέηνληαο  

επηπιένλ δείθηεο ζηα ζεκεία πνπ ζέινπλ βειηίσζε. ΢ηνλ Πίλαθα 3.1 παξαζέηνπκε 
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ηνλ ηειηθφ αξηζκφ δεηθηψλ πνπ ρξεζηκνπνηήζακε ζε θάζε παξάδεηγκα. Σα δεδνκέλα 

γηα φια ηα κνληέια βξίζθνληαη ζηνλ Πίλαθα 3.2. 

Πίλαθαο 3.1 Αξηζκφο Γεηθηψλ 

Παπάδειγμα Γείκηερ 

Γάηα - ΢θχινο 51 

Γάηα - Ληνληάξη 79 

Άινγν – Κακήια 68 

Άινγν - Ληνληάξη 81 

Crane - Human 44 

Bouncing - Παληειφλη 42 

 

Πίλαθαο 3.2 Γεδνκέλα Μνληέισλ  

Μονηέλο Κοπςθέρ Σπίγωνα 

Γάηα  7207 14410 

Ληνληάξη 5000 9966 

΢θχινο 26880 63474 

Άινγν 8431 16843 

Κακήια 21887 43814 

Παληειφλη 1453 2859 

Crane 10002 20000 

Bouncing 10002 20000 

Human 9800 18500 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4. ΔΠΔΞΔΡΓΑ΢ΗΑ ΑΚΟΛΟΤΘΗΑ΢ 

4.1 Κσδηθνπνίεζε Δπεμεξγαζίαο 

4.2 Δλζσκάησζε Δπεμεξγαζίαο 

4.3 Αλάιπζε 

4.4 Απνηειέζκαηα 

 

Ζ παξαγσγή animation πνπ πξνζνκνηψλνπλ θπζηθέο θηλήζεηο είλαη κηα επίπνλε θαη 

ρξνλνβφξα δηαδηθαζία πνπ απαηηεί ηφζν θαιιηηερληθή ηθαλφηεηα φζν θαη ηερληθέο 

γλψζεηο. Ζ παξαδνζηαθή κέζνδνο πνπ αθνινπζείηαη πξνβιέπεη ηελ επεμεξγαζία ησλ 

ζεκείσλ κηαο αξρηθήο πφδαο, πνπ ζπλήζσο είλαη ε πφδα αλαθνξάο ψζηε δηαδνρηθά λα 

θαηαζθεπαζηεί ην ζχλνιν ησλ ζηηγκηφηππσλ. ΢πλήζσο ζην κνληέιν νξίδεηαη κηα 

δνκή, απφ ηελ επεμεξγαζία ηεο νπνίαο νδεγείηαη ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ πνπ 

θαηαζθεπάδνπλ ηελ επηθάλεηα. Ζ δεκηνπξγία φκσο ξεαιηζηηθψλ θηλήζεσλ εθ ηνπ 

κεδελφο είλαη πνιχ απαηηεηηθή κε ηελ πηνζέηεζε απηήο ηεο ηερληθήο. Βέβαηα, ηα 

ηειεπηαία ρξφληα έρεη πξνηαζεί έλαο ζεκαληηθφο αξηζκφο απφ εξγαζίεο πνπ θάλνπλ ηε 

δηαδηθαζία πην εχθνιε θαη ηα απνηειέζκαηά ηεο πην πεηζηηθά. 

 

Δθηφο φκσο απφ ηελ παξαγσγή θηλήζεσλ κε δηαδνρηθή επεμεξγαζία, έλα animation 

κπνξεί λα πξνθχςεη απφ ηελ ςεθηνπνίεζε ηεο θίλεζεο κηαο θπζηθήο νληφηεηαο κε 

έλα ζχζηεκα motion capture, φπσο ζπλεζίδεηαη ζηηο κέξεο καο. Δπηπιένλ, ε 

εθαξκνγή κηαο πνιχπινθεο ζπλάξηεζεο πάλσ ζηα ίδηα ηα ζεκεία ζα κπνξνχζε λα 

θαηαζθεπάζεη έλα ξεαιηζηηθφ απνηέιεζκα. Έλα παξάδεηγκα είλαη ε πξνζνκνίσζε 

κηαο ζεκαίαο πνπ αλεκίδεη. Γεληθά, ηα είδε ησλ παξακνξθψζεσλ πνπ νξίδνληαη απφ 

έλα animation θαηαηάζζνληαη ζηηο δχν κεγάιεο θαηεγνξίεο: ζηηο ζθειεηηθέο 

παξακνξθψζεηο θαη ζηηο παξακνξθψζεηο ειεχζεξεο κνξθήο. 
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Αληίζεηα κε ηελ θαηαζθεπή ελφο animation απφ κεδεληθή βάζε θαη παξφκνηα κε ηελ 

ηδέα ηεο κεηαθνξάο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ, ε επεμεξγαζία κηαο ππάξρνπζαο 

αθνινπζίαο απφ πφδεο ελφο αληηθεηκέλνπ είλαη επίζεο πνιχ ζεκαληηθή θαη έρεη 

πξαθηηθή εθαξκνγή. Ηδηθά ζηελ πεξίπησζε ησλ ειεχζεξσλ παξακνξθψζεσλ ε 

επεμεξγαζία ηεο αθνινπζίαο ελφο κνληέινπ κε ηηο ζπκβαηηθέο ηερληθέο είλαη πνιχ 

δχζθνιε. Σν κνληέιν ελφο πθάζκαηνο γηα παξάδεηγκα πνπ έρεη θαηαζθεπαζηεί γηα 

έλα ζπγθεθξηκέλν ζθνπφ είλαη δχζθνιν λα κεηαβιεζεί ψζηε λα γίλεη θαηάιιειν γηα 

άιιεο ρξήζεηο. Ζ πεξίπησζε ησλ ζθειεηηθψλ παξακνξθψζεσλ αλ θαη παξνπζηάδεη 

κεγαιχηεξε επθνιία ζηελ αληηκεηψπηζε βαζηθψλ αιιαγψλ ζηε δνκή ησλ 

αληηθεηκέλσλ, εμηζψλεηαη κε ηελ πξνεγνχκελε θαηεγνξία φηαλ ε επεμεξγαζία  αθνξά 

αιιαγέο ζηελ επηθάλεηα ηνπ κνληέινπ. Υαξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα είλαη ε 

δεκηνπξγία πηπρψλ ζηα ξνχρα ελφο αλζξψπνπ πνπ πεξπαηάεη. 

 

Ζ κέζνδνο πνπ παξνπζηάδνπκε γηα ηελ επεμεξγαζία ελφο animation βαζίδεηαη ζηελ 

ηδέα ηεο κεηαθνξάο παξακφξθσζεο θαη ζπλεπψο δελ θάλεη δηαρσξηζκφ ησλ 

παξακνξθψζεσλ. ΢θνπφο ηεο Δπεμεξγαζίαο Αθνινπζίαο δελ είλαη ε αλάπηπμε ηνπ 

πιαηζίνπ ηεο επεμεξγαζίαο απηήο θάζε απηήο, αιιά δεδνκέλεο κηαο παξακφξθσζεο 

γηα κία πφδα λα ηελ ελζσκαηψζεη ζηελ ππφινηπε αθνινπζία. Ζ είζνδνο ηεο 

δηαδηθαζίαο, εθηφο απφ ηελ πφδα αλαθνξάο θαη ηελ αθνινπζία ηνπ κνληέινπ 

απνηειείηαη θαη απφ ηελ επεμεξγαζκέλε εθδνρή κηαο επηιεγκέλεο πφδαο ηεο 

αθνινπζίαο, ν ηξφπνο απφ ηνλ νπνίν έρεη πξνθχςεη δελ εμεηάδεηαη απφ ηελ κέζνδν 

θαη έηζη δελ ηελ επεξεάδεη. Γηα παξάδεηγκα ε κεηαβνιή κπνξεί λα πξνέιζεη απφ 

θάπνην εξγαιείν ζρεδίαζεο ή απφ ηελ ρξήζε ηερληθψλ πνπ έρνπλ πξνηαζεί, φπσο 

απηή  ζηε [18]. 

 

Ο ηξφπνο πνπ ε Δπεμεξγαζία Αθνινπζίαο παξάγεη ηε λέα αθνινπζία ελφο κνληέινπ 

ψζηε λα ελζσκαηψλεηαη ε επεμεξγαζία, βαζίδεηαη ζηε κέζνδν πνπ αθνινπζήζακε γηα 

ηε κεηαθνξά ησλ παξακνξθψζεσλ. Όπσο ε Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο 

θαηαζθεπάδεη κηα αθνινπζία απφ πφδεο κέζσ ηεο δηαδνρηθήο εθαξκνγήο ηεο, έηζη θαη 

ε Δπεμεξγαζία Αθνινπζίαο παξάγεη επαλαιεπηηθά θάζε πφδα ψζηε ην ζρήκα ηεο λα 

ελζσκαηψλεη ηελ παξακφξθσζε. Μηα δηαθνξά ησλ δχν κεζφδσλ έγθεηηαη ζην 

γεγνλφο φηη ζηελ επεμεξγαζία ε κεηαθνξά ησλ παξακνξθψζεσλ εθαξκφδεηαη ζην 

ίδην κνληέιν θαη κεηαζρεκαηίδεη έλαλ αξηζκφ απφ ππάξρνπζεο πφδεο. Δπεηδή ε 
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αθνινπζία απφ πφδεο ελφο κνληέινπ θαηαζθεπάδεηαη απφ ηελ αιιαγή ηεο κνξθήο 

ηνπ, ε ζπλδεζηκφηεηα ησλ δνκηθψλ ζηνηρείσλ ηνπ (ηξίγσλα) παξακέλεη ακεηάβιεηε 

θαη γηα απηφ ην ιφγν δελ πθίζηαηαη ζέκα αληηζηνηρίαο. Αληηζέησο, ε  θσδηθνπνίεζε 

ηεο επεμεξγαζίαο θαη ε ελζσκάησζή ηεο ζηελ αθνινπζία, είλαη αληίζηνηρε κε ηελ 

θσδηθνπνίεζε θαη ηε κεηαθνξά ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ ηεο Μεηαθνξάο 

Παξακφξθσζεο.  

 

΢ην ΢ρήκα 4.1 θαίλνληαη ηα βήκαηα πνπ αθνινπζεί ε κέζνδνο γηα ηελ παξαγσγή κηαο 

πφδαο. Σελ είζνδν απνηεινχλ ε πφδα αλαθνξάο P πνπ έρεη ην ξφιν αξρηθνχ θαη 

ηειηθνχ ηαπηφρξνλα, ε αθνινπζία απφ πφδεο P1 θαη P2 θαη ε πφδα E

1P  ε νπνία είλαη ε 

επεμεξγαζκέλε εθδνρή ηεο P1. Ζ κέζνδνο αξρηθά θσδηθνπνηεί ηελ παξακφξθσζε E 

απφ ηελ επεμεξγαζία θαη ηελ αξρηθή παξακφξθσζε Q2 γηα ηελ P2. Έπεηηα νη 

κεηαζρεκαηηζκνί Ei εθαξκφδνληαη ζηα αληίζηνηρα ηξίγσλα ηεο P αιιάδνληαο ην 

ζρήκα θαη ηελ θαηεχζπλζή ηνπο ρσξίο φκσο λα ηα κεηαηνπίδνπλ. Σειηθά ε 

επεμεξγαζία ελζσκαηψλεηαη ζηελ P2 κε ηελ αλαθαηαζθεπή ηεο ( πφδα 2P ) πνπ 

πξνθχπηεη απφ ηελ εθαξκνγή ησλ Q2i ζηα ηξίγσλα ηεο κεηαζρεκαηηζκέλεο πφδαο 

αλαθνξάο R. 

  

 

΢ρήκα 4.1 Αλαθαηαζθεπή κηαο Πφδαο ηεο Αθνινπζίαο. 

P P1 

P2 

Q2 

E 

E

1P  

2P  

R 
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4.1. Κωδικοποίηζη Δπεξεπγαζίαρ 

Έλαο ηξφπνο λα αλαθαηαζθεπάζνπκε ηηο πφδεο ηνπ κνληέινπ είλαη ε αληηκεηψπηζε 

ηνπ σο έλα πιήζνο απφ ζεκεία ρσξίο λα ιάβνπκε ππφςε ηε ζπλδεζηκφηεηα ηνπο. Αλ 

γηα θάζε ζεκείν, νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ νπνίνπ έρνπλ κεηαβιεζεί, απνζεθεχζνπκε έλα 

δηάλπζκα κεηαηφπηζεο, ζα κπνξνχζακε γηα θάζε πφδα λα πξνζζέζνπκε ην δηάλπζκα 

απηφ ζηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ. Όπσο φκσο πεξηγξάςακε ζηελ Δλφηεηα 2.1.1 

απηφ ζα νδεγνχζε ζε ιαλζαζκέλα απνηειέζκαηα αθνχ κε απηφλ ηνλ ηξφπν αγλννχκε 

πεξηζηξνθέο θαη αιιαγή ησλ ζρεηηθψλ ζέζεσλ. Αθφκε βέβαηα θαη αλ ζεσξήζνπκε 

ηελ ππνζεηηθή πεξίπησζε ζηελ νπνία έλα δηάλπζκα κεηαηφπηζεο αξθεί γηα ηελ 

θσδηθνπνίεζε ηεο επεμεξγαζίαο, ε εθαξκνγή ηνπ δελ εγγπάηαη απνδεθηά 

απνηειέζκαηα. Αλ γηα παξάδεηγκα ζε θάπνην ζηηγκηφηππν ε θιίκαθα ηνπ 

αληηθεηκέλνπ άιιαδε, ηα δηαλχζκαηα κεηαηφπηζεο δελ ζα αθνινπζνχζαλ ην κέγεζνο 

ηνπ κνληέινπ. Ζ πξνζαξκνγή ηνπο φκσο ζην λέν κέγεζνο ζα απνηχγραλε ζηελ 

πεξίπησζε πνπ ε θιηκάθσζε δελ ήηαλ νκνηφκνξθε. 

 

Γηα απηφ ην ιφγν, γηα λα αλαπαξαζηήζνπκε ηελ παξακφξθσζε απφ ηελ 

επεμεξγαζκέλε πφδα νξίδνπκε έλα deformation gradient Ei γηα θάζε ηξίγσλν i ηνπ 

νπνίνπ έζησ κηα θνξπθή έρεη κεηαζρεκαηηζηεί, σο: 

 

1

J = VVi i i

 . Δμ. 4.1 

 

O Ηαθνβηαλφο πίλαθαο EJi  γηα ην ηξίγσλν i θαηαζθεπάδεηαη απφ ηηο ζπληεηαγκέλεο 

ησλ θνξπθψλ ηεο επηιεγκέλεο πφδαο πξηλ θαη κεηά ηελ επεμεξγαζία. 

4.2. Δνζωμάηωζη Δπεξεπγαζίαρ 

Ζ αλαπαξάζηαζε ηεο επεμεξγαζίαο σο ην ζχλνιν ησλ deformation gradients, 

αλαπαξηζηά ηελ πεξηζηξνθή, ηελ αιιαγή ηνπ ζρήκαηνο θαη ηεο δηεχζπλζε ησλ  

κεηαζρεκαηηζκέλσλ ηξηγψλσλ. Γηα ηελ κεηαβνιή ηεο αθνινπζίαο ζχκθσλα κε ηελ 

PX

 , αλάινγνη κεηαζρεκαηηζκνί πξέπεη λα γίλνπλ ζηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ 

αληίζηνηρσλ  ηξηγψλσλ γηα θάζε ζηηγκηφηππν. Ζ κέζνδνο θηάλεη ζηε ιχζε απφ ηελ 

επαλαιεπηηθή εθαξκνγή ελφο ηξνπνπνηεκέλνπ αιγφξηζκνπ κεηαθνξάο 
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παξακφξθσζεο, φπνπ ηα deformation gradients αληί λα εθαξκφδνληαη ζε θάζε πφδα 

ρξεζηκνπνηνχληαη κφλν γηα ην κεηαζρεκαηηζκφ ηεο πφδαο αλαθνξάο, απφ ηελ νπνία 

πξνθχπηεη ε παξακφξθσζε γηα φιε ηελ αθνινπζία. 

 

Ζ εθαξκνγή ελφο deformation gradient ζε έλα ηξίγσλν, έρεη σο απνηέιεζκα ηελ 

αιιαγή ηεο θαηεχζπλζεο θαη ηνπ ζρήκαηνο ηνπ ρσξίο φκσο λα ην κεηαηνπίδεη ζηελ 

πξαγκαηηθή ηνπ ζέζε. Απηφ ζπκβαίλεη επεηδή γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ Ηαθνβηαλνχ 

πίλαθα ην δηάλπζκα κεηαηφπηζεο αγλνείηαη. Αλ ζεσξήζνπκε φκσο ηελ πφδα κηαο 

αθνινπζίαο θαη ηελ πφδα αλαθνξάο απφ ηελ νπνία έρεη πξνέιζεη, ηα δηαλχζκαηα 

κεηαηφπηζεο γηα θάζε ηξίγσλν είλαη γλσζηά θαη ππνινγίδνληαη απφ ηηο ζπληεηαγκέλεο 

ησλ θέληξσλ βάξνπο ηνπο. Απφ απηήλ ηελ παξαηήξεζε ε πξψηε ζθέςε είλαη πσο γηα 

ηελ ελζσκάησζε ηεο επεμεξγαζίαο κπνξνχκε αξρηθά λα εθαξκφζνπκε ηνπο πίλαθεο 

ζηα ηξίγσλα ηεο πφδαο αλαθνξάο θαη έπεηηα λα πξνζζέζνπκε ζε θάζε έλα ην 

αληίζηνηρν δηάλπζκα κεηαηφπηζεο. Όπσο θαίλεηαη φκσο ζην ΢ρήκα 3.2 νη ε επηθάλεηα 

ηνπ κνληέινπ δελ δηαηεξεί ηε ζπλέρεηά ηεο, αθνχ ηα δηαλχζκαηα κεηαηφπηζεο απφ 

ηελ επεμεξγαζκέλε εθδνρή ηεο επηιεγκέλεο πφδαο αθφκε θαη αλ ιεθζνχλ ππφςε δελ 

κεηαζρεκαηίδνπλ θαηάιιεια ηελ επηθάλεηα. 

 

Γηα απηφ ην ιφγν ζηεξηδφκαζηε ζην ζπκπέξαζκα ζην νπνίν θαηαιήμακε γηα ηε 

Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο: αληί λα εθαξκφδνπκε ηνπο αθξηβείο κεηαζρεκαηηζκνχο 

βξίζθνπκε ηελ θαηάιιειε πξνζέγγηζή ηνπο. Αληίζεηα κε ην ζθεπηηθφ λα 

εθαξκφζνπκε ηελ επεμεξγαζία ζε θάζε πφδα ηεο αθνινπζίαο, απηφ πνπ θάλνπκε είλαη 

λα ελζσκαηψζνπκε ηελ παξακφξθσζε πνπ απηή νξίδεη κφλν ζηελ πφδα αλαθνξάο. 

Παξφκνηα κε ην απνηέιεζκα ηνπ ΢ρήκαηνο 4.2 ηα ηξίγσλά ηεο αιιάδνπλ θαηεχζπλζε 

θαη ζρήκα, παξαβηάδνληαο φκσο ηε ζπλέρεηα ηεο επηθάλεηαο. Σειηθά γηα ηελ 

αλαθαηαζθεπή κηαο πφδαο Px, αθνινπζνχκε ηνλ αιγφξηζκν ηεο Μεηαθνξάο 

Παξακφξθσζεο ζεσξψληαο σο ηειηθφ κνληέιν ηελ κεηαζρεκαηηζκέλε πφδα 

αλαθνξάο θαη σο αξρηθφ κεηαζρεκαηηζκφ ηα deformation gradients Sxi. Ωο γλσζηφλ, 

ε κέζνδνο αληί λα εθαξκφζεη ηα Sxi θαηαζθεπάδεη ην ζχλνιν 1 2T {T ,T ,T }m  γηα 

θάζε έλα απφ ηα m ηα ηξίγσλα ηνπ κνληέινπ, σο ηελ πξνζέγγηζή ηνπο. Με απηφλ ηνλ 

ηξφπν ε ζπλέρεηα ηεο επηθάλεηαο ηεο αλαθαηαζθεπαζκέλεο πφδαο είλαη πιένλ 

δεδνκέλε. 
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΢ρήκα 4.2 Απεπζείαο Δθαξκνγή ησλ Deformation Gradients.   

4.3. Ανάλςζη 

Ζ πξνζαξκνγή ηεο επηθάλεηαο γηα θάζε ζηηγκηφηππν ηεο αθνινπζίαο, ψζηε λα 

πεξηιακβάλεη ηηο αιιαγέο, επηηπγράλεηαη κε ηελ επαλαιεπηηθή εθαξκνγή ηεο 

Δπεμεξγαζίαο Αθνινπζίαο. Ζ κέζνδνο πνπ αθνινπζνχκε, φπσο αλαθέξακε 

ζηεξίδεηαη ζηελ ηδέα ηεο κεηαθνξάο ησλ παξακνξθψζεσλ θαη νη παξαγσγή ησλ 

ηειηθψλ απνηειεζκάησλ επηηπγράλεηαη κε ηελ επίιπζε ελφο πξνβιήκαηνο ειαρίζησλ 

ηεηξαγψλσλ πξνζαξκνζκέλν ζηηο απαηηήζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο.  

 

Όπσο πεξηγξάςακε ζηελ Δλφηεηα 4.1, γηα λα θσδηθνπνηήζνπκε ηε κεηαβνιή ελφο 

ηξηγψλνπ πνπ πξνέξρεηαη απφ ηελ επεμεξγαζία, ρξεζηκνπνηνχκε έλα deformation 

gradient Δi. Ο αξηζκφο ησλ ηξηγψλσλ πνπ κπνξεί λα έρνπλ δερζεί κεηαβνιή είλαη 

απζαίξεηνο θαη δελ επεξεάδεη ηε κέζνδν, φκσο απφ εδψ θαη ζην εμήο ζα ζεσξνχκε 

πσο είλαη ίζνο κε ην πιήζνο ησλ ηξηγψλσλ ηνπ κνληέινπ γηα επθνιία ζηελ πεξηγξαθή. 

Οη πίλαθεο EJi γηα θάζε Δi θαηαζθεπάδνληαη απφ ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ ηεο 

επηιεγκέλεο πφδαο ζηηο δχν θαηαζηάζεηο ηεο θαη έηζη είλαη γλσζηφο. Δθαξκφδνληαο 

ηνλ πίλαθα EJi ζηηο θνξπθέο v1, v2, v3 θαη v4 θάζε ηξηγψλνπ i ηεο πφδαο αλαθνξάο, νη 

λέεο ζέζεηο ησλ θνξπθψλ ηνπ ππνινγίδνληαη σο: 
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J k kv v  ,    1 4k  . Δμ. 4.2 

 

Σα κεηαζρεκαηηζκέλα ηξίγσλα, αλ θαη δελ έρνπλ κεηαηνπηζηεί ζηηο πξαγκαηηθέο ηνπο 

ζέζεηο, έρνπλ αιιάμεη ζρήκα θαη θαηεχζπλζε φπσο νξίδνπλ ηα Δi. ΢χκθσλα κε ηε λέα 

πφδα αλαθνξάο R πνπ δεκηνπξγείηαη απφ ηα ηξίγσλα απηά, ζα αλαθαηαζθεπάζνπκε 

θάζε πφδα ηηο αθνινπζίαο εθκεηαιιεπφκελνη ηε γξακκηθφηεηα ησλ deformation 

gradients.  

 

Πιένλ σο πφδα αλαθνξάο γηα ην πξφβιεκα ζεσξνχκε ηελ πφδα R. Γηα λα ηε 

κεηαζρεκαηίζνπκε κε ηέηνην ηξφπν ψζηε λα παξαρζνχλ νη λέεο πφδεο πνπ ζα 

ζπκπεξηιακβάλνπλ ηελ επεμεξγαζία, εθαξκφδνπκε ζε απηήλ ηα deformation 

gradients Si γηα θάζε πφδα ηεο αξρηθήο αθνινπζίαο. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα φκσο,  

ζηφρνο είλαη λα βξνχκε ην θαηάιιειν ζχλνιν 1 2T {T ,T ,T }m  ψζηε γηα θάζε 

ηξίγσλν ην Ti λα ηαηξηάδεη φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξν ζην Si. Αλαιχνληαο θαηαξράο 

ηα Ti, ηα ζηνηρεία ηνπο θαηαζθεπάδνληαη σο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ ησλ θνξπθψλ ηεο R θαη ησλ άγλσζησλ ζπληεηαγκέλσλ ηεο 

επηζπκεηήο πφδαο ηελ νπνία πξφθεηηαη λα θαηαζθεπάζνπκε. Θεσξψληαο έλα ηξίγσλν 

i κε θνξπθέο v1, v2, v3 θαη ηελ επηπιένλ θνξπθή v4 ζηελ R θαη ηηο κεηαζρεκαηηζκέλεο 

θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ 1 2 3, ,v v v  θαη 4v  ζηελ επηζπκεηή πφδα, ν πίλαθαο ηνπ 

deformation gradient ππνινγίδεηαη σο ην γηλφκελν ησλ πηλάθσλ 1V  θαη V κε: 

 

2 1 3 1 4 1

2 1 3 1 4 1

2 1 3 1 4 1

( ) ( ) ( )

V ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x x x

y y y

z z z

v v v v v v

v v v v v v

v v v v v v

        
         
 

         

,

2 1 3 1 4 1

2 1 3 1 4 1

2 1 3 1 4 1

( ) ( ) ( )

V ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x x x

y y y

z z z

v v v v v v

v v v v v v

v v v v v v

   
 

   
 
    

. 

 

Δμ. 4.3  

 

Σα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα V είλαη ζηαζεξέο αθνχ ππνινγίδνληαη απφ ηηο ζπληεηαγκέλεο 

ησλ αθκψλ ηνπ ηξηγψλνπ ζηελ R πνπ είλαη γλσζηέο. Αλ νλνκάζνπκε σο bst θάζε 

ζηνηρείν Vst , 1 3s t   ην deformation gradient Ti εθθξάδεηαη σο γξακκηθφο 

ζπλδπαζκφο ησλ άγλσζησλ θνξπθψλ ζχκθσλα κε ηηο παξαθάησ εμηζψζεηο. 
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i i i i

1 1 2 3 1x 1 2x 2 3x 3 4x

i i i i

2 1 2 3 1y 1 2y 2 3y 3 4y

i i i i

3 1 2 3 1z 1 2z 2 3z 3 4z

r 1 3

T = ( ) v + v + v + v

T = ( ) v + v + v + v κε

T = ( ) v + v + v + v

r r r r r r r

r r r r r r r

r r r r r r r

b b b b b b

b b b b b b

b b b b b b



  

  

  

. 

 

Δμ. 4.4  

 

 Έηζη παξφκνηα κε ηελ πεξηγξαθή ηεο ελφηεηαο 2.4.1 ην ζχλνιν ησλ deformation 

gradients T κπνξεί λα εθθξαζηεί σο ην ζχζηεκα γξακκηθψλ εμηζψζεσλ: 

 

BX = Q  Δμ. 4.5  

 

ην νπνίν κπνξεί λα δηαρσξηζηεί ζε ηξία ππνζπζηήκαηα B X = Qj j j , 1 3j  , 

θαζέλα απφ ηα νπνία ιχλεηαη μερσξηζηά θαη είλαη ππεχζπλν γηα κηα απφ ηηο ηξείο 

ζπληζηψζεο ησλ ζπληεηαγκέλσλ. Ο πίλαθαο Υ απνηειείηε απφ ηνπο πίλαθεο X1, X2 

θαη X3 ζηε ζεηξά, φπνπ ζηνλ πξψην πεξηέρνληαη νη x ζπληεηαγκέλεο ησλ άγλσζησλ 

θνξπθψλ θαη ζηνπο άιινπο δχν νη ζπληεηαγκέλεο y θαη z αληίζηνηρα. ΢ηνπο πίλαθεο 

Qj νη νπνίνη θαηαζθεπάδνπλ ηνλ πίλαθα Q, πεξηέρνληαη  νη άγλσζηεο εγγξαθέο ησλ 

deformation gradients Ti ηνπνζεηεκέλεο ζχκθσλα κε ηνλ πίλαθεο Υj . Ζ ζπζρέηηζε 

κεηαμχ ησλ δχν πηλάθσλ πξνέξρεηαη απφ ηνλ πίλαθα Β ν νπνίνο θαηαζθεπάδεηαη απφ 

ηηο ζπληεηαγκέλεο ηηο λέαο πφδαο αλαθνξάο R θαη έρεη ηε κνξθή: 

     

B

B = B

B

 
 
 

  

    κε   

131 11 12

2 21 22 23

3 31 32 33

B =

ii i i

i i i i

i i i i

bb b b

b b b b

b b b b

 
 
 
 
 
 
 
  

 

 

 

Δμ. 4.6 

 

κε 1 2 3( )i i i i

r r r rb b b b     γηα  r=1,2,3. Αλ ζηνλ πίλαθα Q απνζεθεχζνπκε ηηο ηηκέο ησλ 

ζηνηρείσλ ησλ Si, νη νπνίεο είλαη γλσζηέο θαη αθνινπζήζνπκε ηε δηαδηθαζία ηεο 

Δλφηεηαο 2.4.2, ε θαηαζθεπή ησλ Ti, πνπ ζπλεπάγεηαη ηελ εχξεζε ησλ άγλσζησλ 

θνξπθψλ πεξηγξάθεηαη απφ έλα πξφβιεκα ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ πνπ ειαρηζηνπνηεί 

ην άζξνηζκα ηεο δηαθνξάο γηα θάζε Ti θαη Si.  
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Δπεηδή γηα ηελ παξαγσγή κηαο κνλαδηθήο ιχζεο πεξηνξίδνπκε θάπνηεο θνξπθέο ζε 

ζηαζεξά ζεκεία, νη άγλσζηνη πιένλ είλαη κφλν νη ειεχζεξεο θνξπθέο. Γηα απηφ ην 

ιφγν δηαγξάθνπκε απφ ηνλ πίλαθα Υ ηηο αληίζηνηρεο γξακκέο θαη απφ ηνλ B ηηο 

αληίζηνηρεο ζηήιεο θαη πξνζαξκφδνπκε θαηάιιεια ηνλ Q. Έηζη γηα ηελ εχξεζε θάζε 

ζπληζηψζαο ησλ θνξπθψλ ζεσξνχκε ηα ηξία ππνπξνβιήκαηα ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ: 

 

2

2
min ˆˆ ˆB X Qj j

u
 ,    1 3j        

Δμ. 4.7  

 

αληίζηνηρα ηεο Δμίζσζεο (2.21), φπνπ σο u δειψλνπκε ην πιήζνο ησλ ειεχζεξσλ 

άγλσζησλ θνξπθψλ. Γηα λα θηάζνπκε ζηελ επίιπζε, ζεσξνχκε ηηο θαλνληθέο 

εμηζψζεηο ˆˆ ˆ ˆ ˆB BX B Qj j
T T

 απφ ηηο νπνίεο πξνθχπηνπλ θαη νη ηξεηο ζπληζηψζεο ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ ησλ θνξπθψλ. Σειηθά απφ ηνπο πίλαθεο Υ1, Υ2 θαη Υ3 θαη ηηο θνξπθέο  

πνπ έρνπλ πεξηνξηζηεί ζηα ζηαζεξά ζεκεία, θαηαζθεπάδνπκε ηελ επηθάλεηα ηεο 

επηζπκεηήο πφδαο. 

 

΢πκπεξαζκαηηθά, ε ελζσκάησζε ηεο παξακφξθσζεο απφ κηα επεμεξγαζκέλε πφδα 

ζε φιε ηελ αθνινπζία, επηηπγράλεηαη απφ ηελ επίιπζε κηαο ζεηξάο απφ πξνβιήκαηα 

ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. Κάζε έλα απφ απηά απαηηεί ηελ επηκέξνπο ιχζε ηξηψλ 

ππνπξνβιεκάησλ γηα θάζε ζπληζηψζα ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ θνξπθψλ. Με απηφλ 

ηνλ ηξφπν ε θαηαζθεπή κηαο πφδαο γίλεηαη κε πιήξσο απνδνηηθφ ηξφπν. Μάιηζηα, 

επεηδή ν πίλαθαο ˆ ˆB B
T

 είλαη ίδηνο γηα θάζε ππνπξφβιεκα , αθνχ θαηαζθεπάδεηαη απφ 

ηελ κεηαζρεκαηηζκέλε πφδα αλαθνξάο, ν ππνινγηζκφο ηνπ γίλεηαη κηα θνξά αξρηθά 

ζπλεηζθέξνληαο θη άιιν ζην ρξφλν εθηέιεζεο 

4.4. Αποηελέζμαηα  

Γηα λα ειέγμνπκε ηελ απνδνηηθφηεηα ηεο Δπεμεξγαζίαο Αθνινπζίαο, εθαξκφζακε ηε 

κέζνδν ζε έλα πιήζνο παξαδεηγκάησλ ηα νπνία θαη παξαζέηνπκε. Δπεηδή ε έλλνηα 

ηεο επεμεξγαζίαο είλαη γεληθή, δελ πξέπεη λα θάλεη δηαρσξηζκφ γηα ην είδνο ησλ 

κνληέισλ θαη ησλ παξακνξθψζεψλ ηνπο. Γηα απηφ ην ιφγν δελ ζα εμεηάζνπκε ηα 

παξαδείγκαηα γηα θάζε θαηεγνξία μερσξηζηά, γηαηί άιισζηε απηφ πνπ καο ελδηαθέξεη 
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είλαη λα αμηνινγήζνπκε αλ απνδίδεηαη επηηπρψο ε επεμεξγαζία ζε θάζε πφδα. Απφ ηα 

παξαδείγκαηα ζα δνχκε πσο κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν είηε απιά γηα 

ηελ αιιαγή ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ηεο επηθάλεηαο ηεο αθνινπζίαο ή αθφκε θαη ηελ 

ηξνπνπνίεζε ηεο ζε ηέηνην βαζκφ πνπ ε αλαθαηαζθεπαζκέλε αθνινπζία λα δίλεη ηελ 

εληχπσζε φηη πξφθεηηαη γηα δχν δηαθνξεηηθά κνληέια.  

 

Σα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ κεραλήκαηνο ζηα νπνία εθηειέζηεθαλ ηα πεηξάκαηα 

αλαθέξζεθαλ ζηελ αληίζηνηρε ελφηεηα ηνπ Κεθαιαίνπ 2 θαη ε θαηαζθεπή θάζε 

πφδαο πξνήιζε απφ ηελ επίιπζε ελφο γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο ζηελ θάξηα γξαθηθψλ. 

Αθνινπζνχκε επίζεο ην γλσζηφ πξφηππν απφδνζεο γηα ηα ζρήκαηα, φπνπ ε πξψηε 

ζεηξά απφ πφδεο είλαη ε αξρηθή αθνινπζία θαη ε δεχηεξε ε αλαθαηαζθεπαζκέλε, κε 

ηελ πφδα αλαθνξάο λα θαίλεηαη ζηα αξηζηεξά. ΢ε θάζε ζρήκα, κε πνξηνθαιί ρξψκα 

δειψλνπκε ηελ επηιεγκέλε πφδα θαη ηελ επεμεξγαζκέλε εθδνρή ηεο. 

4.4.1. Τποποποίηζη ηων Χαπακηηπιζηηκών 

Μία εθαξκνγή πνπ κπνξεί λα βξεη ε κέζνδνο είλαη γηα ηελ επεμεξγαζία ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ ηνπ κνληέινπ. Ζ αθνινπζία απφ πφδεο κπνξεί λα έρεη 

θαηαζθεπαζηεί κε νπνηνδήπνηε ηξφπν θαη γηα ζπγθεθξηκέλν ζθνπφ. Όκσο ε 

ρξεζηκνπνίεζή ηεο ζε κηα δηαθνξεηηθή πεξίπησζε ίζσο απαηηεί πξνζαξκνγή ψζηε λα 

θαιχπηεη ζπγθεθξηκέλα ραξαθηεξηζηηθά, φπσο πεξηζζφηεξε ιεπηνκέξεηα ηεο 

επηθάλεηαο ή ηξνπνπνίεζε θάπνηνπ πξνεμέρνληνο ραξαθηεξηζηηθνχ. 

 

 ΢ηα ηέζζεξα πξψηα ζρήκαηα βιέπνπκε πψο ε Δπεμεξγαζία Αθνινπζίαο κπνξεί λα 

ηξνπνπνηήζεη ηελ επηθάλεηα θαη ηα πξνεμέρνληα ραξαθηεξηζηηθά νιφθιεξεο ηεο 

αθνινπζίαο απφ κηα  επεμεξγαζκέλε πφδα ηεο. ΢ηελ επηιεγκέλε πφδα ηνπ ΢ρήκαηνο 

4.3, ην θεθάιη ηεο Γάηαο έρεη κεηαβιεζεί ψζηε λα κνηάδεη ζαλ λα έρεη θνπζθψζεη θαη 

ε νπξά ηεο έρεη ιπγίζεη πξνο ηα πάλσ. Όπσο παξαηεξνχκε, ε επηθάλεηα θάζε πφδαο 

πνπ αλαπαξάγεηαη κεηαβάιιεηαη θαηάιιεια ψζηε ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο λα 

αθνινπζνχλ ην ζρήκα πνπ νξίδεηαη απφ ηελ επηιεγκέλε πφδα θαη ηελ επεμεξγαζκέλε 

εθδνρή ηεο. ΢ην ΢ρήκα 4.4 επίζεο, έρνπκε ιπγίζεη ηα πφδηα ηνπ Αιφγνπ πξνο ην 

εζσηεξηθφ, έρνπκε αιιάμεη ην ζρήκα ηεο νπξάο θαη ζην ιαηκφ ηνπ δεκηνπξγήζακε 

έλαλ δαθηχιην. Δπεηδή ηα ραξαθηεξηζηηθά απηά δέρνληαη κεγάιε παξακφξθσζε ζην 
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animation, ε ελζσκάησζε ηεο κεηαβνιήο ζην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα είλαη κηα 

θαιή δνθηκαζία γηα ηελ απνδνηηθφηεηα ηεο κεζφδνπ. Απφ ηα απνηειέζκαηα φκσο 

θαίλεηαη πσο ε κέζνδνο αλαθαηαζθεπάδεη ηηο πφδεο θαηάιιεια, ρσξίο ε αιιαγή ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ λα δεκηνπξγεί θάηη ην αλεπηζχκεην.  

 

 

΢ρήκα 4.3 Αλαθαηαζθεπή ησλ Πνδψλ ηεο Γάηαο. 

 

΢ρήκα 4.4 Αλαθαηαζθεπή ηεο Καηάξξεπζεο ηνπ Αιφγνπ. 

Παξνκνίσο, ζηα ζρήκαηα 4.5 θαη 4.6 ηξνπνπνηήζακε νξηζκέλα ραξαθηεξηζηηθά ησλ 

κνληέισλ. ΢πγθεθξηκέλα, ζηνλ Διέθαληα ηνπο ραπιηφδνληεο, ηελ νπξά θαη ηα 

αξηζηεξά ηνπ πφδηα θαη ζηε Υνξεχηξηα πξνζζέζακε θηεξά ζηνλ θνξκφ ηεο ζαλ λα 

πξφθεηηαη γηα λεξάηδα. ΢ηα απνηειέζκαηα θαίλεηαη πσο ε κεηαβνιή απφ ηελ 

επεμεξγαζία αλαπαξάγεηαη ρσξίο πξφβιεκα, φπσο θαη ζηα δχν πξνεγνχκελα 

παξαδείγκαηα. Όκσο φζνλ αθνξά ηα ζπγθεθξηκέλα κνληέια, αμίδεη λα ζηαζνχκε ζηελ 

επεμεξγαζία ηεο επηθάλεηάο ηνπο γηα ηε δεκηνπξγία ιεπηνκέξεηαο θαη ζηελ 

ελζσκάησζή ηεο ζε φιεο πφδεο ηεο αθνινπζίαο. 
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΢ρήκα 4.5 Αλαθαηαζθεπή ηεο Κίλεζεο ηεο Υνξεχηξηαο. 

 

΢ρήκα 4.6 Δπεμεξγαζία ηεο Δπηθάλεηαο θαη ησλ Υαξαθηεξηζηηθψλ ηνπ Διέθαληα. 

΢ην ΢ρήκα 4.5, ε θνχζηα ηεο Υνξεχηξηαο ζηελ αξρηθή αθνινπζία είλαη ιεία θαη έρεη 

ιίγεο πηπρέο. Δπηιέμακε φκσο λα αιιάμνπκε ηελ πθή ηνπ πθάζκαηνο ηεο επηιεγκέλεο 

πφδαο, ψζηε λα δίλεη ηελ αίζζεζε πσο είλαη ηζαιαθσκέλν θαη επηπιένλ πξνζζέζακε 

έληνλεο πηπρέο. Δπεηδή φκσο ην αξρηθφ animation αλαπαξηζηά κηα ζπλερφκελε 

θίλεζε ζηελ νπνία ε θνχζηα κεηαβάιιεηαη ζχκθσλα κε ηηο δπλάκεηο πνπ αζθνχληαη 

ζε απηήλ απφ ην ζψκα ηεο Υνξεχηξηαο ( ην animation έρεη θαηαζθεπαζηεί κε motion 

capture ), ε ξεαιηζηηθή απφδνζε ηεο επεμεξγαζίαο ζηελ αλαθαηαζθεπαζκέλε θίλεζε 

είλαη πξφθιεζε. Ζ κέζνδνο φκσο θαίλεηαη λα αληαπεμέξρεηαη ζηε δπζθνιία ηεο 

πξνζαξκνγή ησλ πηπρψλ, κε ηε θνχζηα ζην ηειηθφ animation λα θαίλεηαη θπζηθή. 

Δπηηπρψο θαίλεηαη λα αληαπνθξίλεηαη ε κέζνδνο θαη ζην παξάδεηγκα ηνπ Διέθαληα, 

ζηνλ θνξκφ ηνπ νπνίνπ έρνπκε δεκηνπξγήζεη ην γλσζηφ ζήκα ηνπ Superman. Ο 

θνξκφο παξακνξθψλεηαη αλάινγα κε ηελ θίλεζε ησλ πνδηψλ θαη ηδηθά ην ζρήκα ησλ  
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πεξηνρψλ πνπ βξίζθνληαη θνληά ζηηο αξζξψζεηο αιιάδεη ψζηε λα αλαπαξαζηαζεί ε 

ειαζηηθφηεηα ηνπ δέξκαηνο. ΢ην αλαθαηαζθεπαζκέλν animation, ε ζηξέβισζε ηνπ 

ζήκαηνο θαίλεηαη πσο αθνινπζεί ηελ θίλεζε ηνπ ππφινηπνπ ζψκαηνο θαη ν φγθνο ηνπ 

αθνινπζεί ηελ θακππιφηεηα θάζε πεξηνρήο.  

 

 

 

΢ρήκα 4.7 Μεηαηξνπή ηνπ Αιφγνπ ζε Κακεινπάξδαιε. 

4.4.2. Παπαγωγή Διαθοποποιημένηρ Ακολοςθίαρ 

Ζ αμηνπνίεζε ηεο Δπεμεξγαζίαο Αθνινπζίαο δελ πεξηνξίδεηαη κφλν ζηελ επεμεξγαζία 

ελφο animation γηα ηελ ηξνπνπνίεζε ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ θαη ηεο επηθάλεηάο ηνπ, 

αιιά κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ έκκεζε θαηαζθεπή κηαο λέαο αθνινπζίαο. Σν 

πνζνζηφ ηεο κεηαβνιήο πνπ δέρεηαη ην κνληέιν ιφγσ ηεο επεμεξγαζίαο, θαζνξίδεη 

θαηά πφζν ην ηειηθφ απνηέιεζκα ζα απνθιίλεη νπηηθά απφ ηελ αξρηθή αθνινπζία. 

Όηαλ γηα παξάδεηγκα ν ζηφρνο είλαη ε δηφξζσζε θάπνηνπ ιάζνπο ή ε ιεπηνκεξέζηεξε 

απφδνζε, ε αξρηθή αθνινπζία αλαπαξάγεηαη ρσξίο κεγάιεο αιιαγέο ζην ζρήκα ηνπ 

κνληέινπ. Αληίζεηα, φηαλ ε επηιεγκέλε πφδα κεηαβιεζεί ζε κεγάιν βαζκφ ην ηειηθφ 

απνηέιεζκα δηαθνξνπνηείηαη απφ ην αξρηθφ θαη πηζαλψο λα δίλεη ηελ εληχπσζε πσο 

έρεη πξνέξζεη απφ έλα δεχηεξν κνληέιν. 

 

Υαξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα απηήο ηεο πεξίπησζεο είλαη ην απνηέιεζκα ηνπ 

΢ρήκαηνο 4.7. Σα ραξαθηεξηζηηθά ηεο επηιεγκέλεο πφδαο έρνπλ κεηαβιεζεί ψζηε ην 

κνληέιν ηνπ Αιφγνπ λα ζπκίδεη θακεινπάξδαιε. ΢ρεδφλ φια ηα ηκήκαηά ηνπ έρνπλ 

δερζεί κεγάιεο κεηαβνιέο κε ηηο δχν πφδεο ηειηθά λα δηαθέξνπλ αξθεηά  
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΢ρήκα 4.8 Μεηαηξνπή ηνπ Bouncing ζε Υαξαθηήξα Cartoon. 

 

 ΢ρήκα 4.9 Αλαθαηαζθεπή ησλ Δθθξάζεσλ ηνπ Πξνζψπνπ . 

 

 

΢ρήκα 4.10 Πξνζαξκνγή ηνπ Παληεινληνχ ζε Γηαθνξεηηθφ ΢σκαηφηππν Αλζξψπνπ. 
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Βέβαηα, παξφιν πνπ νπηηθά θαίλεηαη πσο ζα κπνξνχζαλ λα είλαη δχν δηαθνξεηηθά 

κνληέια, νπζηαζηηθά ην κφλν πνπ αιιάδεη είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ αθνχ 

ν αξηζκφο ηνπο θαη ε ζπλδεζηκφηεηά ηνπο δηαηεξείηαη. Παξφιν φκσο πνπ ην κνληέιν 

δελ αιιάδεη, ε έμνδνο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ην animation ελφο κνληέινπ πνπ ζπκίδεη 

θακεινπάξδαιε πνπ αληηγξάθεη ηνλ θαιπαζκφ ηνπ Αιφγνπ. Αλάινγα είλαη θαη ηα 

ηξία επφκελα ζρήκαηα, ζηα νπνία ε ηειηθή αθνινπζία κνηάδεη λα πξνέξρεηαη απφ 

θάπνην κνληέιν παξφκνην κε ην αξρηθφ. ΢ην πξψην απφ απηά (΢ρήκα 4.8 ) έρνπκε 

επεμεξγαζηεί ην κνληέιν ηνπ Bouncing ψζηε λα κνηάδεη ζαλ λα έρεη κεηακνξθσζεί ζε 

ραξαθηήξα cartoon κε κεγάια ρέξηα θαη πφδηα. ΢ην ΢ρήκα 4.9 ην ηειηθφ animation 

θαίλεηαη λα πξνέξρεηαη απφ έλα πξφζσπν κε πην ιεπηά ραξαθηεξηζηηθά θαη πην 

ζηξνγγπιεκέλν ζρήκα απφ φηη ην αξρηθφ θαη ζην ΢ρήκα 4.10 έρνπκε αιιάμεη ην 

Παληειφλη ζαλ λα πξφθεηηαη λα ζπλδπαζηεί κε έλαλ ραξαθηήξα κε κεγάιε θνηιηά θαη 

θνληά πφδηα.  

 

΢ηα παξαπάλσ παξαδείγκαηα ε επηιεγκέλε πφδα θάζε κνληέινπ έρεη κεηαβιεζεί 

ψζηε λα θαίλεηαη ζαλ λα πξφθεηηαη γηα θάπνην δηαθνξεηηθφ αληηθείκελν. Παξφια 

απηά ε γεληθή κνξθή ησλ αληηθεηκέλσλ δηαηεξείηαη ζηελ αλαθαηαζθεπαζκέλε 

αθνινπζία. Γηα λα ειέγμνπκε ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο κεζφδνπ θαη λα 

πξνβάιινπκε ηε ρξεζηκφηεηά ηεο θαηαζθεπάζακε ηξία παξαδείγκαηα ηα νπνία θαη 

παξαζέηνπκε παξαθάησ. ΢ε θαζέλα απφ απηά ε επηιεγκέλε πφδα κεηαβάιιεηαη έηζη 

ψζηε ε ζεκαζηνινγία ηεο λα δηαθέξεη εληειψο απφ ηελ αξρηθή θαηάζηαζή ηεο. ΢ην 

΢ρήκα 4.11 ηξνπνπνηήζακε ηελ επηθάλεηα ηνπ Αιφγνπ ψζηε ηειηθά λα κνηάδεη κε 

flamingo. Σν Flamingo πνπ θαηαζθεπάζακε δηαθέξεη πιήξσο απφ ην πξσηφηππν 

κνληέιν ηνπ Αιφγνπ κε ηε ζεκαληηθφηεξε δηαθνξά λα ζεκεηψλεηαη ζην πίζσ κέξνο 

ηνπ κνληέινπ. Έλα flamingo έρεη δχν πφδηα, ελψ έλα άινγν είλαη ηεηξάπνδν θαη έρεη 

νπξά. Έηζη ζπξξηθλψζακε ηα πφδηα θαη ηελ νπξά ηνπ Αιφγνπ θαηαζθεπάδνληαο ηελ 

νπξά ηνπ Flamingo. Βέβαηα, ηα γφλαηα ελφο flamingo δελ ιπγίδνπλ θαηά απηφλ ηνλ 

ηξφπν αιιά απηφ δελ είλαη θάηη πνπ καο απαζρνιεί ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε. 

 

Παξφκνηαο θηινζνθίαο είλαη θαη ε επεμεξγαζία ηνπ ΢ρήκαηνο 4.12. Σν κνληέιν ηνπ 

Bouncing έρεη ηξνπνπνηεζεί ζε ηέηνην βαζκφ πνπ δελ ζπκίδεη θαζφινπ ην κνληέιν 

απφ ην νπνίν έρεη πξνέιζεη. Ζ επηιεγκέλε πφδα έρεη κεηαβιεζεί ζε έλα 

ρξηζηνπγελληάηηθν δέληξν, αιιάδνληαο θάζε ηκήκα ηεο επηθάλεηαο ηνπ Bouncing. 
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΢ρήκα 4.11 Μεηαηξνπή ηνπ Αιφγνπ ζε Flamingo. 

 

΢ρήκα 4.12 Μεηαηξνπή ηνπ Bouncing ζε Υξηζηνπγελληάηηθν Γέληξν. 

 

΢ρήκα 4.13 Μεηαηξνπή ηεο Υνξεχηξηαο ζε Αλζξσπφκνξθν Κάθην. 
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Σα πφδηα έρνπλ ζπξξηθλσζεί ζην θάησ κέξνο, ην θεθάιη έρεη κεηαηξαπεί ζε αζηέξη 

θαη νιφθιεξν ην ππφινηπν ζψκα έρεη αιιάμεη ψζηε λα θαηαζθεπαζηνχλ ηα θιαδηά. 

Αλ θαη ε κεηαβνιή ηεο επηθάλεηαο είλαη πνιχ κεγάιε, ε κέζνδνο δελ αληηκεησπίδεη 

πξφβιεκα ζηελ αλαθαηαζθεπή ησλ πνδψλ. Μάιηζηα, νη αλαθαηαζθεπαζκέλεο πφδεο 

γηα ην Γέληξν εμαθνινπζνχλ λα αλαπαξηζηνχλ ηελ θίλεζε ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ.  

΢ην ΢ρήκα 4.13 θαίλεηαη ε αλαθαηαζθεπή ηεο Υνξεχηξηαο ψζηε λα κνηάδεη κε 

αλζξσπφκνξθν θάθην. ΢ηελ επεμεξγαζκέλε εθδνρή ηεο επηιεγκέλεο πφδαο θαίλεηαη ε 

επεμεξγαζία πνπ πξαγκαηνπνηήζακε ζηελ επηθάλεηα, φπνπ εθηφο απφ ηελ χπαξμε 

θάησ άθξσλ ν Κάθηνο δελ ζπκίδεη θαη πνιχ αλζξψπηλν ζψκα. Όπσο θαίλεηαη φκσο ε 

αλαθαηαζθεπή δελ αληηκεησπίδεη θαλέλα πξφβιεκα θαη νη πφδεο ελζσκαηψλνπλ 

άξηζηα ηελ επεμεξγαζία. 

 

΢ε φια ηα παξαπάλσ παξαδείγκαηα θαίλεηαη πσο ε κέζνδνο ηεο Δπεμεξγαζίαο 

Αθνινπζίαο κπνξεί λα αλαθαηαζθεπάζεη πεηζηηθά ηελ αθνινπζία απφ πφδεο, αθφκα 

θαη φηαλ ε κεηαβνιή πνπ έρεη δερζεί ε επηιεγκέλε πφδα έρεη αιιάμεη ζε κεγάιν 

βαζκφ ηε δνκή ηεο. ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ε Δπεμεξγαζία Αθνινπζίαο κπνξεί λα 

ζπγθξηζεί κε ηε Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο αθνχ νη πφδεο ζα κπνξνχζαλ λα έρνπλ 

πξνέιζεη απφ έλα κνληέιν φκνην κε απηφ πνπ νξίδεη ε αλαθαηαζθεπαζκέλε 

αθνινπζία.  

4.4.3. Πεπιοπιζμοί 

Γηα ηελ ελζσκάησζε ηεο επεμεξγαζίαο, ε κέζνδνο ηεο Δπεμεξγαζίαο Αθνινπζίαο 

βαζίδεηαη ζηελ επίιπζε ελφο γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο παξφκνηα κε ηε Μεηαθνξά 

Παξακφξθσζεο. Οη πεξηνξηζκνί πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ αλαθαηαζθεπή ησλ πνδψλ 

κπνξνχλ λα  ζπγθξηζνχλ κε απηνχο πνπ πεξηγξάςακε ζην Κεθάιαην 2, έρνληαο φκσο 

ππφςε ηελ εηδνπνηφ δηαθνξά ησλ δπν κεζφδσλ: ζηε Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο νη 

κεηαζρεκαηηζκνί ηεο επηθάλεηαο κεηαθέξνληαη ζε έλα δεχηεξν κνληέιν ελψ ζηελ 

Δπεμεξγαζία Αθνινπζίαο ην κνληέιν είλαη ην ίδην. ΢ηελ πξψηε κέζνδν, νη 

πεξηνξηζκνί πνπ εληνπίζακε ήηαλ ε αλάγθε γηα νκνηφηεηα ησλ κνληέισλ, ε κεηαθνξά 

ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ηνπ αξρηθνχ ζην ηειηθφ θαη ε πηζαλφηεηα θαηαζθεπήο 

απηνηεκλφκελσλ ηκεκάησλ.  
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Όπσο γίλεηαη αληηιεπηφ, επεηδή ε επεμεξγαζία εθαξκφδεηαη ζηηο πφδεο ηνπ ίδηνπ 

κνληέινπ, νη πεξηνξηζκνί απφ ηε κεηαθνξά ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ δελ κπνξνχλ λα 

θαιχςνπλ ηελ πεξίπησζε ηεο Δπεμεξγαζίαο Αθνινπζίαο. Δμεηάδνληαο φκσο ηα 

παξαδείγκαηα θαίλεηαη πσο νη πεξηνξηζκνί πνπ δεκηνπξγνχληαη απφ ηε ρξήζε ηεο 

κνηάδνπλ αξθεηά κε απηνχο πνπ αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο. ΢πγθεθξηκέλα φπσο γηα 

ηελ παξαγσγή ινγηθψλ απνηειεζκάησλ ηα δχν κνληέια πξέπεη λα είλαη φκνηα, έηζη 

θαη εδψ ε επηιεγκέλε πφδα θαη ε επεμεξγαζκέλε εθδνρή ηεο ζα πξέπεη λα είλαη 

ζεκαζηνινγηθά φκνηεο ψζηε λα απνθεπρζνχλ ιαλζαζκέλα απνηειέζκαηα. Ζ αξρηθή 

αθνινπζία ηνπ Αιφγνπ ηνπ ΢ρήκαηνο 4.3 πιεξνί φιεο ηηο πξνυπνζέζεηο πνπ ζα 

κπνξνχζαλ λα νδεγήζνπλ ζε αθαιαίζζεηα απνηειέζκαηα. Δπεηδή ην animation 

αλαπαξηζηά ηελ θαηάξξεπζε ηνπ κνληέινπ, θάζε πφδα εκπεξηέρεη ηελ έλλνηα ηνπ 

ρξφλνπ θαη δείρλεη ηελ θαηάζηαζε ηνπ κνληέινπ ζε κηα ππνζεηηθή ρξνληθή ζηηγκή. 

Αλ απηφ ην αγλνήζνπκε θαη επεμεξγαζηνχκε απζαίξεηα ηελ επηιεγκέλε πφδα ην πην 

πηζαλφ είλαη πσο ε ηειηθή αθνινπζία δελ ζα αλαπαξηζηά κηα θαηάξξεπζε. Γηα 

παξάδεηγκα, αλ κεηαβάιινπκε ηελ νπξά ηνπ Αιφγνπ ψζηε ε θαηεχζπλζή ηεο λα είλαη 

παξάιιειε κε ην έδαθνο, ηφηε ζηελ πέκπηε πφδα ελψ αθφκε δελ ζα έρεη αθνπκπήζεη 

ζην έδαθνο, ζα αξρίζεη λα δηπιψλεη επεηδή απηφ νξίδεη ε αληίζηνηρε αξρηθή.       

 

Έλα αθφκε αξλεηηθφ απνηέιεζκα πνπ κπνξεί λα δεκηνπξγεζεί απφ ηελ απζαίξεηε 

επεμεξγαζία είλαη ε αλαθαηαζθεπή πνδψλ ζηηο νπνίεο ηκήκαηα ηηο επηθάλεηαο 

ηέκλνληαη κεηαμχ ηνπο. Δπεηδή ε αξρηθή αθνινπζία είλαη θαηαζθεπαζκέλε ζχκθσλα 

κε ηα δεδνκέλα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ κνληέινπ, ε ελζσκάησζε ηεο επεμεξγαζίαο ίζσο 

απαηηεί ηελ ηξνπνπνίεζε θαη άιισλ ηκεκάησλ ηνπ γηα λα κελ παξαβηάδνληαη νη 

θπζηθνί λφκνη. Ζ ηειεπηαία αλαθαηαζθεπαζκέλε πφδα απφ ηελ αθνινπζία ηεο Γάηαο 

ηνπ ΢ρήκαηνο 4.3 ππάγεηαη ζε απηήλ ηελ θαηεγνξία. ΢ηελ αξρηθή πφδα, ην δεμί 

κπξνζηηλφ πφδη ηεο ζρεδφλ αθνπκπά κε ην θεθάιη ηεο. Όηαλ φκσο κέζνδνο 

αλαπαξάγεη ηελ πφδα, ην θεθάιη δελ πξνζαξκφδεηαη ζχκθσλα κε ηε ζηάζε ηνπ ρεξηνχ 

θαη γηα απηφ ην ιφγν ηα δχν ραξαθηεξηζηηθά ηέκλνληαη κεηαμχ ηνπο. 

4.4.4. Μεηαθοπά Μεηαζσημαηιζμών με Επεξεπγαζία 

Απφ ηηο κεζφδνπο ηεο Μεηαθνξάο Παξακφξθσζεο θαη ηεο Δπεμεξγαζίαο Αθνινπζίαο 

είδακε πσο κπνξνχκε λα κεηαζρεκαηίζνπκε έλα κνληέιν ψζηε λα αληηγξάθεη ηελ 
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παξακφξθσζε ελφο αξρηθνχ θαη λα αλαθαηαζθεπάζνπκε ηελ πθηζηάκελε αθνινπζία 

ελφο κνληέινπ απφ ηελ επεμεξγαζία κηαο πφδαο ηνπ. Αλ ζπλδπάζνπκε ηηο δχν 

κεζφδνπο πξνθχπηεη κηα εθαξκνγή θαηά ηελ νπνία γηα έλα ζηαηηθφ κνληέιν 

θαηαζθεπάδεηαη κηα αθνινπζία απφ πφδεο αληηγξάθνληαο ηελ παξακφξθσζε απφ έλα 

αξρηθφ ελψ ηαπηφρξνλα θάζε πφδα ελζσκαηψλεη ηελ επεμεξγαζία απφ κηα επηιεγκέλε 

πφδα ηνπ αξρηθνχ.  ΢ην ΢ρήκα 4.14 νη πφδεο ηνπ Ληνληαξηνχ έρνπλ θαηαζθεπαζηεί κε 

απηφλ ηνλ ηξφπν θαη φπσο θαίλεηαη απφ ηα απνηειέζκαηα, ε ζπλνιηθή παξακφξθσζε 

γηα θάζε πφδα εκπεξηέρεη ηηο επηκέξνπο παξακνξθψζεηο.  

 

 

΢ρήκα 4.14 Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο κε Δπεμεξγαζία. 

Βέβαηα, απηή ε κέζνδνο δελ εγγπάηαη πάληα ηελ θαηαζθεπή ησλ αλακελφκελσλ  

απνηειεζκάησλ. Δπεηδή ηα αληηθείκελα ζπλήζσο έρνπλ δηαθνξά ζηελ αλάιπζε, ε 

πεξηνρή πνπ πξέπεη λα κεηαζρεκαηηζηεί ζην ηειηθφ ψζηε λα αλαπαξαζηήζεη ηελ 

επεμεξγαζία ίζσο λα κελ έρεη επαξθή αξηζκφ ηξηγψλσλ. Έηζη ε επεμεξγαζία δελ ζα 

κπνξεί λα πξνζαξκνζηεί ρσξίο ηελ αιιαγή ηεο αλάιπζεο ηεο επηθάλεηαο ηνπ ηειηθνχ. 

Δπίζεο, φηαλ ε επεμεξγαζία νξίδεηαη απφ ιεπηνκεξείο παξακνξθψζεηο ζηελ 

επηιεγκέλε επηθάλεηα, ν αιγφξηζκνο αληηζηνηρίαο απαηηεί κεγαιχηεξν αξηζκφ απφ 

δείθηεο επηβαξχλνληαο έηζη ηελ παξέκβαζε ηνπ ρξήζηε. 

4.4.5. Χπόνοι Εκηέλεζηρ 

Γηα ηελ αλαθαηαζθεπή θάζε πφδαο ηεο αθνινπζίαο ελφο κνληέινπ ζχκθσλα κε ηε 

κέζνδν ηεο Δπεμεξγαζίαο Αθνινπζίαο, απαηηείηαη αξρηθά ε ηξνπνπνίεζε ηεο πφδαο 

αλαθνξάο θαη έπεηηα ε επίιπζε ελφο γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο γηα ηηο ηηκέο θάζε 
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ζπληζηψζαο ησλ ζπληεηαγκέλσλ ηεο. Ζ επίιπζε ησλ ζπζηεκάησλ γηα ηελ εχξεζε ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ πξαγκαηνπνηήζεθε ζηελ θάξηα γξαθηθψλ. Όπσο αλαθέξακε ζην 

Κεθάιαην 2, γηα ηελ πινπνίεζε ρξεζηκνπνηήζακε ηε βηβιηνζήθε CUSP ε νπνία είλαη 

γξακκέλε ζε CUDA. ΢ηε ζπλέρεηα παξαζέηνπκε ηνλ κέζν ρξφλν εθηέιεζεο γηα θάζε 

ζπληζηψζα ησλ ζπληεηαγκέλσλ. Απφ ηελ αλάιπζε ηνπ ρξφλνπ γηα φια ηα κνληέια 

ηνπ Πίλαθα 4.1 ζα θαηαιήμνπκε ζηε ζπκπεξηθνξά ηνπ αιγνξίζκνπ γηα ηελ 

ελζσκάησζε ηεο επεμεξγαζίαο. 

Πίλαθαο 4.1 Γεδνκέλα Μνληέισλ 

Μονηέλο Κοπςθέρ Σπίγωνα 

Γάηα  7207 14410 

Άινγν 8431 16843 

Υνξεχηξηα 9971 19938 

Διέθαληαο 42321 84638 

Bouncing 10002 20000 

Πξφζσπν 29299 57836 

Παληειφλη 1453 2859 

 

΢ηνλ Πίλαθα 4.2 πεξηιακβάλνληαη νη ρξφλνη γηα θάζε παξάδεηγκα. Ζ δεχηεξε ζηήιε  

αλαθέξεηαη ζηε δηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο, δειαδή ην κέγεζνο ηεο ιχζεο θαη ησλ 

εμηζψζεσλ, ε ηξίηε ζην κέζν ρξφλν πνπ ρξεηάζηεθε γηα ηελ επίιπζε ησλ ζπζηεκάησλ 

γηα θάζε παξάδεηγκα θαη ε ηέηαξηε ζην ρξφλν γηα λα γίλεη preconditioning ζηνλ 

πίλαθα. ΢χκθσλα κε ηνλ Πίλαθα 4.2 θαη ην δηάγξακκα ηνπ ΢ρήκαηνο 4.12, ε 

ζπκπεξηθνξά ηεο κεζφδνπ εμαξηάηαη απφ έλαλ ζπλδπαζκφ παξαγφλησλ.  

 

Καηαξράο θαίλεηαη πσο ηε κέζνδν επεξεάδεη ε δηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο, πνπ 

κεηαθξάδεηαη σο ην κέγεζνο ηνπ κνληέινπ (ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ησλ θνξπθψλ θαη 

ησλ ηξηγψλσλ ηνπ). Απηφ φκσο δελ είλαη απφιπην γηαηί ε δηάζηαζε θαη ν ρξφλνο δελ 

είλαη πνζά αλάινγα. Απηφ απνηππψλεηαη μεθάζαξα ζηνπο ρξφλνπο ησλ 

παξαδεηγκάησλ ηνπ Αιφγνπ, ηεο Υνξεχηξηαο θαη ηνπ Bouncing. Όζνλ αθνξά ην 

Άινγν, ζην  παξάδεηγκα ηεο θαηάξξεπζεο ν ρξφλνο επίιπζεο είλαη ζρεδφλ ν κηζφο 

απφ απηφλ ηνπ παξαδείγκαηνο πνπ κεηαηξέπεηαη ζε flamingo. Δπίζεο ζην παξάδεηγκα 

πνπ ν Bouncing κεηαηξέπεηαη ζην Γέληξν θαη ζε απηφ φπνπ ε Υνξεχηξηα 
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κεηαβάιιεηαη ψζηε λα κνηάδεη κε θάθην, απαηηείηαη πεξηζζφηεξνο ρξφλνο απφ ηα 

παξαδείγκαηα ζηα νπνία ε επεμεξγαζία ζηα κνληέια είλαη ζρεηηθά κηθξή. 

Πίλαθαο 4.2 Υξφλνο Δπίιπζεο ΢πζηήκαηνο 

Παπάδειγμα Γιάζηαζη 

nn 

Μ.Ο για κάθε 

ζςνιζηώζα (sec) 

Preconditioning 

(sec) 

Γάηα n = 21617 0.484 0.130 

Άινγν n = 25274 0.568 0.151 

Υνξεχηξηα n = 29909 0.512 0.193 

Διέθαληαο    n = 126959 0.996 0.662 

Άινγν (θαηάξξεπζε)  n = 25274 0.294 0.144 

Bouncing  n = 30002 0.492 0.195 

Πξφζσπν  n = 87135 0.509 0.545 

Παληειφλη n = 4312 0.131 0.024 

Άινγν (flamingo)   n = 25274 0.613 0.163 

Bouncing (Γέληξν)   n = 30002 0.735 0.232 

Υνξεχηξηα (Κάθηνο)   n = 29909 0.645 0.199 

 

Ζ εμήγεζε απηήο ηεο δηαθνξάο καο νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα πσο ε κέζνδνο εμαξηάηαη 

επίζεο απφ ην είδνο ηεο παξακφξθσζεο πνπ νξίδεη ε επεμεξγαζία. Ζ κεηαβνιή ηνπ 

Αιφγνπ ψζηε λα ζπκίδεη flamingo, απαηηεί έληνλε παξακφξθσζε ηεο επηθάλεηαο κε 

ζπξξίθλσζε ησλ πίζσ πνδηψλ θαη ηξνπνπνίεζε ηνπ ζψκαηνο,. Απηφ ζεκαίλεη πσο ηα 

ηξίγσλα ηεο πφδαο αλαθνξάο κεηαβάιινληαη ζεκαληηθά ζπγθξηηηθά κε ηελ 

θαηάξξεπζε φπνπ ε αιιαγή δελ είλαη κεγάιε. Παξφκνηα, ζην παξάδεηγκα ηνπ 

Bouncing πνπ κεηαηξέπεηαη ζην Γέληξν, ε αιιαγή ηεο επηθάλεηαο είλαη πνιχ 

κεγαιχηεξε απφ απηή ηνπ παξαδείγκαηνο ηνπ ΢ρήκαηνο 4.8. ΢πγθξίλνληαο επίζεο ηα 

παξαδείγκαηα ηεο Υνξεχηξηαο, θαίλεηαη μεθάζαξα πσο φηαλ ε επεμεξγαζία είλαη 

έληνλε ν ρξφλνο πνπ απαηηείηαη είλαη πεξηζζφηεξνο. Απφ απηφ θαηαιήγνπκε ζην 

ζπκπέξαζκα πσο ε εθαξκνγή ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ απφ θάζε πφδα απαηηεί 

πεξηζζφηεξεο επαλαιήςεηο φηαλ ε παξακφξθσζε αιιάδεη πνιχ ην ζρήκα ησλ 

ηξηγψλσλ, ζπγθξηηηθά κε ηα παξαδείγκαηα φπνπ ηα ηξίγσλα δελ κεηαβάιινληαη 

ηδηαίηεξα θαη έηζη κπνξνχλ λα ηνπνζεηεζνχλ ζηηο λέεο ηνπο ζέζεηο πην εχθνια. Σν 

ζπκπέξαζκα απηφ επαιεζεχεηαη ζπγθξίλνληαο ηα παξαδείγκαηα ησλ κνληέισλ ηνπ 

Αιφγνπ, ηεο Υνξεχηξηαο θαη ηνπ Bouncing κεηαμχ ηνπο. Ζ ηαμηλφκεζή ηνπο κε βάζε 
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ην ρξφλν εθηέιεζεο ζπκβαδίδεη απφιπηα κε ην πνζνζηφ ηεο επεμεξγαζίαο πνπ έρνπκε 

επηβάιιεη ζηελ επηθάλεηα ηεο επηιεγκέλεο πφδαο.  

 

Σέινο, επεηδή  γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο έρνπκε ρξεζηκνπνηήζεη έλαλ 

επαλαιεπηηθφ αιγφξηζκν, σο αξρηθή εθηίκεζε ηεο ιχζεο γηα κηα πφδα 

ρξεζηκνπνηνχκε ηηο ηηκέο ησλ ζπληεηαγκέλσλ απφ ηελ ακέζσο πξνεγνχκελή ηεο. Γηα 

απηφ ην ιφγν, φηαλ ε παξακφξθσζε πνπ νξίδεηαη απφ ηελ αθνινπζία είλαη νκαιή ν 

αιγφξηζκνο ηεξκαηίδεη ζε ιηγφηεξεο επαλαιήςεηο απφ φηη ζε πεξηπηψζεηο πνπ ε πφδεο 

είλαη αλεμάξηεηεο, φπσο ζπκβαίλεη κε ην κνληέιν ηεο Γάηαο. 

 

 

 

 

΢ρήκα 4.15 ΢ρέζε Γηάζηαζεο ΢πζηήκαηνο - Υξφλνπ. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 5. ΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ 

Ζ δεκηνπξγία ελφο animation απφ έλα ζηαηηθφ κνληέιν, είλαη κηα επίπνλε θαη 

ρξνλνβφξα δηαδηθαζία, παξά ηελ χπαξμε ηαιαληνχρσλ animator-θαιιηηερλψλ. Ζ 

ηξνπνπνίεζε ηεο επηθάλεηαο ηνπ αληηθεηκέλνπ απαηηεί ζπλήζσο ηελ θαηαζθεπή κηαο 

δνκήο θαη ηε ζπζρέηηζή ηεο κε ηα δνκηθά ηνπ ζηνηρεία. Απφ ηε κεηαβνιή ηεο δνκήο, 

ηα αλάινγα ηκήκαηα ηεο επηθάλεηαο παξακνξθψλνληαη ψζηε ηειηθά λα παξαρζνχλ 

λέεο πφδεο πνπ αλαπαξηζηνχλ δηαθνξεηηθέο εθθάλζεηο ηνπ κνληέινπ. Ο ηξφπνο απηφο 

βξίζθεη εθαξκνγή ζε ζθειεηηθά αληηθείκελα, πνπ απνηεινχλ ην κεγαιχηεξν κέξνο 

ηνπ 3Γ ζπλφινπ. Δθηφο βέβαηα απφ απηήλ ηελ θαηεγνξία αληηθεηκέλσλ, φια ηα 

κνληέια πνπ δελ έρνπλ ζπγθεθξηκέλε δνκή δεκηνπξγνχλ κηα δεχηεξε θαηεγνξία. Ο 

κεηαζρεκαηηζκφο ηεο επηθάλεηάο ηνπο απαηηεί κηα δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε θαη 

κπνξεί λα επηηεπρζεί κε δηάθνξνπο ηξφπνπο.  

 

Αλεμάξηεηα απφ ηνλ ηξφπν πνπ έρεη θαηαζθεπαζηεί κηα αθνινπζία απφ πφδεο γηα έλα 

κνληέιν, παξνπζηάζηεθε ε αλάγθε ηεο χπαξμεο κηαο παξφκνηαο αθνινπζίαο γηα έλα 

δεχηεξν κνληέιν. Ζ επαλάιεςε φκσο ηεο δηαδηθαζίαο πνπ εθαξκφζηεθε ζην αξρηθφ, 

εθηφο απφ αζχκθνξε είλαη θαη πνιχ αλαμηφπηζηε γηαηί ην ηειηθφ απνηέιεζκα είλαη 

πνιχ δχζθνιν λα αληηγξάθεη πεηζηηθά ηα αξρηθφ. Σν θίλεηξν απηφ, νδήγεζε ηελ 

έξεπλα ζηε ιχζε ηεο επαλαρξεζηκνπνίεζε ησλ δεδνκέλσλ. Πνιιέο κέζνδνη 

αλέπηπμαλ έλαλ απηφκαην ή εκηαπηφκαην ηξφπν γηα ηελ παξακφξθσζε ελφο ηειηθνχ 

κνληέινπ, εθκεηαιιεπφκελεο κφλν ηελ πιεξνθνξία απφ ηελ αξρηθή αθνινπζία. Με 

νπνηνλδήπνηε ηξφπν θαη αλ παξάγνπλ ηελ ηειηθή αθνινπζία, γηα ηελ εθαξκνγή ηεο 

αξρηθήο παξακφξθσζεο απαξαίηεηε πξνυπφζεζε είλαη ν θαζνξηζκφο κηαο 

αληηζηνηρίαο κεηαμχ ησλ δχν κνληέισλ.  

 

Δθηφο βέβαηα απφ ηε κεηαβνιή ελφο ζηαηηθνχ κνληέινπ ζχκθσλα κε κία αξρηθή 

αθνινπζία, ρξήζηκε είλαη επίζεο θαη ε δπλαηφηεηα ηξνπνπνίεζεο ηεο ίδηαο ηεο 
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αθνινπζίαο. Όπσο ζηελ πξψηε πεξίπησζε ν ιφγνο γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ ηειηθνχ 

animation είλαη ε ρξήζε ηνπ ζε κία ζπγθεθξηκέλε ππφζεζε, έηζη θαη ε αλαθαηαζθεπή 

ηεο ίδηαο ηεο αθνινπζίαο κπνξεί λα ηελ  πξνζαξκφζεη ψζηε λα πιεξνί ζπγθεθξηκέλα 

ραξαθηεξηζηηθά. Ζ επεμεξγαζία ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ηνπ κνληέινπ πξέπεη λα 

εθαξκφδεηαη επηηπρψο ζε φιεο ηηο πφδεο ηνπ, κε φζν ην δπλαηφλ πην κηθξή παξέκβαζε 

απφ ην ρξήζηε. Σα δχν πξνβιήκαηα ππάγνληαη ζε δχν δηαθνξεηηθέο θαηεγνξίεο, νη 

νπνίεο φκσο δελ απέρνπλ ηδηαίηεξα αλ ζεσξήζνπκε πσο ηειηθφο ηνπο ζηφρνο είλαη ε 

θαηαζθεπή κηαο λέαο αθνινπζίαο κε ζπγθεθξηκέλα ραξαθηεξηζηηθά. 

5.1. ΢ςνειζθοπά 

Με θίλεηξν ηελ επαλαρξεζηκνπνίεζε ησλ δεδνκέλσλ, πξνηείλακε έλα πιαίζην γηα ηε 

κεηαθνξά ηεο παξακφξθσζεο απφ κηα αξρηθή αθνινπζία ζε έλα ζηαηηθφ κνληέιν θαη 

ηελ επεμεξγαζία κηαο πθηζηάκελεο αθνινπζίαο. ΢ηφρνο καο ήηαλ ε γεληθφηεηα ζηελ 

εθαξκνγή ησλ κεζφδσλ, ψζηε λα κε γίλεηαη θακία ππφζεζε γηα ηα ραξαθηεξηζηηθά 

ησλ αληηθεηκέλσλ θαη γηα ηνλ ηξφπν πνπ έρνπλ πξνθχςεη νη παξακνξθψζεηο. Ζ 

δηαδηθαζία ηεο κεηαθνξάο ησλ παξακνξθψζεσλ πξαγκαηνπνηείηαη απφ ηελ εθαξκνγή 

ηεο Μεηαθνξάο Παξακφξθσζεο θαη ε ηξνπνπνίεζε κηαο αθνινπζίαο απφ ηελ 

Δπεμεξγαζία Αθνινπζίαο. 

 

Μεηαθοπά Παπαμόπθωζηρ. Σν πξφβιεκα ηεο θαηαζθεπήο ελφο πιήζνπο απφ πφδεο 

γηα έλα ηειηθφ κνληέιν κε επαλαρξεζηκνπνίεζε, πξνυπνζέηεη ηελ χπαξμε κηαο 

αξρηθήο αθνινπζίαο. Ζ αξρηθή αθνινπζία θαη νη πφδεο αλαθνξάο γηα ηα δχν κνληέια 

νξίδνπλ ηελ είζνδν ηεο δηαδηθαζίαο. Σα δεηήκαηα πνπ πξέπεη λα δηεπζεηεζνχλ γηα 

ηελ παξαγσγή ησλ απνηειεζκάησλ είλαη: ε γεληθή θσδηθνπνίεζε ηεο παξακφξθσζεο 

απφ θάζε αξρηθή πφδα, ε αληηζηνηρία κεηαμχ ησλ δχν αληηθεηκέλσλ θαη ε απνδνηηθή 

εθαξκνγή ηεο παξακφξθσζεο ζην ηειηθφ. 

 

Γηα ην ρεηξηζκφ νπνηνπδήπνηε είδνπο παξακνξθψζεσλ, ε κεηαβνιή απφ θάζε πφδα 

νξίζηεθε σο ν κεηαζρεκαηηζκφο ζε θάζε ηξίγσλν ηνπ αξρηθνχ αληηθεηκέλνπ. Ζ 

θσδηθνπνίεζή ηνπ έγηλε κε ηε ρξήζε deformation gradients πνπ αλαπαξηζηνχλ ηελ 

αιιαγή ηνπ ζρήκαηνο θαη ηεο δηεχζπλζεο ελφο ηξηγψλνπ, ρσξίο λα ζπκπεξηιακβάλνπλ 

ην δηάλπζκα πνπ ην κεηαηνπίδεη ζηελ ηειηθή ηνπ ζέζε. Ζ παξακφξθσζε ηνπ ηειηθνχ 
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αληηθεηκέλνπ πξνθχπηεη απφ ηελ εθαξκνγή ηεο παξακφξθσζεο ηνπ αξρηθνχ ζε απηφ. 

Δπεηδή φκσο ε παξακφξθσζε έρεη νξηζηεί ζηα ηξίγσλα, απηφ ζεκαίλεη πσο πξέπεη λα 

θαζνξηζηνχλ ηα δεχγε ησλ ηξηγψλσλ ηα νπνία ζα θαζνδεγήζνπλ ηε κεηαθνξά. Γηα 

ηελ θαηαζθεπή ηνπο πεξηγξάςακε έλαλ αιγφξηζκν, ν νπνίνο ζηφρν έρεη λα 

κεηαζρεκαηίζεη ην ηειηθφ αληηθείκελν ψζηε ην ζρήκα ηνπ λα πξνζαξκνζηεί ζε απηφ 

ηνπ αξρηθνχ. Απηφ επηηπγράλεηαη κέζσ ηεο επίιπζεο ελφο πξνβιήκαηνο  

ειαρηζηνπνίεζεο ελέξγεηαο, πνπ εθθξάδεηαη σο έλα ζχζηεκα γξακκηθψλ εμηζψζεσλ. 

Έπεηηα απφ ηελ πξνζαξκνγή, ηα δεχγε ηξηγψλσλ θαηαζθεπάδνληαη κε ηελ εθαξκνγή 

θξηηεξίσλ απφζηαζεο θαη δηεχζπλζεο. Ζ ζρέζε ησλ ηξηγψλσλ απφ ηα δχν αληηθείκελα 

δελ είλαη 1-1 θαη κε απηφλ ηνλ ηξφπν επηηξέπεη ζπζρέηηζε κνληέισλ κε δηαθνξεηηθή 

αλάιπζε. 

 

Ζ ηειηθή κεηαθνξά ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ επηηπγράλεηαη κέζσ ηεο αληηζηνηρίαο. 

Δπεηδή ηα deformation gradients δελ ζεσξνχλ ηε κεηαηφπηζε, αιιά ην ζρήκα θαη ηε 

δηεχζπλζε ησλ ηξηγψλσλ, γηα ην κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ ηειηθνχ νξίζακε έλα πξφβιεκα 

πνπ δηαηεξεί ηε ζπλνρή ηνπ κνληέινπ. Αληί λα εθαξκφζνπκε απεπζείαο ηα αξρηθά 

deformation gradients, βξήθακε ηα ηδαληθά πνπ κεηαζρεκαηίδνπλ θαηάιιεια ην 

ηειηθφ, απφ έλα πξφβιεκα ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ γηα ηε δηαθνξά ηνπο. Σν πξφβιεκα 

είλαη γξακκηθφ θαη ε έμνδφο ηνπ είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ. Ζ επίιπζή ηνπ 

είλαη πιήξσο απνδνηηθή θαη πξαγκαηνπνηήζεθε ζηελ θάξηα γξαθηθψλ. 

 

Δπεξεπγαζία Ακολοςθίαρ. Ζ επεμεξγαζία κηαο αθνινπζίαο απφ πφδεο εθαξκφδεηαη 

γηα ηελ ηξνπνπνίεζή ηεο θαη ζηεξίδεηαη ζηελ επεμεξγαζκέλε εθδνρή κηαο πφδαο απφ 

ην πιήζνο. ΢θνπφο ηεο κεζφδνπ πνπ πεξηγξάςακε είλαη ε ελζσκάησζε ηεο κεηαβνιήο 

πνπ νξίδεηαη απφ ηελ επεμεξγαζία θαη φρη ε αλάπηπμε ηνπ πιαηζίνπ γηα ηελ 

επεμεξγαζία ηνπ κνληέινπ. Ζ είζνδνο ηεο κεζφδνπ είλαη ε πφδα αλαθνξάο, ε 

αθνινπζία θαη ε επεμεξγαζκέλε εθδνρή κηαο επηιεγκέλεο πφδαο. Γηα ηελ  

αλαθαηαζθεπή αξρηθά νξίζακε ηνλ ηξφπν αλαπαξάζηαζεο ηεο επεμεξγαζίαο θαη γηα 

ηελ ελζσκάησζήο ηεο ζηεξηρζήθακε ζην πιαίζην πνπ πεξηγξάςακε ζηε Μεηαθνξά 

Παξακφξθσζεο.  

 

Αλεμάξηεηα απφ ηνλ ηξφπν πνπ πξνέθπςε ε επεμεξγαζκέλε πφδα, ηα δνκηθά ηεο 

ζηνηρεία θαη ε ζπλδεζηκφηεηα ηνπο παξακέλνπλ. Αθνινπζψληαο ηε δηαδηθαζία κε ηελ 
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νπνία νξίζακε ηελ παξακφξθσζε απφ ηελ πφδα αλαθνξάο θαη κηα κεηαζρεκαηηζκέλε 

πφδα, έηζη θαη εδψ ε θσδηθνπνίεζε ηεο επεμεξγαζίαο γίλεηαη κε ηε ρξήζε 

deformation gradients. Δπεηδή αλαθεξφκαζηε ζην ίδην κνληέιν δελ ππάξρεη ζέκα 

αληηζηνηρίαο. Ζ επεμεξγαζία εθαξκφδεηαη ζηα ίδηα ηξίγσλα αιιά δελ  

πξαγκαηνπνηήζεθε απεπζείαο ζε θάζε πφδα.  Αλη’ απηνχ εθαξκφζακε ηα deformation 

gradients ηεο επεμεξγαζίαο ζηελ πφδα αλαθνξάο. Με απηφλ ηνλ ηξφπν γηα ηελ 

αλαθαηαζθεπή θάζε πφδαο, απαηηείηαη ε επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο 

πνπ πεξηγξάςακε πξνεγνπκέλσο. Ωο ηειηθφ κνληέιν ζεσξήζακε ηε 

κεηαζρεκαηηζκέλε πφδα θαη σο αξρηθή παξακφξθσζε ηα deformation gradients απφ 

ηελ αξρηθή αθνινπζία. Ζ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο έγηλε επίζεο ζηελ θάξηα 

γξαθηθψλ. 

5.2.  Δπεκηάζειρ 

Ζ εθαξκνγή ησλ κεζφδσλ ζε έλα πιήζνο παξαδεηγκάησλ απέδεημε ηε γεληθφηεηά 

ηνπο, αιιά παξάιιεια έθεξε ζην θσο θαη λέεο θαηεπζχλζεηο ζηηο νπνίεο κπνξνχκε λα 

θηλεζνχκε γηα ηελ πεξεηαίξσ επέθηαζή ηνπο. Καηαξράο νη πεξηνξηζκνί κπνξνχλ απφ 

κφλνη ηνπο λα ζεσξεζνχλ σο κειινληηθέο βειηηψζεηο. Δπίζεο, ν ζπλδπαζκφο ησλ 

κεζφδσλ κε άιιεο θαηεπζχλζεηο κπνξεί λα δψζεη ελδηαθέξνπζεο ηερληθέο. Κάπνηεο 

επεθηάζεηο ηεο κεζφδνπ ηεο κεηαθνξάο ησλ παξακνξθψζεσλ έρνπλ ήδε πινπνηεζεί 

θαη παξνπζηάζηεθαλ ζην Κεθάιαην 1. Παξαθάησ ζα πξνηείλνπκε έλα ζχλνιν απφ 

πηζαλέο κειινληηθέο επεθηάζεηο γηα ηηο δχν ηερληθέο. 

 

Όζνλ αθνξά ηε Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο, έλαο ζεκαληηθφο πεξηνξηζκφο θαη 

παξάιιεια κηα ρξήζηκε επέθηαζε είλαη ε πξνυπφζεζε ηεο νκνηφηεηαο ησλ πνδψλ 

αλαθνξάο. Αθφκε θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα δχν κνληέια είλαη φκνηα σο πξνο ηε 

δνκή, φηαλ νη πφδεο αλαθνξάο ηνπο δηαθέξνπλ σο πξνο ηελ θηλεζηνινγία, ηα 

απνηειέζκαηα πνπ παξάγνληαη δελ αληαπνθξίλνληαη ζηα αξρηθά. ΢ηελ εξγαζία [21] 

πξνηείλεηαη κηα ηερληθή γηα αληηκεηψπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο, αιιά έρεη εθαξκνγή 

κφλν ζε ζθειεηηθά κνληέια. Γηα ηε γεληθή αληηκεηψπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο, κηα 

πηζαλή ιχζε είλαη ν έιεγρνο ηνπ αξρηθνχ animation ψζηε λα βξεζεί κία πφδα πνπ έρεη 

κηθξή δηαθνξά απφ ηελ πφδα αλαθνξάο ηνπ ηειηθνχ. Με εθαξκνγή ελφο αιγνξίζκνπ 

κεηαζρεκαηηζκνχ ηεο επηθάλεηάο ηεο, ην ζρήκα ησλ δχν πνδψλ κπνξεί λα ηαηξηάμεη 
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θαηά ην κέγηζην δπλαηφ. Σν πξφβιεκα βέβαηα ηεο πξνζέγγηζεο απηήο κεηαθέξεηαη 

ζηελ εχξεζε ηεο θαηάιιειεο πφδαο. 

 

Έλαο αθφκε πεξηνξηζκφο πνπ νδεγεί ζηελ παξαγσγή ιαλζαζκέλσλ απνηειεζκάησλ, 

είλαη ε έιιεηςε ειέγρνπ γηα απνθπγή απηνηεκλφκελσλ ηκεκάησλ. Σφζν ζηε 

Μεηαθνξά Παξακφξθσζεο, φζν θαη ζηελ Δπεμεξγαζία Αθνινπζίαο ε επίιπζε απιά 

αληηγξάθεη ηελ παξακφξθσζε ηεο αξρηθήο αθνινπζίαο. Με απηφλ ηνλ ηξφπν είλαη 

αδχλαηνλ λα απνθεπρζεί ε πεξίπησζε φπνπ πεξηνρέο ζηηο πφδεο ηέκλνληαη κεηαμχ 

ηνπο, αθνχ νπζηαζηηθά ηα deformation gradients εθαξκφδνληαη ζε θάζε ηξίγσλν. Γηα 

λα δηεπζεηεζεί ην πξφβιεκα κία ιχζε είλαη ε εθ ησλ πζηέξσλ δηφξζσζε θάζε πφδαο. 

Σν κνληέιν ζα κπνξνχζε λα ηκεκαηνπνηεζεί θαη λα γίλεη έιεγρνο γηα ηνπο 

ζπλδπαζκνχο ησλ ηκεκάησλ. Όκσο, ε πεξίπησζε ησλ κε-ζθειεηηθψλ ζρεκάησλ 

δπζθνιεχεη ηελ εμεχξεζε γεληθήο θαη παξάιιεια απνδνηηθήο ιχζεο. 

 

Παξφκνηα κε ηελ ηδέα ηνπ ειέγρνπ ησλ ηκεκάησλ γηα ηελ παξαγσγή νξζψλ 

απνηειεζκάησλ, ε κέζνδνο πνπ παξάγεη ηηο ηειηθέο πφδεο κπνξεί λα θαηαζθεπαζηεί 

ψζηε λα δηαηεξεί ηνλ φγθν ηεο πφδαο αλαθνξάο ηνπ κνληέινπ. Έρνπλ πξνηαζεί 

θάπνηεο ηερληθέο γηα δηαηήξεζε ηνπ φγθνπ φπσο ε [4]. Ο ζπλδπαζκφο ηνπο κε ηελ 

κεηαθνξά ηεο παξακφξθσζεο, φπνπ απηφ είλαη επηζπκεηφ, ην πην πηζαλφ είλαη λα 

θνζηίζεη ηε γξακκηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο επίιπζεο. Δπίζεο, κεγάιε είλαη ε 

πηζαλφηεηα ν φγθνο λα δηαηεξείηαη κφλν κε εθ ησλ πζηέξσλ επεμεξγαζία.  

 

Σέινο, ελδηαθέξνπζα θαίλεηαη θαη ε ηδέα γηα κεηαθνξά ηεο παξακφξθσζεο πνπ 

νξίδεηαη απφ ηελ πιεξνθνξία ηεο δηαδηθαζίαο ηνπ skinning γηα έλα κνληέιν. Ωο 

skinning νξίδεηαη ε θσδηθνπνίεζε ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ ελφο κνληέινπ, ζαλ ν 

γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ θνξπθψλ ηεο πφδαο αλαθνξάο θαη θάπνησλ πηλάθσλ θαη 

βαξψλ γηα θάζε πφδα. [11], [12]. Δπεηδή κε skinning ελφο animation θαηαθέξλνπκε 

λα θσδηθνπνηήζνπκε ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο γηα θάζε πφδα, δελ απνζεθεχνπκε ηελ 

πιεξνθνξία ηεο αιιά ππνινγίδνπκε ηηο θνξπθέο ηεο ζε πξαγκαηηθφ ρξφλν. Με απηφλ 

ηνλ ηξφπν είλαη ζαλ λα ζπκπηέδνπκε ηα αξρηθά δεδνκέλα. Έηζη ε κεηαθνξά ηεο 

παξακφξθσζεο ηνπ skinning ζε έλα δεχηεξν κνληέιν παξάγεη ηε λέα αθνινπζία, ελψ 

ηαπηφρξνλα έρεη πξαγκαηνπνηήζεη θαη ζπκπίεζε.  
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