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�E%C%� 7�$9 �9$�& �$!�#$�*#( !; �,�#$"�& U$���( % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % ��W
�E%C%C �,�#$"�& U$���( �,) ��# ��: �$!%&#' % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % ��W

�E%b ��# 1&-!$*��' % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % ��D
�E%� :!$$# �,#(( �,) �*'# :!'�&#4*�V % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �C�
�E%W /#&��#) /#(9&�( !, :!,"#4 �,) 
* !,"#4 U$���( % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �b�
�E%a :!, &9)*,- /#'�$+( % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �b�

�� �no�q�
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r
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��%� :!&!$*,- �$!%&#'( % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �bW
��%C ���� :!"#$ �$!%&#'( % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �ba
��%b 
9$��#$ /#(#�$ � % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �bD
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C%� 1 )*( !,,# �#) P4
-(��$(# -$��� G !, �b "#$�* #( �,) ��#  !$$#(�!,)*,- '!)9&�$ )# !'-

�!(*�*!, �$## T (G)% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �D
C%C �&&9(�$��*,- ��# ����  !"#$ !; 8�9 � ��*, (�*)#$ -$��� �,) 8%9 � ��* + (�*)#$% % % % % % % % % CE
C%b ��#  !$$#(�!,)*,- ���� �$##( !; 
*-9$# C%C8�9% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % CC
C%� ��#  !$$#(�!,)*,- ���� �$##( !; 
*-9$# C%C8%9% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % C�
C%W ��# %$� +#�( ;!$ ��# ���� �$##( T (s1, s2) �,) T (s`−1, s`)

!; 
*-9$# C%b% % % % % % % % % % % % Ca
C%a ��# %$� +#�( ;!$ ��# ���� �$## T (s1, q

′
1)

!; 
*-9$# C%�% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % CF

b%� ��#  !'�&#4*�V (���9( !; ��# k-���� ��$�*�*!, �$!%&#' ;!$ (!'# -$��� (9% &�((#( !;  !'-
��$�%*&*�V �,)  �!$)�& -$���(% A → B *,)* ��#( ����  &�(( A  !,��*,(  &�(( B % 8∗95 ��-
 !'�&#�#3 �$#"*!9(&V +,!	,� 8∗∗95 ��- !'�&#�#3 ,#	 $#(9&�� 8�95 �!&V,!'*�&3 �$#"*!9(&V+,!	,� 8�95 9,+,!	,% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % b�

b%C �&&9(�$��*,- ��#  !,(�$9 �#)  !,"#4 -$��� G% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % bW
b%b ��# �V�* �& (�$9 �9$# !; ��#  #,�-�$## Tc(G) !; � QT --$���% % % % % % % % % % % % % % % % % % bD
�%� ��#  !'�&#4*�V (���9( !; ��#  !&!$*,- �$!%&#'( ;!$ (!'# -$��� (9% &�((#( !;  !'��$�%*&*�V

�,)  �!$)�& -$���(% A → B *,)* ��#( ����  &�(( A  !,��*,(  &�(( B % ��# %!4 �! ��#
&#;� 8$#(�% $*-��9 !; #� �  &�((  !,��*,( ��# (���9( !; ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- 8�!�93 ��*$-
 !'�&#�#  !&!$*,- 8%!��!'9 �$!%&#'( !,  !,,# �#) 8$#(�% )*( !,,# �#)9 -$���(% 8∗95 ��- !'�&#�#3 �$#"*!9(&V +,!	,� 8∗∗95 ��- !'�&#�#3 ,#	 $#(9&�� 8�95 �!&V,!'*�&3 �$#"*!9(&V+,!	,� 8P 95 �!&V,!'*�&3 ,#	 $#(9&�% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �b

�%C �&&9(�$��*,- ��#  !,(�$9 �#)  !,,# �#) *,�#$"�& �,) �#$'9���*!, -$��� G% % % % % % % % % % ��
�%b �&&9(�$��*,- ��#  !,(�$9 �#)  !,,# �#) %*��$�*�# �#$'9���*!, -$��� G% % % % % % % % % % % % �D
�%� ��# �V�* �& (�$9 �9$# !; ��#  #,�-�$## Tc(G) !; � ��$#(�!&) -$���% % % % % % % % % % % % % % % W�
W%� �&&9(�$��*,- 8�9 %$#�+3 8%9  !,,# �3 8 9 %$*)-#3 8)9 *,(#$�3 �,) 8#9  !,,# �-%$*)-# !�#$��*!,(% WD
a%� ��#  !'�&#4*�V (���9( 8��- !'�&#�#3 9,+,!	,3 �!&V,!'*�&9 !; ��# +
7�: �$!%&#' ;!$

(!'# -$��� (9% &�((#( !;  !'��$�%*&*�V �,)  �!$)�& -$���(% A→ B *,)* ��#( ����  &�(( A !,��*,(  &�(( B % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % aF
a%C �&&9(�$��*,- 8�9 %$#�+3 8%9  !,,# �3 8 9 %$*)-#3 8)9 *,(#$�3 �,) 8#9  !,,# �-%$*)-# !�#$��*!,(�

��# "#$�* #( )#,!�#) %V %&� +- *$ &#( %#&!,- �! T i 3 	�*&# ��# "#$�* #( )#,!�#) %V %&� +-
(w9�$#( %#&!,- �! T j 3 i 6= j % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % D�

D%� �&&9(�$��*,- 8�9 %$#�+3 8%9  !,,# �3 8 9 %$*)-#3 8)9 *,(#$�3 �,) 8#9  !,,# �-%$*)-# !�#$��*!,(�
��# "#$�* #( !; T 1 �$# )#,!�#) %V %&� +- *$ &#(3 	�*&# ��# "#$�* #( !; T 2 �$# )#,!�#) %V
%&� +-(w9�$#(% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % F�

4***



F%� �&&9(�$��*,- 8�9 %$#�+3 8%9  !,,# �3 8 9 %$*)-#3 8)9 *,(#$�3 �,) 8#9  !,,# �-%$*)-# !�#$��*!,(�
��# "#$�* #( )#,!�#) %V %&� +- *$ &#( 8$#(�% -$#V- *$ &#(9 %#&!,- �! T i 8$#(�% T j 93 	�*&# ��#
"#$�* #( )#,!�#) %V %&� +-(w9�$#( %#&!,- �! T p 3 i 6= j 6= p % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �W

�%� ��#  !'�&#4*�V (���9( 8��- !'�&#�#3 9,+,!	,3 �!&V,!'*�&9 !; ��# +�: �$!%&#' ;!$ (!'#
-$��� (9% &�((#( !;  !'��$�%*&*�V �,)  �!$)�& -$���(% A → B *,)* ��#( ����  &�(( A !,��*,(  &�(( B % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �E�

�%C �&&9(�$��*,- 8�9  !,,# � �,) 8%9 *,(#$� !�#$��*!,(� P ∈ PT (G[{v1, v2, . . . , vs}])
% % % % % % % % �ED

�%b ��# (9%$!9�*,# process(π) !; ��# 1&-!$*��' 2*,*'9' +�:% % % % % % % % % % % % % % % % % % �E�
�E%� ��#  !'�&#4*�V (���9( 8��- !'�&#�#3 9,+,!	,3 �!&V,!'*�&9 !; ��# ��� �$!%&#' ;!$ (!'#

-$��� (9% &�((#( !;  !'��$�%*&*�V �,)  �!$)�& -$���(% A → B *,)* ��#( ����  &�(( A !,��*,(  &�(( B % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % ���
�E%C �����������	 
�� �
������ 
�� ������� ��� 
�� ����	� 
������
��� P, P1, P2 ∈ PT (G[S])� % % % % % % % ��a
�E%b �&&9(�$��*,- (!'#  �(#( !; ��# %$*)-# !�#$��*!,% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % ���
�E%� �&&9(�$��*,- (!'#  �(#( !; ��# ,#	 ���� !�#$��*!,% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �CE
�E%W 1 %* !,"#4 -$��� G% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �bb
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W%� ��# (*�# !; ��# +�: ���� !9$ �&-!$*��' $#�9$,( *, #� �  �(#% % % % % % % % % % % % % % % % % % a�

D%� ��# (*�# !; ��# C��: ���� !9$ �&-!$*��' $#�9$,( *, #� �  �(#% % % % % % % % % % % % % % % % % FF
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� ��$�&&#& 2*,*'9' ���� :!"#$ % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % bE
C 1&-!$*��' ��*$ :!'�&#�# :!&!$*,- % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % WC
b 1&-!$*��' 2*,*'9' +�: :!-$��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % W�
� 1&-!$*��' 2*,*'9' +
7�: % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % DC
W 1&-!$*��' 2*,*'9' C��: % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % FC
a 1&-!$*��' 2*,*'9' +8C9�7�: % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �a
D 1&-!$*��' 2*,*'9' +�: �$!�#$�,�#$"�& % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �EF
F 1&-!$*��' 2*,*'9' ��: % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % ��D
� 1&-!$*��' �� 
* !,"#4 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �bC
�E 1&-!$*��' ��� 
* !,"#4 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % �bb
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�%� �$#&*'*,�$*#(
�%C �#$;# � U$���(
�%� :!'�&#4*�V �,) �,�$� ��%*&*�V
�%b ���� :!"#$ �,) :!&!$*,- �$!%&#'(

	
	 ��
��������
�
0#  !,(*)#$ 3,*�# 9,)*$# �#) -$���( 	*�� ,! &!!�( !$ '9&�*�&# #)-#(% 
!$ � -$��� G3 	# )#,!�# *�( "#$�#4
�,) #)-# (#� %V V (G) �,) E(G)3 $#(�# �*"#&V% 1 (9%-$��� H !; � -$��� U *( (�*) �! %# *,)9 #) *;3 ;!$
�,V ��*$ !; "#$�* #( x �,) y !; H 3 xy *( �, #)-# !; H *; �,) !,&V *; xy *( �, #)-# !; G% �#� S %# � (9%(#�
!; ��# "#$�#4 (#� !; � -$��� G% ��#,3 ��# (9%-$��� !; G *,)9 #) %V S *( )#,!�#) %V G[S] % 2!$#!"#$3 	#
)#,!�# %V G− S ��# -$��� G[V (G)− S] �,) %V G− v ��# -$��� G[V (G)− {v}] % ��#  !'�&#'#,� G !;
� -$��� G ��( ��# (�'# "#$�#4 (#� �( G3 �,) )*(�*, � "#$�* #( u, v �$# �)�� #,� *, G *; �,) !,&V *; ��#V
�$# ,!� �)�� #,� *, G%

��# C\J^AI=>A==F NG(x) !; � "#$�#4 x !; ��# -$��� G *( ��# (#� !; �&& ��# "#$�* #( !; G 	�* � �$#
�)�� #,� �! x% ��# �L=@\F C\J^AI=>A==F !; x *( )#3,#) �( NG[x] := NG(x) ∪ {x} % ��# (#� !; "#$�* #( *,
V (G) − {x}

���� �$# ,!� ,#*-�%!$( !; x *( *�( C=C�C\J^AI=>@ �,) *( )#,!�#) %V NG(x)% 0�#, *� *(  &#�$
	�* � ��# -$��� 	# $#;#$ �! *(3 	# 9(# ��# ,!���*!, N(x) �,) N [x] ;!$ (*'�&* *�V% ��# F\̂ >\\ !; � "#$�#4 x*, � -$��� G3 )#,!�#) %V d(x)3 *( ��# ,9'%#$ !; #)-#( *, *)#,� !, x� ��9(3 d(x) = |N(x)| % 1 �LJ�Y\ *(
� (#� !; ��*$	*(# �)�� #,� "#$�* #( 	�*&# � @KEIL\ 8!$ JCF\B\CF\CK9 @\K *( � (#� !; ��*$	*(# ,!,-�)�� #,�
"#$�* #(%

1 (#w9#, # !; "#$�* #( [v0, v1, . . . , vk] *( � �EL? ;$!' v0
�! vk

!; &#,-�� k *, G �$!"*)#) ���� vi−1vi ∈

E(G) ;!$ i = 1, 2, . . . , k % 1 	�&+ *, G *(  �&&#) � BEKA *; ,! "#$�#4 �,) ,! #)-# !  9$( '!$# ���, !, #%
1 ���� !; &#,-�� k *(  �&&#) K>J�JEL *; k = 0 % 1 (#w9#, # !; "#$�* #( [v0, v1, . . . , vk, v0]

*(  �&&#) � ���L\
!; &#,-�� k + 1 *; vi−1vi ∈ E(G) ;!$ i = 1, 2, . . . , k �,) vkv0 ∈ E(G)% 1  V &# [v0, v1, . . . , vk, v0]

*( �@JHBL\ ���L\ *; vi 6= vj
;!$ i 6= j % 1 (*'�&#  V &# [v0, v1, . . . , vk, v0]

*( �A=>FL\@@ *; vivj /∈ E(G) ;!$ #"#$V
,!,-(9  #((*"# "#$�* #( vi, vj

*, ��#  V &#% ��$!9-�!9� ��*( 	!$+3 �  &*w9# !, n "#$�* #( *( )#,!�#) %V Kn
3

�  �!$)&#((  V &# !, n "#$�* #( *( )#,!�#) %V Cn
�,) ��#  �!$)&#(( ���� !, n "#$�* #( *( )#,!�#) %V Pn

%

�



�, �  �!$)&#(( ���� Pn = [v1, v2, . . . , vn−1, vn]
��# "#$�* #( v2, . . . , vn−1

�$#  �&&#) HJFB=JCK@ !$ JCK\>CEL
�\>KJ�\@ �,) v1 �,) vn

�$#  �&&#) \CFB=JCK@%
�#� T %# � -$��� 	*�� n "#$�* #(% ��#,3 T *( � �$## *; �,) !,&V *; *�  !,��*,( ,!  V &#( �,) ��( n− 1#)-#(� #w9*"�&#,�&V3 T *( � �$## *; �,) !,&V *; �,V �	! "#$�* #( !; T �$#  !,,# �#) %V #4� �&V !,# ����%
�#� T %# � �$##% ��# ��$#,� !; � ,!)# x !; T *( )#,!�#) %V p(x) �,) ��# (#� !; ,!)#(  !,��*,*,- ��#

 �*&)$#, !; ,!)# x *, T *( )#,!�#) %V ch(x)% 
9$��#$'!$#3 	# )#,!�# %V Li
��# (#� !; ,!)#( %#&!,-*,- �!

&#"#& i *, T ;!$ i = 0
�! i = h 3 	�#$# h *( ��# �#*-�� !; ��# �$## T %

	
� �
��
�� ������
1 A=L\ !; G *( �, *,)9 #) (9%-$��� !; G 	�* � *( �  V &# !; &#,-�� �� &#�(� �% 1, ECKJA=L\ !; G *( �,
*,)9 #) (9%-$��� !; G 	�!(#  !'�&#'#,� *( � �!&# *, G% 1 -$��� G *( �\>̂ \ *; #"#$V �!&# �,) �,�*�!&#
!; G ��( #"#, &#,-��%

��# �A>=HEKJ� CYHI\> χ(G) !; � -$��� G *( ��# ;#	#(� ,9'%#$ !;  !&!$( ,##)#) �! �$!�#$&V  !&!$ ��#
"#$�* #( !; G3 !$ #w9*"�&#,�&V3 ��# ;#	#(� ,9'%#$ !; (��%&# (#�( ,##)#) �!  !"#$ ��# "#$�* #( !; G% ��#
�LJ�Y\ CYHI\> ω(G) !; � -$��� G *( ��# (*�# !; ��# &�$-#(�  !'�&#�# (9%-$��� !; G% :&#�$&V3 ��#  �$!'��* 
,9'%#$ !; � -$��� G *( -$#��#$ ���, !$ #w9�& �! ��#  &*w9# ,9'%#$ !; G% ��# @KEIJLJK� CYHI\> α(G) !; �
-$��� G *( ��# (*�# !; ��# &�$-#(� (��%&# (#� !; G 	�*&# ��# �LJ�Y\ �=�\> CYHI\> κ(G) !; � -$��� G *( ��#
;#	#(� ,9'%#$ !;  !'�&#�# (9%-$���( ,##)#) �!  !"#$ ��# "#$�* #( !; G%

��# *,�#$(# �*!, !; �  &*w9# �,) � (��%&# (#� !; � -$��� G  �, %# �� '!(� !,# "#$�#4% ��9(3 ;!$ �,V
-$��� G3

ω(G) ≤ χ(G) �,) α(G) ≤ κ(G).

��#(# #w9�&*�*#( �$# )9�& �! !,# �,!��#$ (*, # α(G) = ω(G) �,) κ(G) = χ(G)% �#� G(V,E) %# �,
9,)*$# �#) -$���% ��# ;!&&!	*,- ��$##  !,)*�*!,( �$# ��# B\>Z \�KJ=C B>=B\>KJ\@ !; � -$��� G%
8��9 ω(G[A]) = χ(G[A]), ∀A ⊆ V (G)

8�C9 α(G[A]) = κ(G[A]), ∀A ⊆ V (G)

8�b9 ω(G[A]) · α(G[A]) ≥ |A|, ∀A ⊆ V (G)

�krnlrs ��� f�kr �rl	r�j 
lihk �krnlrs 	̀ 
t� �=> EC YCFJ>\�K\F ^>EBAG KA\ B\>Z \�KJ=C B>=B\>KJ\@
[�� [� ECF [
 E>\ \�YJ�EL\CK�

1 -$��� G *( B\>Z \�K *; ;!$ #"#$V *,)9 #) (9%-$��� G[A] !; G3 ��#  �$!'��* ,9'%#$ !; G[A] #w9�&(
��# (*�# !; ��# &�$-#(�  &*w9# !; G[A] % ��# (�9)V !; �#$;# � -$���( 	�( *,*�*��#) %V :&�9)# 
#$-#3 ��$�&V
'!�*"��#) %V � �$!%&#' ;$!' *,;!$'��*!, ��#!$V 83,)*,- ��# .7��,,!,  ��� *�V0 !; � -$���� *� &*#(
%#�	##, ��# (*�# !; ��# &�$-#(�  &*w9# �,) ��#  �$!'��* ,9'%#$3 �,) (! ;!$ � �#$;# � -$��� *� #w9�&(
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��# (# !,) *'�&*#( ��# 3$(�3 ��#V 	#$# +,!	, �( ��# .	#�+0 �,) .(�$!,-0 �#$;# � -$���  !,�# �9$#(
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��# 3$(� 	�( �$!"#) %V �!"á(� uaWv *, ��DC% ��# (# !,)3 ��# @K>=C^ B\>Z \�K ^>EBA �=C� \�KY>\3 $# #*"#)
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�,,!9, #) ���� ��#V3 %9*&)*,- !, #�$&*#$ �!*,� 	!$+ 	*�� �#*& /!%#$�(!, �,) /!%*, ��!'�(3 ��)  !'-
�&#�#) ��# �$!!; !; ��# 7�$!,- �#$;# � U$��� :!,�# �9$# 	�* � %# �'# ��# @K>=C^ B\>Z \�K ^>EBA KA\=>\H%
��# ;!9$ �!*,� �9��!$( �9%&*(�#) ��# �DF-��-# ���#$ *, CEEa u�av% 1( � $#(9&�3 �!&#( �,) �,�*�!&#( ��"#
%##, #4�#,(*"#&V (�9)*#) *, '�,V )*�#$#,�  !,�#4�( *, �&-!$*��'* -$��� ��#!$V% ��9(3 3,)*,- � �!&#
!$ �, �,�*�!&# *, � -$��� #� *#,�&V *( �, *'�!$��,� -$���-��#!$#�* �$!%&#'3 %!�� !, *�( !	, �,) �( �
(�#� *, '�,V $# !-,*�*!, �&-!$*��'(% �, CEE�3 �*+!&!�!9&!( �,) ��&*!( uD�v �$!�!(#) � O(n +m2)

�*'#
�&-!$*��' ;!$ ��# �$!%&#' !; 3,)*,- � �!&# !$ �, �,�*�!&# *, � -$��� !, n "#$�* #( �,)m #)-#(3 $#w9*$*,-
O(nm) (�� #%

��#  &�(( !; �#$;# � -$���( ��( (�$9 �9$�& �$!�#$�*#( &#�)*,- �! �!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��'( ;!$ !��*-
'*���*!, �$!%&#'( 	�* � �$# ��- !'�&#�# *, �$%*�$�$V -$���(3 (9 � �(  !&!$*,- �,) ����  !"#$ �$!%&#'(
�,) ��# �$!%&#'( !; 3,)*,- ��'*&�!,  V &# !$ ����% ��#(# �$!%&#'( 3,) ���&* ��*!,( *, '�,V 3#&)( !;
)*�#$#,� ( *#, #(3 ;$!' '���#'��* ( �! ��*&!(!��V uD3 ��v%

	
� �����
���� ��� ��������������

#(*)#( �$!"*)*,- � %�(*( ;!$  !'��$*,- �&-!$*��'(	�* � (!&"# ��# (�'# �$!%&#'3 �&-!$*��'* �,�&V(*( ��(
!��#$ �$� �* �& 9(#(% 2!(� *'�!$��,�&V3 *� ��!$)( 9( ��# !��!$�9,*�V �! +,!	 *, �)"�, # �, #(�*'��# !; ��#
 !'�9���*!, !$ � %!9,) !, ��# (�!$�-# �,) $9, �*'# $#w9*$#'#,�(% �#� 9( $#;#$ �! ��# )*�#$#, #( %#�	##,
 !'�9��%*&*�V �,)  !'�9���*!,�&  !'�&#4*�V u�Ev% :!'�9��%*&*�V �))$#((#( *�(#&; '!(�&V �! w9#(�*!,( !;
#4*(�#, #5 �( ��#$# �, �&-!$*��' 	�* � (!&"#( �$!%&#' Π

� �$!"*,- ���� � �$!%&#' *(  !'�9��%&# 9(9�&&V
 !,(*(�( !; )#'!,(�$��*,- �, � �9�& �&-!$*��' 	�* � 	*&& �#$'*,��# 	*�� �  !$$# � �,(	#$ ;!$ #"#$V *,�9�%
��# �'!9,� !; $#(!9$ #( 8�*'# �,) (�� #9 9(#) *, ��#  �& 9&��*!,3 �&��!9-� 3,*�#3 *( 9,&*'*�#)%

�,  !,�$�(� �! ��*(3  !'�9���*!,�&  !'�&#4*�V )#�&( �$# *(#&V 	*�� ��# w9�,�*���*"# �(�# �( !; �$!%&#'
(!&"*,-% �� �))$#((#( ��# *((9# !; 	���  �, %#  !'�9�#) 	*��*, � �$� �* �& !$ $#�(!,�%&# �'!9,� !;
�*'# �,) (�� # %V '#�(9$*,- ��# $#(!9$ # $#w9*$#'#,�( #4� �&V !$ %V !%��*,*,- 9��#$ �,) &!	#$ %!9,)(%
:!'�&#4*�V *( � �9�&&V )#�#$'*,#) !, ��$## &#"#&(5 ��# �$!%&#'3 ��# �&-!$*��'3 �,) ��# *'�&#'#,��-
�*!,% ���9$�&&V3 	# 	�,� ��# %#(� �&-!$*��' 	�* � (!&"#( !9$ �$!%&#'3 �,) 	# 	�,� �!  �!!(# ��# %#(�
*'�&#'#,���*!, !; ���� �&-!$*��'%

1 F\�J@J=C B>=IL\H *( !,# 	�* � $#w9*$#( � (*'�&# .V#(0 !$ .,!0 �,(	#$% 1, JC@KEC�\ !; � �$!%&#' Π*( � (�# *3 ��*!, !; ��$�* 9&�$ "�&9#( ;!$ *�( ��$�'#�#$(% 	(9�&&V 	#  �, $#	$*�# �, !��*'*���*!, �$!%&#'
�( � )# *(*!, �$!%&#' 	�* � �� 3$(� (##'( '9 � #�(*#$ �! (!&"# ���, ��# !$*-*,�& %9� �9$,( !9� �! %# �9(�
�%!9� �( ��$)% :!,(*)#$ ��# ;!&&!	*,- �	! "#$(*!,( !; ��# -$���  !&!$*,- �$!%&#'%

lihk �nqnlmo� 8!��*'*���*!, "#$(*!,9
�,(��, #5 1, 9,)*$# �#) -$��� G%
�9#(�*!,5 0��� *( ��# ('�&&#(� ,9'%#$ !;  !&!$( ,##)#) ;!$ � �$!�#$  !&!$*,- !; G�

lihk �nqnlmo� 8)# *(*!, "#$(*!,9
�,(��, #5 1, 9,)*$# �#) -$��� G �,) �, *,�#-#$ k > 0 %�9#(�*!,5 8!#( ��#$# #4*(� � �$!�#$ k  !&!$*,- !; G�
��# !��*'*���*!, "#$(*!,  �, %# (!&"#) %V ���&V*,- �, �&-!$*��' ;!$ ��# )# *(*!, "#$(*!, n

�*'#( ;!$
�, n-"#$�#4 -$���% �; ��# n )# *(*!, �$!%&#'( �$# (!&"#) (#w9#,�*�&&V3 ��#, ��# �*'# ,##)#) �! (!&"# ��#
!��*'*���*!, "#$(*!, *( &�$-#$ ���, ���� ;!$ ��# )# *(*!, "#$(*!, %V �� '!(� � ;� �!$ !; n % �!	#"#$3 *; ��#V
 �, %# (!&"#) *, ��$�&&#&3 ��#, ��# �*'# ,##)#) ;!$ %!�� "#$(*!,( *( #((#,�*�&&V ��# (�'#% 8#'!,(�$��*,-
�,) �,�&V�*,- ��#  !'�&#4*�V !; � ��$�* 9&�$ �&-!$*��' ;!$ Π �$!"*)#( 9( 	*�� �, 9��#$ %!9,) !, ��#
 !'�&#4*�V !; Π% 8#�#$'*,*,- ��#  !'�&#4*�V !; � �$!%&#' Π $#w9*$#( � �	!-(*)#) ���� +5
8�9 ��# 9��#$ %!9,) ���# '*,*'9'  !'�&#4*�V !"#$ �&& +,!	, �&-!$*��'( (!&"*,- Π%
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�&-!$*��'( (!&"*,- Π �$# $#w9*$#) �! ��"#  !'�&#4*�V �� &#�(� �( �*-� �( f %
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&!	#$  !'�&#4*�V %!9,)( *,"!&"#( ��# (!  �&&#) ��- !'�&#�# �$!%&#'(% 
!$ #� � !; ��# �$!%&#'( *, ��*(
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��# @KEK\ !; �, �&-!$*��'  !,(*(�( !; ��#  9$$#,� "�&9#( !; �&& "�$*�%&#( �,) ��# &! ��*!, !; ��#  9$$#,�
*,(�$9 �*!, �! %# #4# 9�#)% 1 F\K\>HJCJ@KJ� EL^=>JKAH *( !,# ;!$ 	�* � #� � (���# 9�!, #4# 9�*!, !; ��#
*,(�$9 �*!, 9,*w9#&V )#�#$'*,#( �� '!(� !,# ,#4� (���#% �*$�9�&&V �&&  !'�9�#$( $9, )#�#$'*,*(�* �&&V% 1
�$!%&#' Π *( *, ��#  &�(( � *; ��#$# #4*(�( � )#�#$'*,*(�* �!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��' 	�* � (!&"#( Π%

1 C=CF\K\>HJCJ@KJ� EL^=>JKAH *( !,# ;!$ 	�* � � (���# '�V )#�#$'*,# '�,V ,#4� (���#( �,) 	�* �
;!&&!	( 9� !, #� � !; ��# ,#4� (���#( (*'9&��,#!9(&V% 0# '�V $#-�$) � ,!,)#�#$'*,*(�* �&-!$*��' �(��"*,- ��#  ���%*&*�V !; %$�, �*,- !� *,�! '�,V  !�*#( !; *�(#&;3 !,# ;!$ #� � ,#4� (���#% ��9(3 	�*&# �
)#�#$'*,*(�* �&-!$*��' '9(� #4�&!$# � (#� !; �&�#$,��*"#( !,# �� � �*'#3 � ,!,)#�#$'*,*(�* �&-!$*��'
#4�'*,#( �&& �&�#$,��*"#( �� ��# (�'# �*'#%

1 �$!%&#' Π *( *, ��#  &�(( �� *; ��#$# #4*(�( � ,!,)#�#$'*,*(�* �!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��' 	�* �
(!&"#( Π% :&#�$&V3 � ⊆ ��% 1, *'�!$��,� !�#, w9#(�*!, *, ��# ��#!$V !;  !'�9���*!, *( 	�#��#$ ��#
 !,��*,'#,� !; � *, �� *( �$!�#$� *%#%3 *( � 6= ���
�,# �$!%&#' Π1

*( B=L�C=HJELL� K>EC@Z=>HEIL\ �! �,!��#$ �$!%&#' Π2
)#,!�#) Π1 4 Π2

3 *; ��#$#
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*,�! ��# *,(��, #( !; Π2
(9 � ����

8*9 f *(  !'�9��%&# )#�#$'*,*(�* �&&V *, �!&V,!'*�& �*'#3 �,)
8**9 � (!&9�*!, �! ��# *,(��, # f(I) !; Π2

3 -*"#( � (!&9�*!, �! ��# *,(��, # I !; Π1
3 ;!$ �&& I %

�,�9*�*"#&V ��*( '#�,( ���� Π1
*( ,! ��$)#$ �! (!&"# ���, Π2

9� �! �))#) �!&V,!'*�& �#$'3 ;!$ 	#  !9&)
(!&"# Π1

%V  !'%*,*,- ��# �$�,(;!$'��*!, f 	*�� ��# %#(� �&-!$*��' ;!$ (!&"*,- Π2
% ��9(3 *; Π1 4 Π2
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:�2��.����8Π1
9 ≤ :�2��.����8Π2

9 � ������2�1�%
�; Π2

��( � )#�#$'*,*(�* �!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��'3 ��#, (! )!#( Π1
� *; #"#$V )#�#$'*,*(�* �&-!$*��'

(!&"*,- Π1
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��# �$*, *��& �# �,*w9# 9(#) ;!$ )#'!,(�$��*,- ���� �	! �$!%&#'( �$# $#&��#) *( ���� !; 0$#)9 *,-0

!,# �! ��# !��#$3 %V -*"*,- �  !,(�$9 �*"# �$�,(;!$'��*!, ���� '��( �,V *,(��, # !; ��# 3$(� �$!%&#'
*,�! �, #w9*"�&#,� *,(��, # !; ��# (# !,)% 79 � � �$�,(;!$'��*!, �$!"*)#( ��# '#�,( ;!$  !,"#$�*,- �,V
�&-!$*��' ���� (!&"#( ��# (# !,) �$!%&#' *,�! �  !$$#(�!,)*,- �&-!$*��' ;!$ (!&"*,- ��# 3$(� �$!%&#'%

1 �$!%&#' Π *( �[
�
AE>F *; �,V !,# !; ��# ;!&&!	*,- #w9*"�&#,�  !,)*�*!,( �!&)(5

8�9 Π′ 4 Π ;!$ �&& Π′ ∈ ���
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8b9 ��# #4*(�#, # !; � )#�#$'*,*(�* �!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��' ;!$ Π 	!9&) *'�&V ��# #4*(�#, # !; �
�!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��' ;!$ #"#$V �$!%&#' *, ��%

1 �$!%&#' Π *( �[
�
�=HBL\K\ *; *� *( %!�� � '#'%#$ !; �� �,) *� *( ��-��$)% ��# ��- !'�&#�#

�$!%&#'( �$# ��# '!(� )*� 9&� !; ��!(# *, ��% �! �$!"# ���� Π *( ��- !'�&#�# 	# (�!	 ���� Π ∈ ��
�,) (!'# +,!	, ��- !'�&#�# �$!%&#' Π′ �$�,(;!$'( �! Π%

��# ;!9,)��*!,( ;!$ ��# ��#!$V !; ��- !'�&#�#,#((	#$# &�*) *, � ���#$ !; 7�#��#, :!!+ u��v3 �$#(#,�#)
*, ��D�3 #,�*�&#) .��#  !'�&#4*�V !; ��#!$#' �$!"*,- �$! #)9$#(0% �# #'���(*�#) ��# (*-,*3 �, # !;
.�!&V,!'*�& �*'# $#)9 *%*&*�V03 ���� *(3 $#)9 �*!,( ;!$ 	�* � ��# $#w9*$#) �$�,(;!$'��*!,  �, %# #4# 9�#)
%V � �!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��'% �; 	# ��"# � �!&V,!'*�& �*'# $#)9 �*!, ;$!' !,# �$!%&#' �! �,!��#$3 ��*(
#,(9$#( ���� �,V �!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��' ;!$ ��# (# !,) �$!%&#'  �, %#  !,"#$�#) *,�! �  !$$#(�!,)*,-
�!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��' ;!$ ��# 3$(� �$!%&#'% 
9$��#$'!$#3 �# ;! 9(#) ���#,�*!, !, ��#  &�(( !; �� !;
)# *(*!, �$!%&#'( ����  �, %# (!&"#) *, �!&V,!'*�& �*'# %V � ,!,)#�#$'*,*(�*  !'�9�#$3 �,) �# �$!"#)
���� !,# ��$�* 9&�$ �$!%&#' *, ��3  �&&#) ��# .(��*(3�%*&*�V0 �$!%&#'3 ��( ��# �$!�#$�V ���� #"#$V !��#$
�$!%&#' *, ��  �, %# �!&V,!'*�&&V $#)9 #) �! *�% �; ��# (��*(3�%*&*�V  �, %# (!&"#) 	*�� � �!&V,!'*�&
�*'# �&-!$*��'3 ��#, (!  �, #"#$V �$!%&#' *, ��3 �,) *; �,V �$!%&#' *, �� *( *,�$� ��%&# 8*%#% *� *( (!
��$) ���� ,! �!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��'  �, �!((*%&V (!&"# *�93 ��#, ��# (��*(3�%*&*�V �$!%&#' �&(! '9(�
%# *,�$� ��%&#% ��9(3 *, � (#,(#3 ��# (��*(3�%*&*�V �$!%&#' *( ��# .��$)#(�0 �$!%&#' *, ��%


*,�&&V3 :!!+ (9--#(�#) ���� !��#$ �$!%&#'( *, �� '*-�� (��$# 	*�� ��# (��*(3�%*&*�V ��*( �$!�#$�V !;
%#*,- ��# .��$)#(�0 '#'%#$ !; ��% �# (�!	#) ��*( �! %# ��#  �(# ;!$ ��# �$!%&#' .8!#( � -*"#, -$���
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 !,��*, �  !'�&#�# (9%-$��� !, � -*"#, ,9'%#$ k !; "#$�* #(�0
79%(#w9#,�&V3 6�$� uWav �$#(#,�#) �  !&&# �*!, !; $#(9&�( �$!"*,- ���� *,)##) ��# )# *(*!, "#$(*!,( !;

'�,V 	#&& +,!	,  !'%*,��!$*�& �$!%&#'(3 *, &9)*,- ��# �$�"#&&*,- (�&#('�, �$!%&#'3 �$# �9(� �( .��$)0
�( ��# (��*(3�%*&*�V �$!%&#'% 7*, # ��#, � 	*)# "�$*#�V !; !��#$ �$!%&#'( ��"# %##, �$!"#) #w9*"�&#,�
*, )*� 9&�V �! ��#(# �$!%&#'(3 �,) ��*( #w9*"�&#, #  &�((3  !,(*(�*,- !; ��# .��$)#(�0 �$!%&#'( *, ��3
��( %##, -*"#, � ,�'#5 ��#  &�(( !; ��- !'�&#�# �$!%&#'(� *, ��#*$ %!!+ ubav3 .1 -9*)# �! ��# ��#!$V
!; ��- !'�&#�#,#((03 U�$#V �,) �!�,(!, �$!"*)# � &*(� !; ��- !'�&#�# �$!%&#'(% �!	#"#$3 � -$���
��#!$#�* !$ !��#$ �V�# !; �$!%&#' Π 	�* � *( ,!$'�&&V ��$) �! (!&"# *, ��# -#,#$�&  �(# '�V ��"# �,
#� *#,� (!&9�*!, *; ��# *,�9� )!'�*, *( (9*��%&V $#(�$* �#)% ��# ��'*&�!,*�,  *$ 9*� �$!%&#'3 ;!$ #4�'�&#3
*( �$*"*�& *; ��# !,&V -$���(  !,(*)#$#) �$# �$##(%

	
�
� ����
� �����
�� ��� ������ ��������
�
�
��
0# $#;#$ �! ��# �1/������ �$!%&#'3 	�* � *( ��- !'�&#�# ubav5
��
������
�,(��, #5 1 3,*�# (#� A �,) � .(*�#0 s(a) ∈ Z+ ;!$ #� � a ∈ A%
�9#(�*!,5 �( ��#$# � (9%(#� A′ ⊆ A (9 � ���� ∑

a∈A′ s(a) =
∑

a∈A−A′ s(a)
�

:!,(*)#$ ,!	 ��# ;!&&!	*,- .)V,�'* �$!-$�''*,-0 ���$!� � �! (!&"*,- ��# �1/������ �$!%&#'%
�#� A = {a1, a2, . . . , an} �,) &#� T (i, j)3 1 ≤ i ≤ n 3 0 ≤ j ≤ b 3 )#,!�# ��# �$9�� "�&9# !; ��# (���#'#,�
.��#$# #4*(�( � (9%(#� !; {a1, a2, . . . , ai}

	�!(# (9' *( #4� �&V j0% �! (��$� 	*��3 	# +,!	 ���� T (1, j)*( ;�&(# ;!$ �&& j #4 #�� j = 0 �,) j = a1
% /# 9$(*"#&V3 	# ��"# ���� T (i + 1, j)3 1 ≤ i < n 3 0 ≤ j ≤ b 3*( �$9# *; �,) !,&V *; #*��#$ T (i, j) *( �$9# !$ ai+1 ≤ j �,) T (i, j − ai+1)

*( �$9#% ��# )#(*$#) (9%(#� ;!$
�1/������ #4*(�( *; �,) !,&V *; T (n, b) *( �$9#%

��# !%"*!9( *�#$��*"# �&-!$*��' %�(#) !, ��*( ;!$'9&��*!,  �, (!&"# ��# �1/������ �$!%&#' *,O(nb)�*'#% 1&��!9-� ��*( '�V ���#�$ �! %# � �!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��'3 *, ;� � *� *( ,!�% 
!$ ��# �9$�!(#( !;
��# ��#!$V !; ��- !'�&#�#,#((3 �( 	#&& �( ;!$ '!(� ;!$'�&  !'�&#4*�V ��#!$V3 ��# �*'#  !'�&#4*�V !; �,
�&-!$*��' *( #4�$#((#) *, �#$'( !; � (*,-&# .*,(��, # (*�#0 ��$�'#�#$ 	�* � $#�# �( ��# ,9'%#$ !; (V'%!&(

W



���� 	!9&) %# $#w9*$#) �! )#( $*%# ��# *,(��, # *, � .$#�(!,�%&#0 �,) . !, *(#0 '�,,#$% ��# ��$�'#�#$
nb *, ��# #4�'�&# )!#( ,!� )! ��*(% �; �, *,�#-#$ N *( �! %# )#( $*%#) . !, *(#&V03 *� '9(� %# $#�$#(#,�#)
9(*,- !,&V O(logN) (V'%!&(3 �( 	!9&) %# ��#  �(# 9(*,- *�( %*,�$V !$ )# *'�& $#�$#(#,���*!,(% ��9(3 �,
*,(��, # !; �1/������  !9&) %# )#( $*%#) 	*�� !,&V O(nlogb) (V'%!&(3 �,) nb *( ,!� %!9,)#) %V �,V
�!&V,!'*�& ;9, �*!, !; ��*(% 
!$ ��*( $#�(!,3 !9$ O(nb) �&-!$*��' ;!$ �1/������ *( ,!� � �!&V,!'*�&
�*'# �&-!$*��'� 	# (��&& $#;#$ �! *� �( � .�(#9)!-�!&V,!'*�&0 �*'# �&-!$*��'% �!	#"#$3 ��# #4*(�#, # !;
(9 � �, �&-!$*��' )!#( *,)* ��# ���� ��# ��- !'�&#�#,#(( !; �1/������ )#�#,)( (�$!,-&V !, ��# ;� �
���� �$%*�$�$*&V &�$-# "�&9#( !; ��# ai

�$# �&&!	#)% �; �,V 9��#$ %!9,) 	#$# *'�!(#) !, ��#(# ,9'%#$( *,
�)"�, #3 #"#, � %!9,) 	�* � *( � �!&V,!'*�& ;9, �*!, !; n 3 ��*( �&-!$*��' 	!9&) %# � �!&V,!'*�& �*'#
�&-!$*��' ;!$ ��# $#(�$* �#) �$!%&#'% ��9(3 !,# '9(� ��+#  �$# 	�#, *,�#$�$#�*,- �, ��- !'�&#�#,#((
$#(9&� ;!$ � �$!%&#' *,"!&"*,- ,9'%#$( ,!� �! *,;#$ *,�$� ��%*&*�V *, � %$!�)#$ (#,(# ���, *( �9(�*3#) %V ��#
��#!$V% ��# !$)*,�$V ��- !'�&#�#,#(( $#(9&�( ;!$ (9 � �$!%&#'( &#�"# !�#, ��# �!((*%*&*�V !; �&-!$*��'(3
	�* � �$#3 ;!$  #$��*, ���&* ��*!,(3 (9*��%&V #� *#,� �! %# 9(#) *, �$� �* #%

�!	#"#$3 ,!� �&& ��- !'�&#�# �$!%&#'( �$# &*+# �1/������% 0# (�V ���� � �$!%&#' Π *( � CYHI\>
B>=IL\H *; ��#$# #4*(�( ,! �!&V,!'*�& p (9 � ����Max[I] ≤ p(Length[I]) ;!$ �&& *,(��, #( I !; Π ubav% �!�#
����3 ��# ;9, �*!, Length *( *,�#,)#) �! '�� �,V *,(��, # I �! �, *,�#-#$ Length[I] ����  !$$#(�!,)( �! �
,9'%#$ !; (V'%!&( 9(#) �! )#( $*%# I 9,)#$ (!'# $#�(!,�%&# #, !)*,- ( �#'# ;!$ Π% ��# ;9, �*!, Max*( *,�#,)#) �! '�� �,V *,(��, # I �! �, *,�#-#$ Max[I]

����  !$$#(�!,)( �! ��# '�-,*�9)# !; ��# &�$-#(�
,9'%#$ *, I % 
9$��#$'!$#3 �, �&-!$*��' ���� (!&"#( � �$!%&#' Π 	*&& %#  �&&#) � B@\YF=�B=L�C=HJEL
KJH\ EL^=>JKAH ;!$ Π *; *�( �*'#  !'�&#4*�V ;9, �*!, *( %!9,)#) �%!"# %V � �!&V,!'*�& ;9, �*!, !; ��#
�	! "�$*�%&#( Length[I] �,) Max[I] ubW3 bav% �!�# ����3 #"#, ��!9-� �, ��- !'�&#�#,#(( $#(9&� ;!$ �
�$!%&#' Π $9&#( !9� ��# �!((*%*&*�V !; (!&"*,- Π 	*�� � �!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��' 89,&#(( ����93 *�
)!#( ,!� $9&# !9� ��# �!((*%*&*�V !; (!&"*,- Π 	*�� � �(#9)!-�!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��'%

1( �, *''#)*��#  !,(#w9#, # !; ��# �%!"# )#3,*�*!, !; � ,9'%#$ �$!%&#'3 	#  �, '�+# ��# ;!&&!	*,-
!%(#$"��*!,%
�p
rl�ijmno ���� ubav �; Π *( ��- !'�&#�# �,) Π *( ,!� � ,9'%#$ �$!%&#'3 ��#, Π

 �,,!� %# (!&"#)
%V � �(#9)!-�!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��' 9,&#(( ����%

��9(3 �((9'*,- ���� �6=��3 ��# !,&V ��- !'�&#�# �$!%&#'( ���� �$# �!�#,�*�&  �,)*)��#( ;!$ %#*,-
(!&"#) %V �(#9)!-�!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��'( �$# ��!(# ���� �$# ,9'%#$ �$!%&#'(%


!$ �,V )# *(*!, �$!%&#' Π �,) �,V �!&V,!'*�& p 8!"#$ ��# *,�#-#$(93 &#� Πp
)#,!�# ��# (9%�$!%&#'

!; Π !%��*,#) %V $#(�$* �*,- Π
�! !,&V ��!(# *,(��, #( I ���� (��*(;V Max[I] ≤ p(Length[I])% ��#, Πp*( ,!� � ,9'%#$ �$!%&#'% 
9$��#$'!$#3 *; Π *( (!&"�%&# %V � �(#9)!-�!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��'3 ��#, Πp'9(� %# (!&"�%&# %V � �!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��'% U*"#, �,V *,�9� (�$*,- x3 �&& 	# ,##) �! )! *(  �# +

���� x #, !)#( �, *,(��, # I (��*(;V*,- Max[I] ≤ p(Length[I]) �,)3 *; (!3 ���&V ��# �(#9)!-�!&V,!'*�&
�*'# �&-!$*��' ;!$ Π

�! I % ��# $#w9*$#) *,#w9�&*�V  �, %#  �# +#) *, �!&V,!'*�& �*'#% 
V ��# )#3,*�*!,
!; �(#9)!-�!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��'3 ��# �&-!$*��' ;!$ Π 	*&& %# � �!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��' ;!$ ��#
*,(��, #( ���� (��*(;V ��*( *,#w9�&*�V% ��9(3 � )# *(*!, �$!%&#' Π *( �[

�
�=HBL\K\ JC KA\ @K>=C^ @\C@\

*; Π %#&!,-( �! �� �,) ��#$# #4*(�( � �!&V,!'*�& p !"#$ ��# *,�#-#$( ;!$ 	�* � Πp
*( ��- !'�&#�#% �,

��$�* 9&�$3 *; Π *( ��- !'�&#�# �,) Π *( ,!� � ,9'%#$ �$!%&#'3 ��#, Π *( �9�!'��* �&&V ��- !'�&#�# *,
��# (�$!,- (#,(#% 0# ��#, ��"# ��# ;!&&!	*,- -#,#$�&*���*!, !; �%(#$"��*!, �%�%
�p
rl�ijmno ���� ubav �; Π *( ��- !'�&#�# *, ��# (�$!,- (#,(#3 ��#, Π

 �,,!� %# (!&"#) %V � �(#9)!-
�!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��' 9,&#(( ����%

��# (# !,) !%(#$"��*!, �$!"*)#( ��# '#�,( ;!$ ���&V*,- ��# ��#!$V !; ��- !'�&#�#,#(( �! w9#(-
�*!,( �%!9� ��# #4*(�#, # !; �(#9)!-�!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��'(% 0# +,!	 ���� �1/������  �,,!�
%# ��- !'�&#�# *, ��# (�$!,- (#,(# 	�*&# �/1�.����U 71�.721�3 b-�1/������3 7.�	.�:��U

a



0����� ���./�1�7 �,) 7	

�/.7� �7�2�/���72 �$# �$!%&#'( 	�* � �$# ��- !'�&#�# *, ��#
(�$!,- (#,(#%

	
� ���� ���
� ��� �������� �����
��
0# ,#4� )#( $*%# ��# �$!%&#'( ��*( 	!$+ *(  !, #$,#) 	*��3 ���� *(3 ����  !"#$ �,)  !&!$*,- �$!%&#'(%0# �&(! -*"# ��# '!�*"��*!, !; !9$ 	!$+3 '!(�&V %V )#( $*%*,- ��# &�$-# �'!9,� !; $#&��#) 	!$+ 9,�*&
�!)�V%

	
�
	 ���� ���
� �����
� ��� ����������
1 	#&& (�9)*#) �$!%&#' 	*�� ,9'#$!9( �$� �* �& ���&* ��*!,( *, -$��� ��#!$V *( �! 3,) � '*,*'9' ,9'%#$
!; "#$�#4-)*(�!*,� ����( !; � -$��� G ����  !"#$ ��# "#$�* #( !; G% ��*( �$!%&#'3 �&(! +,!	, �( ��# ����
 !"#$ �$!%&#' 8�:93 3,)( ���&* ��*!, *, ��# 3#&)( !; )���%�(# )#(*-,3 ,#�	!$+(3  !)# !��*'*���*!, �'!,-
'�,V !��#$( 8(## uC3 �3 a�3 Fav9� *� *( 	#&& +,!	, ���� ��# ����  !"#$ �$!%&#' �,) '�,V !; *�( "�$*�,�( �$#
��- !'�&#�# *, -#,#$�& -$���( ubav% �� *( +,!	, �! %# ��- !'�&#�# #"#, 	�#, ��# *,�9�( �$# $#(�$* �#) �!
(#"#$�& *,�#$#(�*,- (�# *�&  &�((#( !; -$���(3 (9 � �( %*��$�*�# -$���( ubv3 #)-# -$���( u�Cv3  �!$)�& -$���(
uCEv �,) (#"#$�& *,�#$#(�*,-  &�((#( !; *,�#$(# �*!, -$���( u�3 D�v% 1 -$��� ���� �)'*�( � ����  !"#$ !; (*�#
!,# *( $#;#$$#) �! �( ��'*&�!,*�,% ��9(3 ��# ����  !"#$ �$!%&#' *( �� &#�(� �( ��$) �( ��# ��'*&�!,*�,
���� �$!%&#' 8��93 ���� *(3 ��# �$!%&#' !; )# *)*,- 	�#��#$ � -$��� *( ��'*&�!,*�,%

7#"#$�& "�$*�,�( !; ��# �� �$!%&#' �$# �&(! !; -$#�� *,�#$#(�3 �'!,- 	�* � *( ��# �$!%&#' !; )# *)*,-
	�#��#$ � -$��� �)'*�( � ��'*&�!,*�, ���� %#�	##, �	! �!*,�( 8C��9% ��# C�� �$!%&#' *( ��# (�'# �(
��# �� �$!%&#' #4 #�� ���� *, C�� �	! "#$�* #( !; ��# *,�9� -$��� G �$# (�# *3#)3 (�V3 u �,) v 3 �,) 	#
�$# �(+#) 	�#��#$G  !,��*,( � ��'*&�!,*�, ���� %#-*,,*,- 	*�� u �,) #,)*,- 	*�� v % 7*'*&�$&V3 ��# ���
�$!%&#' *( �! )#�#$'*,# 	�#��#$ � -$��� G �)'*�( � ��'*&�!,*�, ���� (��$�*,- ;$!' � (�# *3 "#$�#4 u!; G3 �,) �! 3,) !,# *; (9 � � ���� )!#( #4*(�% 
!�� ��� �,) C�� �$!%&#'( �$# �&(! ��- !'�&#�# *,
-#,#$�& -$���( ubav%

��# ����  !"#$ �$!%&#' �,) (#"#$�& "�$*�,�( !; *� ��"# ,9'#$!9( �&-!$*��'* ���&* ��*!,( *, '�,V
3#&)(% 7!'# ���� ��"# $# #*"#) %!�� ��#!$#�* �& �,) �$� �* �& ���#,�*!, �$# *, ��#  !,�#,� !;  !''9,*-
 ��*!, �,)�!$ �$�,(�!(*�*!, ,#�	!$+( uF�v% �, (9 � �$!%&#'(3 	# �$# -*"#, � -$��� 8,#�	!$+9 G �,)
8�$!%&#' 19 � (#� T !; k = 2λ "#$�* #( !; G3 �,) ��# !%�# �*"# *( �! )#�#$'*,# 	�#��#$ G �)'*�( � ����
 !"#$ !; (*�# λ ����  !,��*,( ����(  !,,# �*,- ��*$( !; "#$�* #( !; T 3 ���� *(3 G �)'*�( λ "#$�#4-)*(�!*,�
����( 	*�� %!�� ��#*$ #,)�!*,�( *, T 8,!�# ����3 ��# #,)�!*,�( !; � ���� P �$# ��# 3$(� "#$�#4 �,) ��#
&�(� "#$�#4 "*(*�#) %V P 93 !$
8�$!%&#' 
9 � (#� T !; λ = k/2 ��*$( !; "#$�* #( !; G 8(!9$ #-(*,+ ��*$(93 �,) ��# !%�# �*"# *( �! )#�#$'*,#
	�#��#$ G �)'*�( ;!$ #� � ��*$ (ai, bi)

3 1 ≤ i ≤ λ3 � ����  !,,# �*,- ai
�! bi (9 � ���� ��# (#� !; λ ����(

;!$'( � ����  !"#$%
�, ��#  �(# 	�#$# k = 2 3 %!�� �$!%&#'( 1 �,) 
  !*, *)# 	*�� ��# C��% 	(9�&&V � '#�(9$# !;

$#&*�%*&*�V 8!$ ;�9&�-�!&#$�, #9 !; �, *,�#$ !,,# �*!, ,#�	!$+ *( -*"#, %V ��# '�4*'9' ,9'%#$ !; ,!)#(
	�* �  �, ;�*& (*'9&��,#!9(&V 	*��!9� �$!�*%*�*,- ��# �%*&*�V !; #� � ;�9&�-;$## ,!)# �!  !''9,* ��# 	*��
�&& !��#$ ;�9&�-;$## ,!)#(% :!,,# �*"*�V !; �, *,�#$ !,,# �*!, -$���  !$$#(�!,)( �! ��# $#&*�%*&*�V !; ��#
*,�#$ !,,# �*!, ,#�	!$+ 	�* � *( (9%�# � �! ,!)# ;�*&9$#(% �� *( 	#&&-+,!	, ����  !,,# �*"*�V !; � -$���
G 	�(  ��$� �#$*�#) *, �#$'( !; )*(�!*,� ����( �!*,*,- � ��*$ !; "#$�* #( *, G% ��9(3 !,#-�!-'�,V )*(�!*,�
����( �!*,*,- � (!9$ # s �,) k )*(�*, � (*,+( t1, t2, . . . , tk �$# $#w9*$#)% 1 $#&��#) 	!$+ 	�( �$#(#,�#) %V
��$+3 *, CEE� uDDv%

1,!��#$ $#&��#) �$!%&#' *( ��# FJ@�=JCK BEKA@ B>=IL\H 8!$ 8�3 ;!$ (�!$�93 	�* � *( )#3,#) �( ;!&&!	(5

D



8*(�!*,� ����(
�,(��, #5 1 -$��� G �,) ��*$( (s1, t1), . . . , (sk, tk) !; "#$�* #( !; G%
�9#(�*!,5 8! ��#$# #4*(� ����( P1, . . . , Pk

!; G3 '9�9�&&V "#$�#4 )*(�!*,�3 (9 � ���� Pi

�!*,( si
�,) ti81 ≤ i ≤ k9�

��# �$!%&#' 	�( (�!	, �! %# ��- !'�&#�# %V 6�$� uWDv *; k *( � "�$*�%&# ��$� !; ��# *,�9�% 
!$ 34#)
k 3 �!	#"#$3 ��# �$!%&#' *( '!$# �$� ��%&#% 
!$ *,(��, #3 *, uFb3 F�3 �Ev3 ��#$# �$# �!&V,!'*�& �&-!$*��'(
�! (!&"# 8� 	*�� k = 2 % �,  !,�$�(�3 ��#  !$$#(�!,)*,- w9#(�*!, ;!$ )*$# �#) -$���( G 	�#$# 	# (##+
)*$# �#) ����( P1, . . . , Pk

*( ��- !'�&#�# #"#, 	*�� k = 2 ubbv% �, ���W3 /!%#$�(!, �,) 7#V'!9$ (�!	#)
���� ;!$ �,V 34#) k ��#$# *( � �!&V,!'*�& �&-!$*��' �! (!&"# 8�% 
9$��#$'!$#3 �( �  !,(#w9#, # !; ��#*$
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��# '!)9&�$ )# !'�!(*�*!, !; -$���( ���� $9,( *, O(log2 n) !, � :/:0 �/12 	*�� � &*,#�$ ,9'%#$
!; �$! #((!$(% ��# ���$!� � !; 8��&��9( 8���W9 $# 9$(*"#&V )#"#&!�( ��# '!)9&�$ )# !'�!(*�*!, !; �	!
*,)9 #) (9%-$���(3 	�* � �$# ��#, (�&* #) �!-#��#$ �! �$!)9 # ��# '!)9&�$ )# !'�!(*�*!, !; ��# 	�!&#
-$���% 2!$#!"#$3 9(*,- O(n+m) ./.0 �$! #((!$( ��# '!)9&�$ )# !'�!(*�*!, �$##  �, %# $#�$*#"#) *,
O(log3 n) �( (�!	, *, uCav%

�#� t %# �, *,�#$,�& ,!)# !; ��# ')-�$## T (G) !; � -$��� G% 0# )#,!�# %V M(t)
��# '!)9&#

 !$$#(�!,)*,- �! t 	�* �  !,(*(�( !; ��# (#� !; "#$�* #( !; G �((! *��#) 	*�� ��# (9%�$## !; T (G) $!!�#) ��
,!)# t � ,!�# ���� M(t) *( � (�$!,- '!)9&# ;!$ #"#$V 8*,�#$,�& !$ &#�;9 ,!)# t !; T (G)% �#� u1, u2, . . . , up%# ��#  �*&)$#, !; ��# ,!)# t !; ')-�$## T (G)% 0# )#,!�# %V G(t)

��# >\B>\@\CKEKJ�\ ^>EBA !; ��#
'!)9&# M(t) )#3,#) �( ;!&&!	(5 V (G(t)) = {u1, u2, . . . , up} �,) uiuj ∈ E(G(t)) *; ��#$# #4*(�( �, #)-#
vkv` ∈ E(G) (9 � ���� vk ∈M(ui) �,) v` ∈M(uj)

%

V ��# )#3,*�*!, !; � '!)9&#3 *; � "#$�#4 !; M(ti)

*( �)�� #,� �! � "#$�#4 !; M(tj)
��#, #"#$V "#$�#4

!; M(ti)
*( �)�� #,� �! #"#$V "#$�#4 !; M(tj)

% ��9( G(t) *( *(!'!$��* �! ��# -$��� *,)9 #) %V �
(9%(#� !; M(t)

 !,(*(�*,- !; � (*,-&# "#$�#4 ;$!' #� � '�4*'�& (�$!,- (9%'!)9&# !; M(t) *, ��# '!)9&�$
)# !'�!(*�*!, !; G% �� *( #�(V �! (�!	 ���� ��# ;!&&!	*,- &#''� �!&)( 8(## �&(! ub�v95
�rssi ���� �\K

G I\ E ^>EBA� T (G)
JK@ H=FYLE> F\�=HB=@JKJ=C K>\\� ECF t EC JCK\>CEL C=F\ =Z T (G)

�
PA\C� G(t)

J@ EC \F^\L\@@ ^>EBA JZ
t
J@ E [

�C=F\� G(t)
J@ E �=HBL\K\ ^>EBA JZ

t
J@ EC �

�C=F\� ECF G(t)
J@

E B>JH\ ^>EBA JZ
t
J@ EC ��C=F\�

�W



�
�
� P4
�
�����
 ������


#&!	3 	# $#"*#	  ��$� �#$*���*!,( �,) �$!�#$�*#( !; P4
-(��$(# -$���( �,) �$!"# $#(9&�( 	�* � 	# 9(# *,

!9$ �&-!$*��' ;!$ ��# (!&9�*!, !; ��# �$!%&#' !; ��# ����  !"#$ !; � P4
-(��$(# -$���%

1 -$��� G *(  �&&#) � @BJF\> *; ��# "#$�#4 (#� V (G) !; ��# -$��� G �)'*�( � ��$�*�*!, *,�! (#�( S 3K 3
�,) R (9 � ����5
��5 |S| = |K| ≥ 2 3 ��# (#� S *( � (��%&# (#�3 �,) ��# (#� K *( �  &*w9#�

�C5 �&& ��# "#$�* #( *, R �$# �)�� #,� �! �&& ��# "#$�* #( *, K �,) �! ,! "#$�#4 *, S �

�b5 ��#$# #4*(�( � %*�# �*!, f : S −→ K (9 � ���� #4� �&V !,# !; ��# ;!&&!	*,- (���#'#,�( �!&)(5
8*9 ;!$ #� � "#$�#4 v ∈ S 3 N(v) ∩K = {f(v)} �

8**9 ;!$ #� � "#$�#4 v ∈ S 3 N(v) ∩K = K − {f(v)} %
��# �$*�&# (S,K,R) *(  �&&#) ��# @BJF\>�BE>KJKJ=C% 1 -$��� G *( � B>JH\ @BJF\> *; G *( � (�*)#$ 	*��
|R| ≤ 1 % �; ��#  !,)*�*!, !;  �(# �b8*9 �!&)( ��#, ��# (�*)#$ G *(  �&&#) � KAJC @BJF\>3 	�#$#�( *; ��#
 !,)*�*!, !;  �(# �b8**9 �!&)( ��#, G *( � KAJ�? @BJF\> � ,!�# ���� ��#  !'�&#'#,� !; � ��*, (�*)#$ *( �
��* + (�*)#$ �,) "* # "#$(�% 1 �$*'# (�*)#$ 	*�� |S| = |K| = 2 *( (*'9&��,#!9(&V ��*, �,) ��* +%

�� �9$,( !9� ���� � P4
-(��$(# -$���  !,��*,( �$*'# (�*)#$( 	*�� (�# *�& �$!�#$�*#( 	�* � 	*&& %#

)#��*&#) &��#$% ��9(3 	# ,##) �! *)#,�*;V #� *#,�&V ��# (�*)#$ ��$�*�*!, !; � �$*'# (�*)#$ -$��� G !,
n "#$�* #( �,) m #)-#(% 
�(#) !, ��# (�$9 �9$�& �$!�#$�*#( !; � �$*'# (�*)#$ -$��� G3 	#  �, )#�#$'*,#
*�( )#-$## (#w9#, # �,) ��$�*�*!, *�( "#$�* #( �  !$)*,- �! ��# '�4*'9' �,) '*,*'9' )#-$## !; ��#
(#w9#, #% ��*( ���$!� �3 ��!9-�3 $#w9*$#( O((n + m)/ logn) �$! #((!$( �,)3 ��9(3 *� *( ,!� !��*'�&%
�#"#$��#&#((3 	# �$!"# ��# ;!&&!	*,- &#''�%
�rssi ���� �\K

G I\ E B>JH\ @BJF\> =C n �\>KJ�\@� <\ �EC >\�=̂ CJN\ �A\KA\> G J@ E KAJC => E KAJ�?
@BJF\> JC O(log n)

KJH\ Y@JC^ O(n/ logn) ���<[��� B>=�\@@=>@�

������ 0# )#,!�# %V (S,K,R)
��# (�*)#$-��$�*�*!, !; G% �!�# ���� *; n *( �, #"#, ,9'%#$ 	# +,!	 ����

R = ∅ � !��#$	*(# R = {r} % �#� n = 2` + 1 8$#(�% n = 2`93 	�#$# ` ≥ 3 % 0#  �!!(# �, �$%*�$�$V "#$�#4
x ∈ V (G) �,)  !'�9�# ��# (#�( !; *�( ,#*-�%!$( N(x) �,) ,!,-,#*-�%!$( N(x) *, G% 
�(#) !, ��# ;� �
���� G *( � �$*'# (�*)#$ 	# ��"# ��# ;!&&!	*,-  �(#(5
8*%�9 |N(x)| = 1 5 G *( � ��*, (�*)#$3 (*, # x ∈ S %
8*%C9 |N(x)| = `+ 1 8$#(�% |N(x)| = `95 G *( � ��*, (�*)#$3 (*, # x ∈ K %
8*%b9 |N(x)| = `− 1 8$#(�% |N(x)| = `− 195 G *( � ��* + (�*)#$ 8x ∈ S9%
8*%�9 |N(x)| = 2`− 1 8$#(�% |N(x)| = 2`− 295 G *( � ��* + (�*)#$ 8x ∈ K 9%
8*%W9 |N(x)| = ` 5 �, ��*(  �(#3 	#  �, ,!� *''#)*��#&V )#�# � 	�#��#$ G *( � ��*, !$ � ��* + (�*)#$3 (*, #

x ∈ R 3 %9� 	# ��"# ���� K = N(x) �,) S = N(x)% ��9(3 	#  �!!(# � "#$�#4 y !; ��# (#� N(x) �,)
 �# + ��# ,9'%#$ |N(y)| %V ��#  �(#( 8*%�9 �,) 8*%b9%

1&& ��#  �(#( �$# "#$*3#) %V ��# )#3,*�*!,( !; � ��*, �,) � ��* + (�*)#$% 7*, # ��# (#�( N(x) �,) N(x) !;
�, n-"#$�#4 -$��� G �$#  !'�9�#) *, O(log n)

�*'# 9(*,- O(n/ log n) ./.0 �/12 �$! #((!$(3 ��# 3"# �(#(  �, %#  �# +#) 	*��*, ��# (�'# �*'# �,) �$! #((!$  !'�&#4*�V !, ��# (�'# '!)#& !;  !'�9���*!,%

�a
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*-9$# C%�5 1 )*( !,,# �#) P4
-(��$(# -$��� G !, �b "#$�* #( �,) ��#  !$$#(�!,)*,- '!)9&�$ )# !'�!(*-

�*!, �$## T (G)%

�#� 9( ,!	 $#�9$, �! -#,#$�& P4
-(��$(# -$���(% �#� G %# � -$��� �,) t %# �, �-,!)# !; ��# ')-�$## T (G)� $# �&& ���� ��# "#$�* #( !; G(t) �$# ��#  �*&)$#, !; ,!)# t *, T (G)% U*�+!9'�+*( �,) ��,�#$�#

ub�v (�!	#) ��# ;!&&!	*,- $#(9&�5
�rssi ���� �\KG I\ E ^>EBA ECF L\K

T (G) I\ JK@ H=FYLE> F\�=HB=@JKJ=C K>\\� PA\ ^>EBA G J@
P4 �

@BE>@\
J� Z => \�\>� ��C=F\ t =Z T (G)� G(t)

J@ E B>JH\ @BJF\> �JKA E @BJF\>�BE>KJKJ=C (S,K,R) ECF C= �\>K\� =Z
S ∪K

J@ EC JCK\>CEL C=F\ JC T (G)
�

��# �%!"# &#''� *'�&*#( ���� #"#$V �-,!)# t !; ��# ')-�$## T (G) !; � P4
-(��$(# -$��� G ��( #*��#$ 2k!$ 2k + 1

 �*&)$#,3 	�#$# |S| = |K| = k ≥ 2 �,) |R| ≤ 1 � ��# (#�( S 3K 3 �,) R ;!$' ��# (�*)#$-��$�*�*!,
!; ��# -$��� G(t)% 2!$# �$# *(#&V3 ��# �-,!)# t ��( k  �*&)$#, 	�* �  !$$#(�!,) �! S 3 k  �*&)$#, 	�* �
 !$$#(�!,) �! K 3 �,) #*��#$ ,! !��#$  �*&) *; R = ∅ !$ !,# '!$#  �*&) *; R 6= ∅ 8*, ��*(  �(#3 |R| = 1
�,) ��*(  �*&) *( ��# $!!� !; � (9%�$## !; T (G)9% ��#  �*&)$#, 	�* �  !$$#(�!,) �! S �,) K �$# &#�"#( *,
T (G) �,)3 ��9(3 ��#V �$# "#$�* #( !; G3 	�*&# ��#  �*&) 	�* �  !$$#(�!,)( �! R 3 *; R 6= ∅ 3 *( #*��#$ � &#�;
8*%#%3 � "#$�#4 !; G9 !$ �, *,�#$,�& ,!)# &�%#&&#) %V #*��#$ �3 73 !$ �%

��# ')-�$## T (G) )#�* �#) *, 
*-% C%�  !,��*,( �	! �-,!)#(3 ���� *(3 ��# ,!)#( t2 �,) t5
% ��#

-$��� G(t2)
*( � �$*'# (�*)#$ !, (#"#, "#$�* #( 	*�� (�*)#$-��$�*�*!, S = {v1, v2, v3}

3 K = {v6, v7, v8}
3

�,) R = {t4}
3 	�*&# G(t5)

*( �&(! � �$*'# (�*)#$ !, ;!9$ "#$�* #( 	*�� (�*)#$-��$�*�*!, S = {v4, v5}
3

K = {v9, v10}
3 �,) R = ∅ % ��# -$��� G[M(t2)]

*( � (�*)#$ 8,!, �$*'# (�*)#$9 	*�� R = {v11, v12}
3 �,)

��# -$��� G[M(t5)]
*( �&(! � (�*)#$ 8�$*'# (�*)#$9 	*�� R = ∅ %

�
�
� ����
� �� �����

�(#) !, ��# �# �,*w9#( )#( $*%#) *, uaC3 DEv3 	# '!)*;V ��# �$## T (G)5 0# %*,�$*�# ��# �$## T (G) *,
(9 � � 	�V ���� #� � !; *�( *,�#$,�& ,!)#( &�%#&&#) %V #*��#$ � !$ 7 ��( #4� �&V �	!  �*&)$#,� 	# )#,!�#
%V Tb(G)

��# $#(9&�*,- �$##% ��# &#;� �,) $*-��  �*&) !; �, *,�#$,�& �-,!)# !$ 7-,!)# t !; Tb(G) 	*&& %#
)#,!�#) %V tl �,) tr 3 $#(�# �*"#&V% �!�# ���� *; T (G)

��( !,&V �-,!)#( ��#, Tb(G)
 !*, *)#( 	*�� T (G)%

�#� G[M(t)] )#,!�# ��# (9%-$��� *,)9 #) %V ��# &#�; )#( #,)�,�( !; t *, Tb(G)3 �,) &#� L(t) )#,!�#
��# ,9'%#$ !; "#$�* #( !; G[M(t)] % 0# (�V ���� Tb(G) *( L\Z KJ@K3 )#,!�#) %V Tbl(G)3 *; ;!$ #"#$V *,�#$,�&
,!)# t &�%#&&#) %V #*��#$ � !$ 73 ��#  !,)*�*!, L(tl) ≥ L(tr)

*( (��*(3#)3 	�#$# tl �,) tr �$# ��# &#;�

�D



�,) $*-��  �*&) !; t 3 $#(�# �*"#&V% 
!$ #"#$V 7-,!)# t !; Tbl(G)3 	# $#�&� # ��# (9%�$## $!!�#) �� ,!)# tr
	*�� ��# L(tr)

&#�"#( �,)  �&& ��# $#(9&�*,- �$## ��# >\FY�\F &#;�*(� %*,�$V �$## !; Tbl(G)� 	# )#,!�# *� %V
Tblr(G)%

�#� λ(t) )#,!�# ��# ,9'%#$ !; ����( *, ��# '*,*'9' ����  !"#$ !; ��# -$��� G[M(t)] % �� *( #�(V �!
(## ����3 *, !$)#$ �!  !,(�$9 � ��# ����  !"#$ 9(*,- ��# �$## Tblr(G)3 	# ,##) �! +,!	 ��# ,9'%#$ !;
����( λ(t) !; #� � *,�#$,�& ,!)# t ∈ Tblr(G)% /# �&& ����3 *; t *( � �-,!)# !$ 7-,!)# ��#, *� ��( � &#;�
 �*&) tl �,) � $*-��  �*&) tr � !��#$	*(#3 t *( �, �-,!)# �,) *� ��( �� &#�(� 4

 �*&)$#, 	�* � *,)9 # � �$*'#
(�*)#$ G(t) = (S,K,R) 	*�� #*��#$ R = ∅ !$ R = {r} 3 r ∈ Tblr(G)% �!�# ���� *, ��#  �(# 	�#$# R = ∅
	# (#� λ(r) = 0 3 !��#$	*(# λ(r) ≥ 1 % 
�(#) !, ��# $#(9&�( !; u�a3 aCv3 	# !%��*, ��# ;!&&!	*,- ;!$'9&� ;!$
��# ,9'%#$ !; ����( *, � '*,*'9' ����  !"#$ !; � P4

-(��$(# -$���%

λ(t) =






λ(tl) + λ(tr)
*; t *( � �-,!)#,

max{1, λ(tl)− L(tr)}
*; t *( �, 7-,!)#,

λ(r) +
⌈
max

{
0, |K|−2λ(r)

2

}⌉ *; G(t) *( � ��*, (�*)#$,
max {1, λ(r)} *; G(t) *( � ��* + (�*)#$.

8C%�9

0#  !, &9)# 	*�� ��# ;!&&!	*,- $#(9&�(%
�rssi ���� �\K

G I\ E P4 �
@BE>@\ ^>EBA =C n �\>KJ�\@ ECF L\K

T (G) I\ JK@ H=FYLE> F\�=HB=@JKJ=C K>\\�
PA\ L\Z KJ@K IJCE>� K>\\ Tbl(G) ECF KA\ >\FY�\F L\Z KJ@K IJCE>� K>\\ Tblr(G)

�EC I\ �=HBYK\F JC O(log n)
KJH\

Y@JC^ O(n/ logn) ���<[��� B>=�\@@=>@�
������ 7*, # 	# !,&V %*,�$*�# #� � (9%�$## !; T (G) $!!�#) �� � �-,!)# !$ �, 7-,!)# �,) (*, # T (G) !,��*,( O(n) ,!)#(3 	#  �,  !,(�$9 � %!�� ��# &#;�*(� %*,�$V �$## Tbl(G) �,) ��# $#)9 #) &#;�*(� %*,�$V
�$## Tblr(G) *, O(log n)

�*'# 9(*,- O(n/ log n) ./.0 �/12 �$! #((!$(� (## u�v �,) �#''� W%C !; uDEv%

�rssi ���� �\K
G I\ E P4 �

@BE>@\ ^>EBA =C n �\>KJ�\@ ECF Tblr(G) I\ JK@ >\FY�\F L\Z KJ@K IJCE>� K>\\� �=>
\�\>� JCK\>CEL C=F\ t =Z Tblr(G)� KA\ CYHI\> =Z BEKA@ λ(t) JC E HJCJHYH BEKA �=�\> =Z G[M(t)]

�EC I\
�=HBYK\F JC O(log n)

KJH\ Y@JC^ O(n/ logn) ���<[��� B>=�\@@=>@�
������ 
V .w% 8C%�9 �,) �#''� C%� !; uDEv *� (9� #( �! )#�# � 	�#��#$ G(t) *( � ��*, (�*)#$ !$ � ��* +
(�*)#$ ;!$ #"#$V *,�#$,�& �-,!)# t !; Tblr(G)% �#� q %# ��# ,9'%#$ !; ��# �-,!)#( !; Tblr(G) �,) &#� ti %#
�, *,�#$,�& �-,!)# !; Tblr(G)3 1 ≤ i ≤ q % 
V �#''� C%C *� ;!&&!	( ���� #� � -$��� G(ti)

 �, %#  �# +#)
*, O(log ni)

�*'# 9(*,- O(ni/ logni)
./.0 �/12 �$! #((!$(3 	�#$# ni = V (G(ti))

% /# �&& ���� ;!$
#"#$V -$��� G(ti) �� &#�(� ni−1 "#$�* #( �$# &#�"#( *, Tblr(G)� (## �#''� C%b% ��9( ��# !"#$�&& �*'# �,)
�$! #((!$  !'�&#4*�V �$# O(log n)

�*'# �,) O(n/ log n) ./.0 �/12 �$! #((!$(3 $#(�# �*"#&V%

�
�
� ���� ��

� ��� �����
� ��������
�, ��*( (# �*!, 	# $#"*#	 ��# BEKA K>\\@ uDEv3 	�* � �$# ��# +#V *,-$#)*#,�( !; !9$ �&-!$*��' �,) 	# (�!	���� 9(*,- %$� +#� '�� �*,- 	#  �, '�+# ��#  !,(�$9 �*!, !; ���� �$##( '!$# #� *#,�%

�#� G %# � -$��� �,) &#� P = [p, . . . , p′] %# � ���� !; � '*,*'9' ����  !"#$ P !; G% �!�# ����3 *;
G *( � ��'*&�!,*�, -$��� ��#, P = {P} % 1 ���� �$##3 )#,!�#) %V T (p, p′)3 *( � $!!�#) %*,�$V �$## 	�!(#
,!)#( �$# #4� �&V ��# "#$�* #( !; � ���� P !; ��# '*,*'9' ����  !"#$ P !; G �,) p, p′ �$# ��# #,)�!*,�(
!; P % ��# "#$�* #( !; ��# ���� �$## T (p, p′) �$# �&� #) *, T (p, p′) *, (9 � � 	�V ���� ��# *,!$)#$ �$�"#$(�&
!; T (p, p′) $#�9$,( ��# ���� P % �� ;!&&!	( ���� ��# ���� �$## !; � -*"#, ���� P 3 *( ,!� 9,*w9#% �!�# ����3
� ���� P  �, %#  !,(�$9 �#) ;$!' *�(  !$$#(�!,)*,- ���� �$## T (p, p′)3 !��*'�&&V *, ��$�&&#&3 %V ���&V*,-
��# .9&#$ �!9$ �# �,*w9# uDEv%

�F



�#� Tblr(G) %# ��# $#)9 #) &#;�*(� %*,�$V �$## !%��*,#) ;$!' ��# ')-�$## T (G) !; ��# -$���G% �, !$)#$
�!  !,(�$9 � ��# ���� �$##( #� *#,�&V *, � ��$�&&#& #,"*$!,'#,�3 	# -#,#$��# � (#w9#, # !; (w9�$#�$!9,)
%$� +#�( ;!$ #� � ,!)# !; Tblr(G)% 0# 9(# �	! �V�#( !; %$� +#�(5 7w9�$# %$� +#�( .u0 �,) .v0 �,) $!9,)
%$� +#�( .80 �,) .90% ��# ���� �$##( �$#  !,(�$9 �#) %V 3,)*,- '�� �*,- ��*$( !; (w9�$# %$� +#�( �,)
'�� �*,- ��*$( !; $!9,) %$� +#�( *,)#�#,)#,�&V% �!�# ����3 -*"#, � %$� +#� (#w9#, #  !$$#(�!,)*,- �! ��#
"#$�* #( !; � -$��� G3 ��# ���� �$##( �,)  !,(#w9#,�&V ��# ����  !"#$ !; G  �, %#  !,(�$9 �#) !��*'�&&V%
��#(# '�� �*,-(  !$$#(�!,) �! ��# #)-#( !; � ���� �$##% 7�# *3 �&&V3 ;!$ "#$�* #( a �,) b 3 	# #(��%&*(�
�, #)-# �( ;!&&!	(5

•
ap

[
bl

] �, #)-#  !,,# �*,- ��# "#$�#4 a �! *�( ��$#,� b �( � &#;�  �*&)�

•
ap

[
br

] �, #)-#  !,,# �*,- ��# "#$�#4 a �! *�( ��$#,� b �( � $*-��  �*&)�

•
al

(
bp

) �, #)-#  !,,# �*,- ��# "#$�#4 b �! *�( ��$#,� a �( � &#;�  �*&)�

•
ar

(
bp

) �, #)-#  !,,# �*,- ��# "#$�#4 b �! *�( ��$#,� a �( � $*-��  �*&)%

�
�
� ���
 ��� ���� ����������
�#� G %# �  !-$��� !, n "#$�* #( �,) &#� T (G) %# *�( $#�$#(#,���*"#  !�$##% 
!$ ��# '*,*'9' ����  !"#$
�$!%&#'3 ��+�,! #� �&% uDEv ��"# �$!"#) ��# ;!&&!	*,- $#(9&�5
�krnlrs ���� O�E?EC= \K EL� ��R�T � ��\>� EL^=>JKAH KAEK F\K\>HJC\@ KA\ CYHI\> =Z BEKA@ JC E HJCJHYH
BEKA �=�\> => >\B=>K@ KA\ HJCJHYH BEKA �=�\> =Z EC n��\>K\� �=̂ >EBA >\B>\@\CK\F I� JK@ �=K>\\ HY@K KE?\
Ω(logn) G��< KJH\ \�\C JZ EC JC�CJK\ CYHI\> =Z B>=�\@@=>@ J@ E�EJLEIL\�

�! "#$*;V ��# �*'#- �,) 	!$+-!��*'�&*�V !; !9$ �&-!$*��' ,!�# ���� ��#  &�(( !; P4
-(��$(# -$���( *( �

�$!�#$ (9�#$ &�(( !;  !-$���( �,) ���� ��# ')-�$## T (G) !; � P4
-(��$(# -$��� G  !,��*,( �-,!)#(3 7-

,!)#( �,) �-,!)#(� *; T (G)
��( !,&V �- !$ 7-,!)#( ��#, T (G)

 !*, *)#( 	*�� ��# )#3,*�*!, !; �  !�$##
8(## u�bv9% ��9(3 )9# �! ��# ;!&&!	*,- $#(9&�3 !9$ �&-!$*��' *( �*'#- �,) 	!$+-!��*'�&%
�nlnqqil� ���� ��\>� EL^=>JKAH KAEK F\K\>HJC\@ KA\ CYHI\> =Z BEKA@ JC E HJCJHYH BEKA �=�\> => >\B=>K@
KA\ HJCJHYH BEKA �=�\> =Z EC n��\>K\� P4 �

@BE>@\ ^>EBA G >\B>\@\CK\F I� JK@ HF�K>\\ HY@K KE?\ Ω(log n)G��< KJH\ \�\C JZ EC JC�CJK\ CYHI\> =Z B>=�\@@=>@ J@ E�EJLEIL\�

�
� ���� ���
� ��
P4
�
�����
 ������

�, ��*( (# �*!, 	# $#"*#	 (!'# *)#�( ;!$ 3,)*,- � '*,*'9' ����  !"#$ !; � P4
-(��$(# -$��� G% 0#

(9��!(# ���� ��# $#)9 #) &#;�*(� %*,�$*�#) �$## Tblr(G) !; ��# *,�9� -$��� G *( -*"#,% 0# ;! 9( !, ��#
*,�#$,�& �-,!)#( (*, # ��#  �(#( !; ��# �-,!)#( �,) 7-,!)#( ��"# �&$#�)V %##, (�9)*#) *, ua�v%

�#� t %# �, *,�#$,�& �-,!)# !; Tblr(G)% �#� P %# ��# '*,*'9' ����  !"#$ !; ��# -$��� G[M(t)] �,)
&#� λ(t) %# ��# ,9'%#$ !; ����( *, P 3 *%#%3 λ(t) = |P|� $# �&& ����3M(t) *( ��# '!)9&# 	�* �  !$$#(�!,)(�! ,!)# t �,)  !,(*(�( !; �&& ��# "#$�* #( !; G �((! *��#) 	*�� ��# (9%�$## !; T (G) $!!�#) �� t %

�#� G(t) = (S,K,R) %# � �$*'# (�*)#$ �,) &#� S = {s1, s2, . . . , s`} �,) K = {k1, k2, . . . , k`}
3 	�#$#

|S| = |K| = ` � %V )#3,*�*!,3 ��#$# #4*(�( � %*�# �*!, f (9 � ���� f(si) = ki, 1 ≤ i ≤ ` % �; R = {r}
��#,

&#� Q = {Q1, Q2, . . . , Qd}
%# � '*,*'9' ����  !"#$ !; G[M(r)] 3 	�#$# d = λ(r)3 �,) &#� qi �,) q′i %#

��# #,)�!*,�( !; ��# ���� Qi
3 1 ≤ i ≤ d% ��#,3 ;!$ ��#  !'�9���*!, !; ��# '*,*'9' ����  !"#$ P !;

G[M(t)] 	# )*(�*,-9*(� ��# ;!&&!	*,- �	!  �(#(%

��



� �
G[M(r)]

s1

k1

q1
���

s2
k2

q′1

���
���

���

s2d−1
k2d−1

qd
���

s2d

k2d

q′d

���
���

s`−1 k`−1

s` k`

� �
G[M(r)]

s1
k1

q1

s2 k2 ���

s3 k3 q′1

q2

���
��� ���

q′2

s`−4 k`−4
���

s`−3 k`−3 qd

s`−2 k`−2 ���

s`−1 k`−1 q′d

s` k`

8�9 8%9

*-9$# C%C5 �&&9(�$��*,- ��# ����  !"#$ !; 8�9 � ��*, (�*)#$ -$��� �,) 8%9 � ��* + (�*)#$%

�i
r ��
G(t) = (S,K,R) *( � ��*, (�*)#$%

���
R = ∅ % ��# -$��� G[M(t)]

 !,��*,( k = d `
2e

����(% ��9(3 *; ` *( #"#, ��#, ��# `/2 ����( *, �
'*,*'9' ����  !"#$ !; G[M(t)] �$# ��# ;!&&!	*,-5

P = {[s1k1k2s2], [s3k3k4s4], . . . , [s`−1k`−1k`s`]}.
8C%C9

�!�# ���� ��# ;!$' !; � ���� P !; P  �, %# �$%*�$�$V *, �#$'( !; ��# !$)#$ !; ��# ��*$ !; �)�� #,� "#$�* #(
siki

� ���� *(3 �,V ���� P !; P  �, ��"# ��# ;!&&!	*,- ;!$' P = [sikikjsj ]
3 ;!$ i 6= j �,) 1 ≤ i, j ≤ ` % 
!$

(*'�&* *�V 	# �)!�� ��# !$)#$ !; ��# "#$�* #( �( (�!	, *, .w% 8C%C9%
�, ��#  �(# 	�#$# ` *( !))3 ��# (`+ 1)/2 ����( *, � '*,*'9' ����  !"#$ !; G[M(t)] �$#5

P = {[s1k1k2s2], [s3k3k4s4], . . . , [s`−2k`−2k`−1s`−1], [s`k`]}.
8C%b9

���
R = {r} % ��# ����( !; G[M(t)] �$# !%��*,#) %V �!*,*,- ��# #,)�!*,�( !; (!'# ����( Qi

!; G[M(r)]
	*�� ��# "#$�* #( !; ��# k ����( !; G[S ∪K] % ��9(3 *; k ≤ d 8(## 
*-% C%C8�99 �,) ` *( #"#, 	# ��"#5

P = {[s1k1q1 . . . q
′
1k2s2], . . . , [s`−1k`−1qk . . . q

′
kk`s`], Qk+1, Qk+2, . . . , Qd},

8C%�9
	�*&# *; k ≤ d �,) ` *( !)) 	# ��"#5
P = {[s1k1q1 . . . q

′
1k2s2], . . . , [s`−2k`−2qk−1 . . . q

′
k−1k`−1s`−1], [s`k`qk . . . q

′
k], Qk+1, Qk+2, . . . , Qd}.

8C%W9
�; k > d �,) ` *( #"#, ��#, ��# ����( ���� !  9$ *, � '*,*'9' ����  !"#$ !; G[M(t)] �$# !%��*,#) %V�!*,*,- d ����( !; G[S ∪K] 	*�� ��# d ����( !; G[M(r)] % ��9(3 	# ��"#5

P = {[s1k1q1 . . . q
′
1k2s2], . . . , [s2d−1k2d−1qd . . . q

′
dk2ds2d], . . . , [s`−1k`−1k`s`]}.

8C%a9

CE



�; k > d �,) ` *( !))3 ��#, ��# ����( *, � '*,*'9' ����  !"#$ !; G[M(t)] �$#5

P = {[s1k1q1 . . . q
′
1k2s2], . . . , [s2d−1k2d−1qd . . . q

′
dk2ds2d], . . . , [s`−2k`−2k`−1s`−1], [s`k`]}.

8C%D9
�i
r ��

G(t) = (S,K,R) *( � ��* + (�*)#$%
���

R = ∅ % ��# -$��� G[M(t)] *( � ��'*&�!,*�, -$��� �,) #"#$V #)-# *, ��# ��'*&�!, ���� ��( !,#
#,)�!*,� *, S �,) ��# !��#$ #,)�!*,� *, K 8*%#%3 ��#$# #4*(�( ,! ��'*&�!, ���� 	�* �  !,��*,( �, #)-#
	*�� %!�� #,)�!*,�( *, K � ;!$ #4�'�&#3 (## 
*-% C%C8%99% ��9(3 *; ` *( �, !)) ,9'%#$ �,) ` > 3 	# ��"#5

P = {[s1k2s3 . . . k`−3s`−2k`−1s`k`−2s`−1k`s`−3k`−4 . . . k1]}.
8C%F9

�!�# ����3 *; ` = 3
��# ���� *( P = {[s1k3s2k1s3k2]}

% �, ��#  �(# 	�#$# ` *( #"#, �,) ` = 2
��# -$���

G[M(t)] *( �&(! � ��*, (�*)#$ �,) ��9( ��# ���� ���� !  9$( *( P = {[s1k2k1s2]}
% ��9(3 *; ` *( #"#, �,)

` > 2
��# ����( ���� !  9$ *, � ����  !"#$ !; G[M(t)] �$#5

P = {[s1k2s3 . . . k`−2s`−1k`s`−2k`−1s`k`−3s`−4k`−5 . . . k1]}.
8C%�9

0# ,!�# ���� *, .w(% 8C%F9�8C%�9 ��# !$)#$ !; ��# "#$�* #(  �, %# !%��*,#) *, '�,V !��#$ 	�V(% �, ;� �3 *;
	# �((9'# ���� ��# (#� K *( �, *,)#�#,)#,� (#� ��#, ��# ��'*&�!, ���� !; S ∪K  �, %#  !,(�$9 �#) %V
�,V 8
7 �$�"#$(�& (��$�*,- ;$!' �, �$%*�$�$V "#$�#4 !; S % 2!$# (�# *3 �&&V *, .w% 8C%F9 8$#(�% .w% 8C%�99
��# !$)#$ %#�	##, ��# "#$�* #( s1 �,) s`

8$#(�% k`
9  �, ��"# ��# ;!$' kisi+1kjsj+1

3 ;!$ i 6= j 3 j 6= i+ 1 3
�,) 1 < i, j < ` % 7*'*&�$&V3 %#�	##, ��# "#$�* #( k`

8$#(�% s`
9 �,) k1

	#  �, ��"# �, �$%*�$�$V !$)#$ !;
��# "#$�* #( !; ��# ;!$' siki−1sjkj−1

8$#(�% kisi−1kjsj−1
93 ;!$ i 6= j 3 j 6= i − 1 3 �,) 1 < i, j ≤ ` − 3 % �,!9$ (�9)V3 ;!$  !,"#,*#, # 	# �)!�� ��# !$)#$ (�!	, *, .w(% 8C%F9�8C%�9%

���
R = {r} % ��# ��'*&�!, ���� !; G[S ∪K] *(  !,,# �#) �! ��# ���� Q1

!; G[M(r)] % ��9(3 ��# ����(
���� !  9$ *, � ����  !"#$ !; G[M(t)] �$#5

P = {[s1k2s3 . . . k3s2k1q1 . . . q
′
1], Q2, Q3, . . . , Qd}.

8C%�E9
1-�*,3 *; ` = 2

��# ����( ���� !  9$ �$# P = {[s1k2q1 . . . q
′
1k1s2], Q2, Q3, . . . , Qd}

3 	�*&# *; ` = 3 	# ��"#
P = {[s1k3s2k1s3k2q1 . . . q

′
1], Q2, Q3, . . . , Qd}.

�, %!��  �(#(3 ��# ����( *, P ;!$' � '*,*'9' ����  !"#$ !; G[M(t)] % �!�# ���� *, � (#w9#,�*�&
#,"*$!,'#,� 	#  �,  !'�9�# � '*,*'9' ����  !"#$ *, � �-,!)# !$ �, 7-,!)# t !; Tblr(G) %V 9(*,-
���$!�$*��# ;9, �*!,( )#( $*%#) *, ua�v% 7*'*&�$ $#(9&�( ��"# ���#�$#) *, u�av%

�
� ���� ��

� ��
P4
�
�����
 ������

1&��!9-� ��# (#w9#,�*�& �&-!$*��' *( w9*�# (*'�&#3 � ,�*"# ��$�&&#&*���*!, !; ��*( �&-!$*��' ,##)( �*'#
�$!�!$�*!,�& �! ��# �#*-�� !; ��# �$## Tblr(G)3 	�* � *, ��# 	!$(�  �(# *( O(n)% �, !$)#$ �! !%��*, �,
#� *#,� ��$�&&#& �&-!$*��'3 	# '�+# 9(# !; ��# ���� �$## (�$9 �9$#( �,) � %$� +#� '�� �*,- �# �,*w9#
*,�$!)9 #) *, uDEv 8(## 7# �*!, C%C9%

1  !$)*,- �! ��# 	�V ���� � ���� �$## *(  !,(�$9 �#)3 � "#$�#4  �, %#  ��$� �#$*�#) �( JC@\>K !$ I>JF^\
"#$�#4 % 1 )#��*&#) )#( $*��*!, !; � ���� �$##  !,(�$9 �*!,3  !$$#(�!,)*,- �! � (9%�$## !; Tblr(G) $!!�#)
�� � �-,!)# !$ �, 7-,!)# t *( �$#(#,�#) *, uDEv% ��#  !,(�$9 �*!, !; � ���� �$##  !$$#(�!,)*,- �! � (9%�$##
!; Tblr(G) $!!�#) �� � �-,!)# !$ �, 7-,!)# t *( �#$;!$'#) %V ��+*,- ��# 9,*!, !; �	! ���� �$##( 8*, ��#
 �(# 	�#$# t *( � �-,!)#9 !$ %V *,(#$�*,- � "#$�#4 v *,�! � ���� �$## !$ %V 9(*,- � "#$�#4 v �! %$*)-# �	!
���� �$##( 8*, ��#  �(#( 	�#$# t *( �, 7-,!)#9%

C�



s2

k2

k1

s1 q′′1

T (q1, q
′
1)

· · ·

s2d

k2d

k2d−1

s2d−1 q′′d

T (qd, q
′
d)

· · ·

s`

k`

k`−1

s`−1

T (s1, s2)� T (s2d−1, s2d)� T (s`−1, s`)�


*-9$# C%b5 ��#  !$$#(�!,)*,- ���� �$##( !; 
*-9$# C%C8�9%

�#� P1 = [p1, . . . , p
′
1]

�,) P2 = [p2, . . . , p
′
2]

%# �	! ����( !; � -$��� G �,) &#� T (p1, p
′
1)

�,) T (p2, p
′
2)%# ��#*$ ���� �$##( $!!�#) �� ,!)#( p′′1 ∈ P1

�,) p′′2 ∈ P2
%

79��!(# ���� � "#$�#4 v /∈ P1
��( �! %# *,(#$�#) *, ��# ���� P1

% �, ��*(  �(#3	# (##+ ;!$ �, ���$!�$*��#
'!)*3 ��*!, !; ��# ���� �$## T (p1, p

′
1)

% �#� u %# � ,!)# !; T (p1, p
′
1)

3 *%#%3 u ∈ P1
3 ��"*,- �� '!(� !,#

 �*&) 8#*��#$ &#;� !$ $*-��9 *, T (p1, p
′
1)

% ��#,3 ��# "#$�#4 v *( *,(#$�#) *, ��# ���� �$## T (p1, p
′
1)

#*��#$ 8*9
�( � &#;� !$ $*-��  �*&) !; ��# ,!)# u !; T (p1, p

′
1)

!$ 8**9 �( ��# $!!� !; ��# ���� �$## T (p1, p
′
1)

8*, ��*(  �(#3
p′′1

%# !'#( � &#;� !$ $*-��  �*&) !; "#$�#4 v9%
79��!(# ,!	 ���� � "#$�#4 v /∈ P1 ∪ P2

��( �! %$*)-# ��# �	! ����( P1
�,) P2

3 *%#%3 v *(  !,,# �#) �!
�, #,)�!*,�3 (�V3 p′1 3 !; P1

�,) �! �, #,)�!*,�3 (�V3 p′2 3 !; P2
% �, ��*(  �(#3 ��# "#$�#4 v '#$-#( ��# �	!

���� �$##( T (p1, p
′
1)

�,) T (p2, p
′
2)

*,�! � ,#	 ���� �$## ��"*,- $!!� v 	*��  �*&)$#, ��# $!!�( p′′1 �,) p′′2!; ��# ���� �$##( T (p1, p
′
1)

�,) T (p2, p
′
2)

3 $#(�# �*"#&V%
�#4� 	# )#( $*%# � �$! #)9$# 	�* � -#,#$��#( � ���� �$##  !$$#(�!,)*,- �! � (9%�$## !; Tblr(G) $!!�#)

�� �, �-,!)#% �, -#,#$�&3 ��# ����( Pi = [pi, . . . , p
′
i]

!; � ����  !"#$ P !; � �$*'# (�*)#$ �$#  !,(*)#$#)
�! %# ���� �$##( $!!�#) �� #*��#$ pi

!$ p′i 3 1 ≤ i ≤ |P|%
�#� G %# � P4
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�$!%&#'3 	*�� �,V k 3 ;!$ ��$#(�!&) -$���(% �9*�# $# #,�&V3 7�#*,#$ uFDv (�!	#) ���� ��# k-���� ��$�*�*!,
�$!%&#' $#'�*,( ��- !'�&#�# !, ��#  &�(( !;  �!$)�& %*��$�*�# -$���( *; k *( ��$� !; ��# *,�9� �,) !,
��#  &�(( !;  !'��$�%*&*�V -$���( #"#, ;!$ k = 3 % 
9$��#$'!$#3 �# �$#(#,�#) � �!&V,!'*�& �*'# (!&9�*!,
;!$ ��# �$!%&#'3 	*�� �,V k 3 !, %*��$�*�# �#$'9���*!, -$���( �,) &#;� ��# �$!%&#' !�#, ;!$ ��#  &�(( !;
 !,"#4 -$���(%

2!�*"��#) %V 7�#*,#$A( 	!$+ uFDv3 	# �$!"# ���� ��# k-���� ��$�*�*!, �$!%&#' *( ��- !'�&#�# !,
 !,"#4 -$���(% 
9$��#$'!$#3 	# (�!	 ���� ��*( �$!%&#' *( ��- !'�&#�# ;!$ w9�(*-��$#(�!&) -$���(3 �,)
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*-9$# b%�5 ��#  !'�&#4*�V (���9( !; ��# k-���� ��$�*�*!, �$!%&#' ;!$ (!'# -$��� (9% &�((#( !;  !'��$�-
%*&*�V �,)  �!$)�& -$���(% A→ B *,)* ��#( ����  &�(( A  !,��*,(  &�(( B % 8∗95 ��- !'�&#�#3 �$#"*!9(&V+,!	,� 8∗∗95 ��- !'�&#�#3 ,#	 $#(9&�� 8�95 �!&V,!'*�&3 �$#"*!9(&V +,!	,� 8�95 9,+,!	,%

��9(3 *� *( �&(! ��- !'�&#�# ;!$ *,�#$"�& �,)  �!$)�& -$���(% 
!$ (!'# -$���  &�((#(3 ��#  !'�&#4*�V
(���9( !; ��# k-���� ��$�*�*!, �$!%&#' *( *&&9(�$��#) *, 
*-% b%��%

��*(  ����#$ *( !$-�,*�#) �( ;!&&!	(% �, 7# �*!, b%C 	# (�!	 ���� ��# k-���� ��$�*�*!, �$!%&#' *(
��- !'�&#�# !,  !,"#4 -$���(3 � (9�#$ &�(( !; %*��$�*�# �#$'9���*!, -$���(% �, 7# �*!, b%b 	# �$#(#,�
(�$9 �9$�& �$!�#$�*#( !; ��#  &�(( !; w9�(*-��$#(�!&) -$���( �,) ��- !'�&#�#,#(( $#(9&�( !, ��*(  &�((3
	�*&# 7# �*!, b%�  !, &9)#( ��#  ����#$ �,) )*( 9((#( !�#, �$!%&#'(%

�
� ����
� ������
0# ,#4� �$!"# ���� ��# k-���� ��$�*�*!, �$!%&#' *( ��- !'�&#�# ;!$ �=C�\� ^>EBA@� $# �&& ���� � %*��$�*�#
-$��� G = (X,Y ;E) *(  !,"#4 !, ��# "#$�#4 (#� X *; X  �, %# !$)#$#) (! ���� ;!$ #� � #&#'#,� y *, ��#
"#$�#4 (#� Y ��# #&#'#,�( !; X  !,,# �#) �! y ;!$' �, *,�#$"�& !; X uabv%
�krnlrs ���� PA\ k �BEKA BE>KJKJ=C B>=IL\H J@ �[

�
�=HBL\K\ Z => �=C�\� ^>EBA@�

������ ��# k-���� ��$�*�*!, �$!%&#' *( !%"*!9(&V *, ��% �, !$)#$ �! �$!"# ��-��$),#(( 3 	# 9(# �
�$�,(;!$'��*!, ;$!' 
*,-�� +*,-% ��# ;!$'9&��*!, !; ��# 
*,-�� +*,- �$!%&#' 8u7/�v *, ubav9 *( �$#(#,�#)
%#&!	%

������� � ! "#$%" & '�&��&( $) *+&"" �,*+�"�$," )$� & ,�(-�� $) ��&.# *+&""�"/ "�-*+&""�" $) *$(.&�&-�+�01 &,' *#$�'&+
��&.#"/ &,' 0#� *����,0 *$(.+�2�01 "0&0�" )$� 0#�

k3.&0# .&�0�0�$, .�$-+�( $, 0#�"� *+&""�"4 )$� '�5,�0�$," $) 0#� *+&""�"
"#$%,/ "�� 6!�/ 789 
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s1
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s2
s(a2) ���

sn
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2 ���

sn
s(an)

t11 t12
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t1
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t2
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*-9$# b%C5 �&&9(�$��*,- ��#  !,(�$9 �#)  !,"#4 -$��� G%


*,-�� +*,-
�,(��, #5 
*,*�# (#� U !; *�#'(3 � (*�# s(u) ∈ Z+ ;!$ #� � u ∈ U 3 � �!(*�*"# *,�#-#$ %*,  ��� *�V B 3 �,)
� �!(*�*"# *,�#-#$ K %
�9#(�*!,5 �( ��#$# � ��$�*�*!, !; U *,�! )*(�!*,� (#�( U1, U2, . . . , UK

(9 � ���� ��# (9' !; ��# (*�#( !; ��#
*�#'( *, #� � Ui

*( B !$ &#((�
�#� � (#� A = {a1, . . . , an}

!; n #&#'#,�(3 � (*�# s(ai) ∈ Z+ ;!$ #� � ai ∈ A
3 � �!(*�*"# *,�#-#$ %*,

 ��� *�V B �,) � �!(*�*"# *,�#-#$ K %
0#  !,(�$9 � ��# ;!&&!	*,- -$��� 	�* � *( �  !,"#4 -$���5 :!,(*)#$ �, *,)#�#,)#,� (#� Si =

{si
1, s

i
2, . . . , s

i
s(ai)
} !; s(ai)

"#$�* #( �,) �, *,)#�#,)#,� (#� T i = ti1, t
i
2, . . . , t

i
s(ai)−1

!; s(ai)−1 "#$�* #( ;!$
#"#$V ai ∈ A

3 1 ≤ i ≤ n % 0#  !,,# � #"#$V tij ∈ T i �! "#$�* #( si
j ∈ S

i �,) si
j+1 ∈ S

i 3 1 ≤ j ≤ s(ai)− 1 �

&#� Pi
3 1 ≤ i ≤ n %# ��# $#(9&�*,- )*( !,,# �#) -$���(3 #� �  !,��*,*,- 2s(ai)− 1 "#$�* #(% ��9(3 	#  �,

�((! *��# Pi
	*�� ai ∈ A

3 ;!$ #"#$V i ∈ [1, n] % 0# �)) �, *,)#�#,)#,� (#� C = {c1, c2, . . . , cn−K}
!; n−K"#$�* #( �,) 	#  !,,# � #� � cj 3 1 ≤ j ≤ n −K

�! #"#$V "#$�#4 !; �&& (#�( Si 3 1 ≤ i ≤ n � &#� G %# ��#
$#(9&�*,- -$���% ��# -$��� G *( �  !,,# �#) -$��� �,) *� *( *&&9(�$��#) *, 
*-% b%C%
�,#  �, #�(*&V "#$*;V ���� ��# -$��� G *( �  !,"#4 -$���� 	# )#3,# ��# (#�( X �,) Y �( ;!&&!	(5

X = {s11, s
1
2, . . . , s

1
s(a1)

, s21, s
2
2, . . . , s

2
s(a2), . . . , s

n
1 , s

n
2 , . . . , s

n
s(an)}

Y = {t11, t
1
2, . . . , t

1
s(a1)−1, t

2
1, t

2
2, . . . , t

2
s(a2)−1, . . . , t

n
1 , t

n
2 , . . . , t

n
s(an)−1, c1, c2, . . . cn−K}

7*, # X *( !$)#$#) (! ���� ;!$ #� � #&#'#,� y *, ��# "#$�#4 (#� Y ��# #&#'#,�( !; X  !,,# �#) �! y ;!$'
�, *,�#$"�& !; X 3 ��#  !,(�$9 �#) %*��$�*�# -$��� G = (X,Y ;E) !; 
*-% b%C *(  !,"#4 !, ��# "#$�#4 (#�
X %

0# ,!	  &�*' ���� ��# -$��� G ��( � k-���� ��$�*�*!, *,�! K ����( !; &#,-�� �� '!(� k = 2B − 2*; �,) !,&V *; A  �, %# ��$�*�*!,#) *,�! K )*(�!*,� (#�( A1, A2, . . . , AK
(9 � ���� ��# (9' !; ��# (*�#( !;

��# *�#'( *, #� � Ai
*( B !$ &#((%

(⇐=) 79��!(# ,!	 ��#$# #4*(�( � ��$�*�*!, !; A *, A1, . . . , AK
(9 � ���� ��# (9' !; ��# (*�#( !; ��#

*�#'( *, #� � Ai
*( B !$ &#((% 0# (�!	 �!	 �! 3,) � k-���� ��$�*�*!, !; G *,�! K ����( !; &#,-�� ��

'!(� k = 2B − 2 % �#� αi
%# ��# ,9'%#$ !; *�#'(  !,��*,#) *, #� � Ai

3 1 ≤ i ≤ K % 0#  !,(�$9 � n
����( !; &#,-�� 2s(aj)−2 3 1 ≤ j ≤ n 3 ���� *(3 ��# ����( pj = [sj

1, t
j
1, s

j
2, t

j
2, s

j
3, . . . , s

j

s(aj)−1, t
j

s(aj)−1, s
j

s(aj)
] 3

1 ≤ j ≤ n % �!�# ���� #� � ���� pj
 !$$#(�!,)( �! #� � (9%-$��� Pj

!; G% ��#,3 	# 9(# αi − 1 "#$�* #(
!; ��# (#� C �!  !,,# � ��# αi

����(  !$$#(�!,)*,- �! ��# #&#'#,�( !; ��# (#� Ai
*,�! !,# ���� !; &#,-��

αi − 2− αi + 2
∑

a∈Ai
s(a) ≤ 2B − 2 %

(=⇒)
0# ,#4� (9��!(# ���� G ��( � (2B − 2)-���� ��$�*�*!, *,�! K ����(% 7*, # ��# (#� X  !,��*,(

∑n
i=1 s(ai)

"#$�* #( �,) ��# (#� Y  !,��*,( ∑n
i=1 s(ai) − K "#$�* #(3 ��#, � '*,*'9' ���� ��$�*�*!,

 �,,!�  !,��*, &#(( ���, K ����(% 2!$#!"#$3 (*, # #� � "#$�#4 tij ∈ T 81 ≤ i ≤ n 3 1 ≤ j ≤ s(ai) − 19

bW



(##( !,&V ��# "#$�* #( si
j
�,) si

j+1
!; X 3 � ����  !,��*,*,- "#$�* #( !; ��# (9%-$��� Pi

 �, %#  !,,# �#)
�! � ����  !,��*,*,- "#$�* #( !; ��# (9%-$��� Pi′

!,&V ��$!9-� � "#$�#4 !; ��# (#� C 3 	�* �  !,��*,(
n − K "#$�* #(% 0#  &�*' ����3 *, !$)#$ �! !%��*, � ���� ��$�*�*!, !; ,! '!$# ���, K ����(3 	# 3$(�
��"# �!  !,(�$9 � n ����( pi = [si

1, t
i
1, s

i
2, t

i
2, s

i
3, . . . , s

i
s(ai)−1, t

i
s(ai)−1, s

i
s(ai)

] 3 1 ≤ i ≤ n 3 �,) ��#, 	# ��"#
�!  !,,# � ��#' 9(*,- "#$�* #( !; C *, (9 � � 	�V ���� ,! ����  !,��*,( '!$# ���, 2B − 1 "#$�* #(�
,!�# ���� %!�� #,)�!*,�( !; #� � ���� pi

�$# *, X �,) #� � pi
 !$$#(�!,)( �! � (9%-$��� Pi

% �,)##)3
&#� qi %# � (9%���� !; pi

�,) &#� pj
%# ��# n− 1 ����(  !$$#(�!,)*,- �! ��# n− 1 (9%-$���( Pj

3 	�#$#
pj = [sj

1, t
j
1, s

j
2, t

j
2, s

j
3, . . . , s

j

s(aj)−1, t
j

s(aj)−1, s
j

s(aj)]
3 1 ≤ j ≤ n �,) i 6= j % ��#,3 ��#$# #4*(� "#$�* #( !; ��#

(9%-$��� Pi
���� �$# ,!� *, &9)#) *, ��# ���� qi 3 	�* � ;!$' � ���� q′i % ��9(3 	# ��"# �!  !,,# � n+ 1

����( 9(*,- n−K "#$�* #( !; ��# (#� C 3 	�* � $#(9&�( �! K + 1 ����(3 �  !,�$�)* �*!,% :!,(#w9#,�&V3 *,
!$)#$ �! !%��*, � ���� ��$�*�*!, !; ,! '!$# ���,K ����(3	# 3$(� ��"# �!  !,(�$9 � n ����( pi

3 1 ≤ i ≤ n 3 !$$#(�!,)*,- �! ��# (9%-$���( Pi
3 �,) ��#, 	# ��"# �!  !,,# � ��#' 9(*,- "#$�* #( !; C *, (9 � � 	�V

���� ,! ����  !,��*,( '!$# ���, 2B − 1 "#$�* #(% �#� P ′ = {p′1, p
′
2, . . . , p

′
K}

%# ��# (#� !; ��# ����( !;
��# (2B − 2)-���� ��$�*�*!, !; G% .� � !,# !; ��#(# K ����(  !,��*,( �� '!(� B "#$�* #( !; X �,) *; �
"#$�#4 si

`
3 ` ∈ [1, s(ai)]

%#&!,-( �! �  #$��*, ���� ��#, �&& "#$�* #( si
j
3 1 ≤ j ≤ s(ai)

3 %#&!,- �! ��# (�'#
����% :!,(#w9#,�&V3 ��# (#� A  �, %# ��$�*�*!,#) *,�! K )*(�!*,� (#�( A1, A2, . . . , AK

(9 � ���� ��# (9'
!; ��# (*�#( !; ��# *�#'( *, #� � Ai

*( B !$ &#((%
��# ��#!$#' ;!&&!	( ;$!' ��# (�$!,- ��- !'�&#�#,#(( !; 
*,-�� +*,-3 (*, # ��# �$�,(;!$'��*!,  �,

%# )!,# #�(*&V *, �!&V,!'*�& �*'#%

�
� ���������
����� ������
1 -$��� G *(  �&&#) �YE@J�KA>\@A=LF3 !$ QT --$��� ;!$ (�!$�3 *; G  !,��*,( ,! *,)9 #) (9%-$��� *(!'!$��* 
�! P4

!$ C4
8 !$)&#(( ���� !$  V &# !, � "#$�* #(9� ;!$ )#3,*�*!, �,) !��*'*���*!, �$!%&#'( !, ��*(  &�((

(## u�E3 WW3 aa3 DC3 Dbv% ��#  &�(( !; w9�(*-��$#(�!&) -$���( *( � (9% &�(( !; ��#  &�(( !;  !-$���( �,)
 !,��*,( ��#  &�(( !; ��$#(�!&) -$���( u�F3 �Ev� (## 
*-% b%�%

�
�
	 ���������� ����
���
�
�#� G %# � QT --$��� 	*�� "#$�#4 (#� V (G) �,) #)-# (#� E(G)% ��# ;!&&!	*,- &#''� ;!&&!	( *''#)*��#&V
;$!' ��# ;� � ���� ;!$ #"#$V (9%(#� S ⊂ V (G) �,) ;!$ � "#$�#4 x ∈ S 3 	# ��"# NG[S][x] = N [x] ∩ S �,)
���� G− S *( �, *,)9 #) (9%-$���%
�rssi ���� �SS� �
� � �Z G J@ E QT �^>EBA� KA\C Z=> \�\>� @YI@\K S ⊂ V (G)� I=KA G[S] ECFG[V (G)−S]E>\ EL@= QT �^>EBA@�

��# ;!&&!	*,- ��#!$#' �$!"*)#( *'�!$��,� �$!�#$�*#( ;!$ ��#  &�(( !; QT --$���(% 
!$  !,"#,*#, #3 	#
)#3,#

cent(G) = {x ∈ V (G) | N [x] = V (G)}.

�krnlrs ���� �SS� �
� � PA\ Z=LL=�JC^ KA>\\ @KEK\H\CK@ A=LF�
OJT � ^>EBA G J@ EQT �^>EBA JZ ECF =CL� JZ \�\>� �=CC\�K\F JCFY�\F @YÎ >EBA G[S], S ⊆ V (G),

@EKJ@�\@
cent(G[S]) 6= ∅

�
OJJT � ^>EBA G J@ E QT �^>EBA JZ ECF =CL� JZ

G[V (G)− cent(G)]
J@ E QT �^>EBA�

OJJJT �\K G I\ E �=CC\�K\F QT �^>EBA� �Z V (G) − cent(G[S]) 6= ∅� KA\C G[V (G) − cent(G)]
�=CKEJC@ EK

L\E@K K�= �=CC\�K\F �=HB=C\CK@�

ba



V1 cent(G)

V2 V3 ��� Vi−1

Vi


*-9$# b%b5 ��# �V�* �& (�$9 �9$# !; ��#  #,�-�$## Tc(G) !; � QT --$���%

�#� G %# �  !,,# �#) QT --$���% ��#, V1 = cent(G) *( ,!� �, #'��V (#� %V ��#!$#' b%C% �#� G1 = G3
�,)G[V (G)−V1] = G2∪G3∪· · ·∪Gr

3	�#$# #� �Gi
*( �  !,,# �#)  !'�!,#,� !; G[V (G)−V1] �,) r ≥ 3 %��#, (*, # #� � Gi

*( �, *,)9 #) (9%-$��� !; G3 Gi
*( �&(! � QT --$���3 �,) (! &#� Vi = cent(Gi) 6= ∅

;!$
2 ≤ i ≤ r % 7*, # #� �  !,,# �#)  !'�!,#,� !; Gi[V (Gi)− cent(Gi)]

*( �&(! � QT --$���3	#  �,  !,�*,9#
��*( �$! #)9$# 9,�*& 	# -#� �, #'��V -$���% ��#, 	# 3,�&&V !%��*, ��# ;!&&!	*,- ��$�*�*!, !; V (G)5

V (G) = V1 + V2 + · · ·+ Vk,
	�#$# Vi = cent(Gi).

2!$#!"#$ 	#  �, )#3,# � ��$�*�& !$)#$ � !, ��# (#� {V1, V2, . . . , Vk} �( ;!&&!	(5

Vi � Vj
*; Vi = cent(Gi) �,) Vj ⊆ V (Gi).

�� *( #�(V �! (## ���� ��# �%!"# ��$�*�*!, !; ��# "#$�#4 (#� V (G) !; ��# QT --$���G �!((#((#( ��# ;!&&!	*,-
�$!�#$�*#(%
�krnlrs ���� �SS� �
� � �\K G I\ E �=CC\�K\F QT �^>EBA� ECF L\K

V (G) = V1 + V2 + · · · + Vk
I\ KA\

BE>KJKJ=C F\�C\F EI=�\� JC BE>KJ�YLE>� V1 := cent(G)
� PA\C KAJ@ BE>KJKJ=C ECF KA\ BE>KJELL� =>F\>\F @\K

({Vi},�)
AE�\ KA\ Z=LL=�JC^ B>=B\>KJ\@�

O[�T �Z
Vi � Vj � KA\C \�\>� �\>K\� =Z Vi

ECF \�\>� �\>K\� =Z Vj
E>\ �=JC\F I� EC \F^\ =Z G �

O[�T �=> \�\>� Vj , cent(G[{
⋃
Vi | Vi � Vj}]) = Vj

�
O[
T �=> \�\>� K�= Vs

ECF Vt

@Y�A KAEK Vs � Vt, G[{
⋃
Vi | Vs � Vi � Vt}]

J@ E �=HBL\K\ ^>EBA� �=>\=�\>�Z => \�\>� HE�JHEL \L\H\CK Vt
=Z ({Vi},�)�G[{

⋃
Vi | V1 � Vi � Vt}]

J@ E HE�JHEL �=HBL\K\ @YÎ >EBA
=Z G �

��# $#(9&�( !; ��#!$#' b%b �$!"*)# (�$9 �9$�& �$!�#$�*#( ;!$ ��#  &�(( !; QT --$���(% 0# (��&& $#;#$ �!
��# (�$9 �9$# ���� '##�( ��# �$!�#$�*#( !; ��#!$#' b%b �( �\CK�K>\\ !; ��# -$��� G �,) )#,!�# *� %V
Tc(G)% ��#  #,�-�$## Tc(G) 8(## 
*-% b%b9 !; � QT --$��� *( � $!!�#) �$##� *� ��( ,!)#( V1, V2, . . . , Vk

3 $!!�
V1 := cent(G)3 �,) #"#$V ,!)# Vi

*( #*��#$ � &#�; !$ ��( �� &#�(� �	!  �*&)$#,% 2!$#!"#$3 Vs � Vt
*; �,)

!,&V *; Vs
*( �, �, #(�!$ !; Vt

*, Tc(G)% ��9(3 	#  �, (���# ��# ;!&&!	*,- $#(9&�%
�nlnqqil� ���� � ^>EBA G J@ E QT �^>EBA JZ ECF =CL� JZ

G
AE@ E �\CK�K>\\ Tc(G)

�
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�p
rl�ijmno ���� �#� G %# � QT --$��� �,) &#� V = V1 + V2 + · · · + Vk
%# ��# �%!"# ��$�*�*!, !;

V (G)� V1 := cent(G)% �#� S = {vs, vs+1, . . . , vt, . . . , vq}
%# � (��%&# (#� (9 � ���� vt ∈ Vt

�,) Vt
*( �

'�4*'�& #&#'#,� !; 8Vi
3 �9 !$3 #w9*"�&#,�&V3 Vt

*( � &#�; ,!)# !; Tc(G)3 s ≤ t ≤ q % �� *( #�(V �! (##
���� S ��( ��# '�4*'9'  �$)*,�&*�V α(G) �'!,- �&& ��# (��%&# (#�( !; G% �, ��# !��#$ ��,)3 ��# (#�(
{
⋃
Vi | V1 � Vi � Vt}

3 ;!$ #"#$V '�4*'�& #&#'#,� Vt
!; 8Vi

3 �93 �$!"*)# �  &*w9#  !"#$ !; (*�# κ(G)
	�* � *( ��# ('�&&#(� �!((*%&#  &*w9#  !"#$ !; G� ���� *( α(G) = κ(G)% 
�(#) !, ��# ��#!$#' b%b !$3
#w9*"�&#,�&V3 !, ��# �$!�#$�*#( !; ��#  #,�-�$## !; G3 *� *( #�(V �! (�!	 ���� ��#  &*w9# ,9'%#$ ω(G) #w9�&(
��#  �$!'��* ,9'%#$ χ(G) !; ��# -$��� G� ���� *(3 χ(G) = ω(G)%

�
�
� ��
�
�����
�
�
�� �
�����

�, !$)#$ �! �$!"# ���� ��# k-���� ��$�*�*!, �$!%&#' *( ��- !'�&#�# ;!$ w9�(*-��$#(�!&) -$���(3 	# 9(#
��# b-�1/������ �$!%&#'% ��# ;!$'9&��*!, !; ��# b-�1/������ �$!%&#' 8u7��Wv *, ubav9 *( �$#(#,�#)
%#&!	%
b-�1/������
�,(��, #5 7#� A !; 3m #&#'#,�(3 � %!9,) B ∈ Z+ 3 �,) � (*�# s(a) ∈ Z+ ;!$ #� � a ∈ A3 (9 � ����
1
4B < s(a) < 1

2B
3 �,) (9 � ���� ∑

a∈A s(a) = mB %
�9#(�*!,5 :�, A %# ��$�*�*!,#) *,�! m )*(�!*,#) (#�( A1, A2, . . . , Am

(9 � ����3 ;!$ 1 ≤ i ≤ m 3
∑

a∈Ai
s(a) = B 8,!�# ���� #� � Ai

'9(� ��#$#;!$#  !,��*, #4� �&V ��$## #&#'#,�( ;$!' A9�

�krnlrs ���� PA\ k �BEKA BE>KJKJ=C B>=IL\H J@ �[
�
�=HBL\K\ Z => �YE@J�KA>\@A=LF ^>EBA@�

������ ��# k-���� ��$�*�*!, �$!%&#' *( !%"*!9(&V *, ��% �, !$)#$ �! �$!"# ��-��$),#((3 	# 9(# �
�$�,(;!$'��*!, ;$!' b-�1/������%

�#� � (#� A = {a1, . . . , a3m}
!; 3m #&#'#,�(3 � �!(*�*"# *,�#-#$ B �,) &#� �!(*�*"# *,�#-#$ (*�#( s(ai);!$ #� � ai ∈ A

%# -*"#,3 (9 � ���� 1
4B < s(ai) <

1
2B

3 �,) (9 � ���� ∑
ai∈A s(ai) = mB 3 1 ≤ i ≤ 3m %

0# '�V (9��!(# ����3 ;!$ #� � ai ∈ A
3 s(ai) > m 8*; ,!�3 ��#, 	#  �, '9&�*�&V �&& s(ai) �,) B 	*��

m+ 19%0#  !,(�$9 � ��# ;!&&!	*,- -$��� 	�* � *( � w9�(*-��$#(�!&) -$���5 :!,(*)#$ � -$��� G(V ∪ C,E)��"*,- �  &*w9# Kai
(Vai

, Eai
) !, s(ai)

"#$�* #( ;!$ #� � ai ∈ A (9 � ���� Vai
∩ Vaj

= ∅ 3 i 6= j 3 �,)
V =

⋃
ai∈A Vai

% ��#$# �$# ,! #)-#( *, G %#�	##, "#$�* #( *, )*�#$#,�  &*w9#(% �, �))*�*!,3 G ��( 2m. !,,# �!$0 "#$�* #( C = {v1, v2, . . . , v2m}
	�* � ;!$' �  &*w9# *, G% ."#$V vi ∈ C

*(  !,,# �#) �! #"#$V
u ∈ V % �� *(  &#�$ ���� G *( � w9�(*-��$#(�!&) -$���%

0# ,!	  &�*' ���� A ��( � b-�1/������3 ���� *(3 A  �, %# ��$�*�*!,#) *,�! m )*(�!*,� (#�(
A1, A2, . . . , Am

(9 � ���� ∑
a∈Ai

s(a) = B ;!$ 1 ≤ i ≤ m 3 *; �,) !,&V *; G ��( � ��$�*�*!, *,�! m
����( !; &#,-�� k = B + 2 % �!�* # ���� ��#  !,(�$�*,�( !, ��# *�#' (*�#( #,(9$# ���� #� � Si

'9(� ��"#
#4� �&V ��$## #&#'#,�( ;$!' A%

(=⇒) �; A ��( � b-�1/������ Ai = {xi, yi, zi}
3 1 ≤ i ≤ m 3 ��#, 	#  �, 9(# ��# �	! #&#'#,�(

v2i−1, v2i ∈ C
�!  !,,# � ��#  !$$#(�!,)*,- (9%-$���( Kxi

,Kyi
�,) Kzi

*,�! � ���� Vxi
, v2i−1, Vyi

, v2i,

Vzi

!; &#,-�� B + 2 %
(⇐=)

0# ,#4� (9��!(# ���� G ��( � (B + 2)-���� ��$�*�*!, *,�! m ����(3 P1, P2, . . . , Pm
% 7*, # G��( m(B + 2) "#$�* #(3 #� � Pi

'9(�  !,��*, #4� �&V B+ 2 "#$�* #(% 
# �9(# !; ��# (*�#  !,(�$�*,�(3 #� �
Pi

'9(�  !,��*, �� &#�(� �	!  !,,# �!$ "#$�* #( ;$!' C %

bF



0#  &�*' ����3 *, !$)#$ �! !%��*, � ���� ��$�*�*!, !; ,! '!$# ���, m ����(3 	# 3$(� ��"# �!  !,(�$9 �
3m ����( p1, p2, . . . , p3m

 !$$#(�!,)*,- �! ��# 3m
 &*w9#(3 �,) ��#, 	# ��"# �!  !,,# � ��#' 9(*,- "#$�* #(

!; C *, (9 � � 	�V ���� #� � ���� Pi
3 1 ≤ i ≤ m 3  !,��*,( #4� �&V B + 2 "#$�* #(% �,)##)3 &#� qk %# �

(9%���� !; ���� pk
 !$$#(�!,)*,- �!  &*w9# Kak

�,) &#� pj
%# ��# 3m− 1 ����(  !$$#(�!,)*,- �! ��# $#(�

3m− 1
 &*w9#(% ��#,3 ��#$# #4*(� "#$�* #( !;  &*w9# Kak

���� �$# ,!� *, &9)#) *, ��# ���� qk 3 	�* � ;!$'
� ���� q′k % ��9(3 	# ��"# �!  !,,# � 3m+ 1 ����( 9(*,- 2m "#$�* #( !; ��# (#� C 3 	�* � $#(9&�( �! m+ 1
����(3 �  !,�$�)* �*!,% :!,(#w9#,�&V3 *, !$)#$ �! !%��*, � ���� ��$�*�*!, !; m ����(3 	# 3$(� ��"# �!
 !,(�$9 � 3m ����( pi

3 1 ≤ i ≤ 3m 3  !$$#(�!,)*,- �! ��#  &*w9#( Kai

3 �,) ��#, 	# ��"# �!  !,,# � ��#'
9(*,- "#$�* #( !; C *, (9 � � 	�V ���� #� � ����  !,��*,( #4� �&V B + 2 "#$�* #(%

7*, # 	# ��"# 3m ����(3  !$$#(�!,)*,- �! 3m
 &*w9#(3 �,) 2m

 !,,# �!$(3 #� � Pi
'9(�  !,��*,

#4� �&V �	!  !,,# �!$ "#$�* #(% 0#  &�*' ���� ,!,# !; ��# ����( Pi
 !,��*,( �, #)-# %#�	##, �	! "#$�* #(

!;  &*w9# C % �,)##)3 &#� Pk
%# � ����  !,��*,*,- �, #)-# ;$!'  &*w9# C 3 ���� *(3 *�  !,��*,( �	! "#$�* #(

!; C % 7*, # s(ai) <
B
2
3 1 ≤ i ≤ 3m 3 *; Pk

 !,��*,( ����( ;$!' �	!  &*w9#(3 ��#, *�( &#,-�� *( &#(( ���,
B + 2 % ��9(3 �� &#�(� !,# '!$#  !,,# �!$ "#$�#4 ;$!' C *( ,##)#) *, !$)#$ �!  !,,# � �� &#�(� !,# '!$#
���� pj

�! ��# ���� Pk
% :!,(#w9#,�&V3 	# ��"# � ����3 ���� *(3 Pk

3 9(*,- �� &#�(� ��$##  !,,# �!$ "#$�* #(
!; C 3 �  !,�$�)* �*!,% ��#$#;!$#3 ,!,# !; ��# ����( Pi

 !,��*,( �, #)-# %#�	##, �	! "#$�* #( !;  &*w9# C %
7*, # #� � Pi

'9(�  !,��*, #4� �&V �	!  !,,# �!$ "#$�* #(3 ,! ���� Pi
 �, ��"# "#$�* #( ;$!' '!$#

���, ��$##  &*w9#( Kai

% 7*, # ��# &#,-�� !; #� � Pi
*( B + 2 3 #� � Pi

'9(�  !"#$ ��# "#$�* #( !; #4� �&V��$##  &*w9#(Kai
�,) ��# (*�#( !; ��#  !$$#(�!,)*,- ��$## #&#'#,�( !; A '9(� �)) 9� �! B % :!,(#w9#,�&V3

��# (#� A  �, %# ��$�*�*!,#) *,�! m )*(�!*,� (#�( A1, A2, . . . , Am
(9 � ���� ��# (9' !; ��# (*�#( !; ��#

*�#'( *, #� � Ai
*( #w9�& �! B %

��# ��#!$#' ;!&&!	( ;$!' ��# (�$!,- ��- !'�&#�#,#(( !; b-�1/������3 (*, # ��# �$�,(;!$'��*!,
 �, %# )!,# #�(*&V *, �!&V,!'*�& �*'#%

7*, # ��#  &�(( !; w9�(*-��$#(�!&) -$���( *( � (9% &�(( !; *,�#$"�& -$���(3	�* � *( � (9% &�(( !;  �!$)�&
-$���(3 ��# �$!!; !; ��# ��-��$),#(( !; ��# k-���� ��$�*�*!, �$!%&#' ;!$ w9�(*-��$#(�!&) -$���( �&(!
#(��%&*(�#( ��# ��-��$),#(( !; ��*( �$!%&#' ;!$ ��#  &�(( !; *,�#$"�& �,)  �!$)�& -$���(% ��9(3 	#  �,
(���# ��# ;!&&!	*,- $#(9&�%
�nlnqqil� ���� PA\ k �BEKA BE>KJKJ=C B>=IL\H J@ �[

�
�=HBL\K\ Z => JCK\>�EL ECF �A=>FEL ^>EBA@�

�
� ���������� �
�����
0# ��"# (�9)*#) ��#  !'�&#4*�V !; ��# k-���� ��$�*�*!, �$!%&#' �,) �$!"#) ���� *� *( ��- !'�&#�# ;!$
��#  &�(( !;  !,"#4 �,) w9�(*-��$#(�!&) -$���(% U*"#, ���� ��*( �$!%&#' *( �!&V,!'*�&&V (!&"�%&# ;!$
%*��$�*�# �#$'9���*!, -$���(3 	# ��"# (��$�#,#) ��# )#'�$ ��*!, &*,# %#�	##, �!&V,!'*�&&V (!&"�%&#
�,) ��-��$)  �(#( !; ��# k-���� ��$�*�*!, �$!%&#'% ��# (���9( !; ��# �$!%&#' $#'�*,( !�#, ;!$ ��#  &�((
!; %* !,"#4 -$���(� ��*(  &�(( �$!�#$&V  !,��*,( %*��$�*�# �#$'9���*!, -$���( �,) *( � �$!�#$ (9% &�(( !;
 !,"#4 -$���(%
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�%� �,�$!)9 �*!,
�%C :!,,# �#) �,�#$"�& �,) �#$'9���*!, U$���(
�%b 
*��$�*�# �#$'9���*!, U$���(
�%� �9�(*-��$#(�!&) U$���(
�%W 7�&*� U$���(
�%a ��$#(�!&) U$���(
�%D :!, &9)*,- /#'�$+(

�
	 ������������
1 AE>H=CJ=Y@ �=L=>JC^ !; � (*'�&# -$��� G *( � �$!�#$ "#$�#4  !&!$*,- (9 � ���� #� � ��*$ !;  !&!$(
���#�$( �!-#��#$ !, �� '!(� !,# #)-#3 	�*&# � BEJ>��=HBL\K\ �=L=>JC^ !; G *( � �$!�#$ "#$�#4  !&!$*,-
(9 � ���� #� � ��*$ !;  !&!$( ���#�$( �!-#��#$ !, �� &#�(� !,# #)-#� ��# AE>H=CJ=Y@ �A>=HEKJ� CYHI\>
h(G) !; ��# -$��� G *( ��# &#�(� *,�#-#$ k ;!$ 	�* � G �)'*�( � ��$'!,*!9(  !&!$*,- 	*�� k  !&!$( �,)
*�( E�A>=HEKJ� CYHI\> ψ(G) *( ��# &�$-#(� *,�#-#$ k ;!$ 	�* � G �)'*�( � ��*$- !'�&#�#  !&!$*,- 	*�� k !&!$(%

��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' *( ��- !'�&#�# !, -#,#$�& -$���( u�Dv3 	�*&# ��# ��*$- !'�&#�#
 !&!$*,- �$!%&#' 	�( �$!"#) �! %# ��-��$) !, �$%*�$�$V -$���( %V ��,,�+�+*( �,) U�"$*& u�bv% ��#
;!$'9&��*!,( !; ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' �,) ��# ��*$- !'�&#�#  !&!$*,- �$!%&#' *, u�Wv �$#
#w9*"�&#,� �! ��# ;!&&!	*,- ;!$'9&��*!,(%
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�ilsnomn�
 �nqnlmo� �lnpqrs
�,(��, #5 U$��� G = (V,E)3 �!(*�*"# *,�#-#$ K ≤ |V | %�9#(�*!,5 �( ��#$# � �!(*�*"# *,�#-#$ k ≤ K �,) � �$!�#$  !&!$*,- 9(*,- k  !&!$( (9 � ���� #� � ��*$ !;
 !&!$( ���#�$( �!-#��#$ !, �� '!(� !,# #)-#�
�imlg�nshqrjr �nqnlmo� �lnpqrs
�,(��, #5 U$��� G = (V,E)3 �!(*�*"# *,�#-#$ K ≤ |V | %�9#(�*!,5 �( ��#$# � �!(*�*"# *,�#-#$ k ≥ K �,) � �$!�#$  !&!$*,- 9(*,- k  !&!$( (9 � ���� #� � ��*$ !;
 !&!$( ���#�$( �!-#��#$ !, �� &#�(� !,# #)-#�

��#  !'�&#4*�V !; %!�� �$!%&#'( ��( %##, #4�#,(*"#&V (�9)*#) !, "�$*!9(  &�((#( !; �#$;# � -$���( (9 �
�(  !-$���(3 *,�#$"�& -$���(3 %*��$�*�# -$���( �,) �$##( u�b3 �Ev� (## 
*-% �%� ;!$ ��#*$  !'�&#4*�V (���9(�%

!)&�#,)#$ u��v �$!"*)#( � �$!!; ;!$ ��# ��- !'�&#�#,#(( !; ��# ��*$- !'�&#�#  !&!$*,- �$!%&#' ;!$
)*( !,,# �#)  !-$���( �,) )*( !,,# �#) *,�#$"�& -$���(3 �,) #4�#,)( �*( $#(9&�( ;!$ ��#  !,,# �#)  �(#(%�*( �$!!; �&(! #(��%&*(�#( ��# ��-��$),#(( !; ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' ;!$ )*( !,,# �#) *,�#$"�&
-$���( �,) )*( !,,# �#)  !-$���(% �� *( 	!$�� ,!�*,- ���� ��# �$!%&#' !; )#�#$'*,*,- ��# ��$'!,*!9(
 �$!'��* ,9'%#$ !; �  !,,# �#)  !-$��� *( �$*"*�&3 (*, # *, (9 � � -$��� #� � "#$�#4 '9(� $# #*"# �
)*(�*, �  !&!$ �( *� *( �� )*(��, # �� '!(� C ;$!' �&& !��#$ "#$�* #( u�Wv% 
!)&�#,)#$A( $#(9&�( #(��%&*(�
��# ��-��$),#(( !; ��# ��*$- !'�&#�#  !&!$*,- �$!%&#' ;!$ ��#  &�(( !; �#$'9���*!, -$���( �,)3 �&(!3 ��#
��-��$),#(( !; ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' 	�#, $#(�$* �#) �! )*( !,,# �#) �#$'9���*!, -$���(%
.4�#,)*,- ��# �%!"# $#(9&�(3 	# (�!	 ���� ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' $#'�*,( ��- !'�&#�# !,
 !,,# �#) *,�#$"�& �,) �#$'9���*!, -$���(%

:!, #$,*,- ��#  &�(( !; %*��$�*�# -$���( �,) (9% &�((#( !; ��*(  &�(( 8(## 
*-% �%�93 
�$%#$ #� �&% ubCv
(�!	 ���� ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' �,) ��# ��*$- !'�#�#  !&!$*,- �$!%&#' �$# ��- !'�&#�# ;!$
��#  &�(( !; %*��$�*�# -$���(% �, �))*�*!,3 .)	�$)( #� �&% ubE3 b�v (�!	 ���� ��#(# �$!%&#'( �$# ��-
 !'�&#�# ;!$ �$##(% ��#*$ $#(9&�( �&(! #(��%&*(� ��# ��- !'�&#�#,#(( !; ��#(# �$!%&#'( ;!$ ��#  &�((#( !;
 !,"#4 -$���( �,) )*( !,,# �#) %*��$�*�# �#$'9���*!, -$���(% �!	#"#$3 ��#  !'�&#4*�V !; ��#(# �$!%&#'(
;!$  !,,# �#) %*��$�*�# �#$'9���*!, -$���( �,) %* !,"#4 -$���( *( ,!� (�$�*-��;!$	�$)%

2!�*"��#) %V ��*( *((9# 	# �$!"# ���� ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' �,) ��# ��*$- !'�&#�#  !&!$*,-
�$!%&#' *( ��- !'�&#�# ;!$  !,,# �#) %*��$�*�# �#$'9���*!, -$���(3 �,) ��9(3 ��# (�'# �!&)( ;!$ ��#
 &�(( !; %* !,"#4 -$���(% 2!$#!"#$3 %�(#) !, 
!)&�#,)#$A( $#(9&�( u��v3 	# (�!	 ���� ��# ��*$- !'�&#�#
 !&!$*,- �$!%&#' *( ��- !'�&#�# ;!$ w9�(*-��$#(�!&) -$���( �,) ���� ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' *(
��- !'�&#�# ;!$ )*( !,,# �#) w9�(*-��$#(�!&) -$���(% �� ��( %##, (�!	, ���� ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,-
�$!%&#' *( �!&V,!'*�&&V (!&"�%&# !, ��$#(�!&) -$���(% �, ��*(  ����#$ 	# (�!	 ���� ��# ��*$- !'�&#�#
 !&!$*,- �$!%&#' *( �&(! �!&V,!'*�&&V (!&"�%&# !, ��*(  &�(( %V �$!�!(*,- � (*'�&# &*,#�$-�*'# �&-!$*��'%

��*(  ����#$ *( !$-�,*�#) �( ;!&&!	(% �, 7# �*!, �%C 	# (�!	 ���� ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' *(
��- !'�&#�# !,  !,,# �#) *,�#$"�& �,) �#$'9���*!, -$���( 	�*&# *, 7# �*!, �%b 	# (�!	 ���� ��# �$!%-
&#'( �$# ��- !'�&#�# !, %*��$�*�# �#$'9���*!, -$���(% �, 7# �*!, �%� 	# �$#(#,� (�$9 �9$�& �$!�#$�*#(
!; ��#  &�(( !; w9�(*-��$#(�!&) -$���( �,) ��- !'�&#�#,#(( $#(9&�( !, ��*(  &�((3 	�*&# *, 7# �*!, �%W 	#
(�!	 ���� ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' *( ��- !'�&#�# !, (�&*� -$���(% �, 7# �*!, �%a 	# )#( $*%#
� (*'�&# &*,#�$-�*'# �&-!$*��' ;!$ ��# ��*$- !'�&#�#  !&!$*,- �$!%&#' !, ��$#(�!&) -$���(3 �,)3 3,�&&V3
7# �*!, �%D  !, &9)#( ��#  ����#$ �,) )*( 9((#( !�#, �$!%&#'(%

������� 7 ! "#$%" & '�&��&( $) *+&"" �,*+�"�$," )$� & ,�(-�� $) ��&.# *+&""�"/ "�-*+&""�" $) *$(.&�&-�+�01 &,' *#$�'&+
��&.#"/ &,' 0#� *����,0 *$(.+�2�01 "0&0�" )$� 0#� #&�($,�$�" *$+$��,� .�$-+�(/ 0#� .&��3*$(.+�0� *$+$��,� .�$-+�(/ &,'
0#�
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*-9$# �%�5 ��#  !'�&#4*�V (���9( !; ��#  !&!$*,- �$!%&#'( ;!$ (!'# -$��� (9% &�((#( !;  !'��$�%*&*�V
�,)  �!$)�& -$���(% A→ B *,)* ��#( ����  &�(( A  !,��*,(  &�(( B % ��# %!4 �! ��# &#;� 8$#(�% $*-��9 !;
#� �  &�((  !,��*,( ��# (���9( !; ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- 8�!�93 ��*$- !'�&#�#  !&!$*,- 8%!��!'9 �$!%&#'(
!,  !,,# �#) 8$#(�% )*( !,,# �#)9 -$���(% 8∗95 ��- !'�&#�#3 �$#"*!9(&V +,!	,� 8∗∗95 ��- !'�&#�#3 ,#	
$#(9&�� 8�95 �!&V,!'*�&3 �$#"*!9(&V +,!	,� 8P 95 �!&V,!'*�&3 ,#	 $#(9&�%

�
� ����
��
� ���
���� ��� �
��������� ������
0# ,#4� �$!"# ���� ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' *( ��- !'�&#�# ;!$  !,,# �#) *,�#$"�& -$���(� �
-$��� G *( �, JCK\>�EL ^>EBA *; *�( "#$�* #(  �, %# �9� *, !,#-�!-!,#  !$$#(�!,)#, # 	*�� � ;�'*&V !;
*,�#$"�&( !, ��# $#�& &*,# (9 � ���� �	! "#$�* #( �$# �)�� #,� *, G *; �,) !,&V *; ��#*$  !$$#(�!,)*,-
*,�#$"�&( *,�#$(# �%
�krnlrs ���� �E>H=CJ=Y@ �=L=>JC^ J@ �[

�
�=HBL\K\ �A\C >\@K>J�K\F K= �=CC\�K\F JCK\>�EL ^>EBA@�

������ ��$'!,*!9(  !&!$*,- *( !%"*!9(&V *, ��% �, !$)#$ �! �$!"# ��-��$),#((3 	# 9(# � �$�,(;!$'��*!,
;$!' � (�$!,-&V ��- !'�&#�# �$!%&#'3 ���� *(3 ��# b-�1/������ �$!%&#'% ��# ;!$'9&��*!, !; ��#
b-�1/������ �$!%&#' ubav *( �$#(#,�#) *, 7# �*!, b%b%

�#� � (#� A = {a1, . . . , a3m}
!; 3m #&#'#,�(3 � �!(*�*"# *,�#-#$ B �,) &#� �!(*�*"# *,�#-#$ (*�#( s(ai)

;!$
#� � ai ∈ A

%# -*"#,3 (9 � ���� 1
4B < s(ai) <

1
2B

3 �,) (9 � ���� ∑
ai∈A s(ai) = mB % 0# '�V (9��!(#

����3 ;!$ #� � ai ∈ A
3 s(ai) > m 8*; ,!�3 ��#, 	#  �, '9&�*�&V �&& s(ai) �,) B 	*�� m+ 19%

.4�#,)*,- ��# $#(9&� !; 
!)&�#,)#$ u��v3 	#  !,(�$9 � ��# ;!&&!	*,-  !,,# �#) -$��� 	�* � *( �,
*,�#$"�& �,) � �#$'9���*!, -$���5 :!,(*)#$ �  &*w9# 	*�� m "#$�* #(3 �  &*w9# 	*�� B "#$�* #(3 �,) �))
� "#$�#4 v

���� *(  !,,# �#) �! #"#$V "#$�#4 *, ��# �	!  &*w9#(� &#� G1
%# ��# $#(9&�*,- -$���% �#4�

	#  !,(�$9 � ;!$ #"#$V ai ∈ A � �$## Ti
!; )#��� !,# 	*�� s(ai)

&#�"#( �,) $!!� xi
3 ���� *(3 #"#$V &#�;

*( �)�� #,� �! ��# $!!�� ,!�# ���� ��#$# �$# 3m (9 � �$##( T1, T2, . . . , T3m
% ��#, 	#  !,(�$9 � � ����

�b



v ���m − 1 + B − s(a1) ��� ���m + B − s(ai) + i − 2 ��� ���m + B − s(a3m) + 3m − 2

P
v1 v2

��� vi
��� v3m−1 v3m

x1 x2 xi x3m−1 x3m

y1
1 y1

2

���

y1
s(a1) y2

1 y2
2

���

y2
s(a2) yi

1 yi
2

���

yi
s(ai) y3m−1

1 y3m−1
2

���

y3m−1
s(a3m−1) y3m

1 y3m
2

���

y3m
s(a3m)

Km KB


*-9$# �%C5 �&&9(�$��*,- ��#  !,(�$9 �#)  !,,# �#) *,�#$"�& �,) �#$'9���*!, -$��� G%

P = [v1, v2, . . . , v3m] !; 3m "#$�* #(3 �,) 	#  !,,# � #� � "#$�#4 vi
!; ��# ���� P �! �&& ��# "#$�* #( !; ��#

�$## Ti
3 1 ≤ i ≤ 3m % 1))*�*!,�&&V3 ;!$ #� � "#$�#4 vi ∈ P

3 	# �)) m− 1 +B − s(ai) + i− 1 "#$�* #( �,)
 !,,# � ��#' �! "#$�#4 vi

� &#� G2
%# ��# $#(9&�*,- -$���% �!�# ���� ��# -$��� G1 ∪ G2

*( )*( !,,# �#)%

*,�&&V3 	# �)) �, #)-# �! ��# -$��� G1 ∪ G2

 !,,# �*,- "#$�* #( v1 �,) v �,) &#� G %# ��# $#(9&�*,-
-$���% ��# -$��� G *( �  !,,# �#) -$��� �,) *� *( *&&9(�$��#) *, 
*-% �%C%
�,#  �, #�(*&V "#$*;V ���� G *( �, *,�#$"�& -$���% 1  &*w9#  �, %# $#�$#(#,�#) �( � ,9'%#$ !; *,�#$"�&(���� (��$# �� &#�(� !,# �!*,� *,  !''!,% �	!  &*w9#( (��$*,- � "#$�#4 u  �, %# $#�$#(#,�#) �( � ,9'%#$

!; *,�#$"�&( (9 � ���� !,# !; ��#'3 	�* �  !$$#(�!,)( �! u 3 (��$#( �� &#�(� !,# �!*,� 	*�� ��# *,�#$"�&( !$$#(�!,)*,- �! ��# "#$�* #( !; #� �  &*w9#% �� *( #�(V �! (## ���� ��# "#$�* #( !; G  �, %# �9� *, !,#-�!-
!,#  !$$#(�!,)#, # 	*�� � ;�'*&V !; *,�#$"�&( !, ��# $#�& &*,# (9 � ���� �	! "#$�* #( �$# �)�� #,� *, G *;
�,) !,&V *; ��#*$  !$$#(�!,)*,- *,�#$"�&( *,�#$(# �%

�� *( #�(V �! (## ���� ��# �!��& ,9'%#$ !; #)-#( *, G *(
(

m

2

)
+

(
B

2

)
+m+B + 3m+mB + 3m+mB + 3m(m− 2) + 2mB +

3m∑

i=1

i =

(
4m + B + 1

2

)


!$ #"#$V ��$'!,*!9(  !&!$*,- !; G �,) #"#$V ��*$ !; )*(�*, �  !&!$( i, j 3 i 6= j 3 ��#$# '9(� %# �� '!(�
!,# #)-# 	*�� *�( #,)�!*,�(  !&!$#) 	*�� i �,) j % ��9(3 *� ;!&&!	( ���� ��# ��$'!,*!9(  �$!'��* ,9'%#$
 �,,!� %# &#(( ���, 4m+B + 1 3 �,) *; *� *( #w9�& �! 4m+B + 1

��#, 	# ��"#3 ;!$ #"#$V ��*$ !; )*(�*, �
 !&!$( i, j 3 1 ≤ i, j ≤ 4m+B + 1 3 � 9,*w9# #)-# 	*�� *�( #,)-�!*,�(  !&!$#) 	*�� i �,) j % ��9(3 	# ��"#
�, #4� �  !&!$*,- !; G� �, \�E�K �=L=>JC^ !; G 	*�� k  !&!$( *( � ��$'!,*!9(  !&!$*,- !; G 	*�� k  !&!$(
*, 	�* �3 ;!$ #� � ��*$ !;  !&!$( i 3 j 3 ��#$# *( #4� �&V !,# #)-# (a, b) (9 � ���� a ��(  !&!$ i �,) b ��(
 !&!$ j %

0# ,!	  &�*' ���� ��# ��$'!,*!9(  �$!'��* ,9'%#$ !; G *( 8&#(( !$ #w9�& �!9 4m + B + 1 *; �,)
!,&V *; A  �, %# ��$�*�*!,#) *, m (#�( A1, . . . , Am

(9 � ���� ∑
a∈Aj

s(a) = B 3 ;!$ �&& j 3 1 ≤ j ≤ m %
(⇐=) 79��!(# ,!	 � b-��$�*�*!, !; A *, A1, . . . , Am

(9 � ���� ∀j :
∑

a∈Aj
s(a) = B #4*(�(% 0#

(�!	 �!	 �! 3,) � ��$'!,*!9(  !&!$*,- !; G 9(*,- 4m + B + 1
 !&!$(% 0#  !&!$ ��# "#$�* #( !; ��#

3$(�  &*w9# 	*��  !&!$( 1, 2, . . . ,m 3 ��# "#$�* #( !; ��# (# !,)  &*w9# 	*�� m + 1,m + 2, . . . ,m + B 3 �,)
"#$�#4 v 	*�� m + B + 1 % 
!$  !,"#,*#, # �,) #�(# !; �$#(#,���*!,3 &#�M %# ��# (#�  !,��*,*,-  !&!$(
1, 2, . . . ,m 3 &#� B %# ��# (#�  !,��*,*,-  !&!$( m + 1,m + 2, . . . ,m + B 3 �,) &#� K %# ��# (#�  !,��*,*,-
 !&!$( m+B + 2,m+B + 3, . . . , 4m+B + 1 % �; ai ∈ Aj

��#, 	#  !&!$ ��# "#$�#4 xi
	*��  !&!$ j % .� �

��



 !&!$ j ∈ M *( �((*-,#) �! ��# ��$## "#$�* #(  !$$#(�!,)*,- �! ��$## ai
���� ��"# �!-#��#$ #4� �&V B,#*-�%!$( !; )#-$## C% 0# �((*-, �! #� � !,# !; ��#(# B ,#*-�%!$( � )*�#$#,�  !&!$ ;$!' B 3 �,) ,#4� 	#

�((*-, �! #� � "#$�#4 vi
!; ��# ���� P � )*(�*, �  !&!$ ;$!' K % /# �&& ���� #� � "#$�#4 vi

3 1 < i < 3m 3
*(  !,,# �#) �! �	! !��#$ "#$�* #( !; P 3 *%#%3 vi−1

�,) vi+1
3 �,) m+B + i− 1 '!$# "#$�* #(3 "#$�#4 v1 *(

 !,,# �#) �! v2 3 v �,)m+B !��#$ "#$�* #(3 	�*&# "#$�#4 v3m
*(  !,,# �#) �! v3m−1

�,) m+B+3m−1'!$# "#$�* #( 8(## 
*-% �%C9%
�#4�3 	#  !&!$ ��# $#(� m − 1 + B − s(ai) + i − 1 ,#*-�%!$( !; #� � vi

% 0# �((*-, � )*(�*, �  !&!$
;$!' ��# (#�M\ci �! m − 1 ,#*-�%!$( !; vi

3 	�#$# ci *( ��#  !&!$ �$#"*!9(&V �((*-,#) �! ��# "#$�#4 xi
%

0# ,#4� �((*-, � )*(�*, �  !&!$ ;$!' ��# (#� B\Ci
�! B − s(ai)

,#*-�%!$( !; vi
3 	�#$# Ci

*( ��# (#� !; ��#
 !&!$( �$#"*!9(&V �((*-,#) �! s(ai)

,#*-�%!$( !; ��# "#$�#4 xi
% 
*,�&&V3 	# �((*-, � )*�#$#,�  !&!$ �! ��#

$#(� i− 1 ,#*-�%!$( !; vi
3 3 ≤ i ≤ 3m 3 9(*,-  !&!$ m + b + 1 �,) ��#  !&!$( �((*-,#) �! ��# "#$�* #( vj

3
1 ≤ j ≤ i− 2 % �!�# ����3 *, !$)#$ �!  !&!$ ��# m+ B − s(a2)

,#*-�%!$( !; v2 3 	# !,&V ,##) �! 9(#  !&!$
m+B + 1 �,)  !&!$( ;$!'M �,) B 3 	�*&# ;!$ ��# m− 1 +B − s(a1)

,#*-�%!$( !; v1 	# !,&V 9(#  !&!$(
;$!'M �,) B % 1 ��$'!,*!9(  !&!$*,- !; G 9(*,- 4m+B + 1

 !&!$( $#(9&�(3 �,) ��9(3 ��# ��$'!,*!9(
 �$!'��* ,9'%#$ !; G *( 4m+B + 1 %

(=⇒)
0# ,#4� (9��!(# ���� ��# ��$'!,*!9(  �$!'��* ,9'%#$ !; G *( 8&#(( !$ #w9�& �!9 4m+B + 1 %:!,(*)#$ � ��$'!,*!9(  !&!$*,- !; G 9(*,- 4m+B+1

 !&!$(% 0*��!9� &!(( !; -#,#$�&*�V 	# '�V (9��!(#
���� ��# m "#$�* #( !; ��# 3$(�  &*w9# ��"# )*(�*, �  !&!$( ;$!' M 3 	�*&# ��# B "#$�* #( !; ��# (# !,) &*w9# ��"# )*(�*, �  !&!$( ;$!' B % 1&(!3 	*��!9� &!(( !; -#,#$�&*�V3	#  !&!$ "#$�#4 v 	*��  !&!$m+B+1
(*, # v *( �)�� #,� �! �&& ��# "#$�* #( !; ��# �	!  &*w9#(% 7*, # v3m

*( ��# "#$�#4 ��"*,- ��# '�4*'9'
)#-$##3 ���� *(3 4m+ B 3 *� ��( �! ��+# �  !&!$ ;$!' K % �,)##)3 *; *� ��+#( �  !&!$ ;$!'M 3 ��#, ,!,# !;
*�( ,#*-�%!$(  �, ��+# �  !&!$ ;$!'M �,) 	#  �,,!�  !&!$ 4m+B "#$�* #( 9(*,- !,&V 4m+B + 1−m !&!$(% 	(*,- (*'*&�$ �$-9'#,�(3 	#  �,,!�  !&!$ "#$�#4 v3m

9(*,- �  !&!$ ;$!' B !$ ��#  !&!$m+B+1 %��9(3 	*��!9� &!(( !; -#,#$�&*�V3 	# �((*-, �! v3m
��#  !&!$ 4m+ B + 1 % 0#  !&!$ �&& *�( ,#*-�%!$( 	*��

)*(�*, �  !&!$( ;$!'M∪B∪{m+B+1}∪K\{4m+B+1} % �!�# ����3 "#$�#4 v3m−1
��+#( �  !&!$ ;$!'

K\{4m+B + 1} � &#� 4m+B %# ��*(  !&!$% �,)##)3 9(*,- (*'*&�$ �$-9'#,�(3 *�  �,,!� ��+# �  !&!$ ;$!'
M∪ B ∪ {m + B + 1} ∪ {4m + B + 1} % �!�# ����3  !&!$ 4m + B + 1

 �,,!� %# �((*-,#) �! �,V !��#$
"#$�#4 !; G (*, # �,V ��*$ !;  !&!$( (4m+B + 1, j)3 1 ≤ j ≤ 4m+B 3 �&$#�)V ���#�$( *, ��# ��$'!,*!9( !&!$*,-% /# �&& ����3 ;!$ #"#$V ��*$ !; )*(�*, �  !&!$( i, j 3 1 ≤ i, j ≤ 4m+ B + 1 3 ��#$# *( � 9,*w9# #)-#
	*�� *�( #,)-�!*,�(  !&!$#) 	*�� i �,) j % /# 9$(*"#&V3 �(  �, #�(*&V %# �$!"#) %V *,)9 �*!, !, i 3 ��# (�'#
�!&)( ;!$ �&& vi ∈ P

3 1 ≤ i ≤ 3m − 2 3 ���� *(3 vi
��+#( �  !&!$ ;$!' K\L3 	�#$# L *( ��# (#�  !,��*,*,-

 !&!$( m + B + 1 + i + 1,m + B + 1 + i + 2, . . . , 4m + B + 1 3 	�* � �$# ��#  !&!$( �&$#�)V �((*-,#) �!
"#$�* #( vj

3 i < j ≤ 3m %
�!�# ���� ��*$( (µ, ν)3 µ ∈ M 3 ν ∈ B 3 ��"# ,!� ���#�$#) V#�% 7*, # #"#$V ��*$ !;  !&!$( '9(� ���#�$3

	# �((*-, ��#(# ��*$( �! ��# mB #)-#( ���� ��"# %!�� #,)�!*,�( 9, !&!$#)% �!�# ���� ��#(# #)-#( �$#
��# #)-#( (xi, y

i
j)

3 1 ≤ i ≤ 3m 3 1 ≤ j ≤ s(ai)
3 	�#$# xi

 !$$#(�!,)( �! ai
�,) yi

j

 !$$#(�!,)( �! ��#
j-�� ,#*-�%!$ !; xi

��"*,- )#-$## C% ��# "#$�* #( xi
 �,,!� ��+# �  !&!$ ;$!' B 3 !��#$	*(# *�( s(ai) > m9, !&!$#) ,#*-�%!$( yi

j

 �,,!� %#  !&!$#) 	*�� m  !&!$( ;$!'M % ��9(3 "#$�* #( xi
�$# �((*-,#) �  !&!$

;$!' M �,) "#$�* #( yi
j
�$# �((*-,#) �  !&!$ ;$!' B 8$# �&& ���� B

4 < s(ai) <
B
2
9% �!�# ���� ��# !,&V

9, !&!$#) "#$�* #( �$# m − 1 + B − s(ai) + i − 1 ,#*-�%!$( !; #� � vi
3 1 ≤ i ≤ 3m % �, !$)#$ �!  !&!$

m−1+B−s(ai)
!; ��# 9, !&!$#) ,#*-�%!$( !; vi

3 	# 9(# )*(�*, �  !&!$( ;$!' (M∪B)\F 3	�#$# F *( ��#
(#�  !,��*,*,- �&&  !&!$( �&$#�)V �((*-,#) �! ��# s(ai) + 1 ,#*-�%!$( !; vi

% �, !$)#$ �!  !&!$ ��# &�(� i− 19, !&!$#) ,#*-�%!$( !; vi
3 i > 1 3 	#  �, !,&V 9(#  !&!$( ;$!' K\L\{m+ B + 1 + i,m+ B + i} %# �9(#

��# !,&V 9,9(#) ��*$( �$# (m+B + 1 + i, j)3 	�#$# m+B + 1 ≤ j ≤ m+B + 1 + i− 2 %

*,�&&V3 &#� ai ∈ Aj

*; �,) !,&V *; ��# "#$�#4 xi
8	*�� ,#*-�%!$( yi

j
9 *(  !&!$#) 	*��  !&!$ j ∈ M % 0#

 &�*' ���� ;!$ �&& j 3 ∑
a∈Aj

s(a) = B % �,)##)3 #� �  !&!$ j '9(� %# �)�� #,� �! (!'#  !&!$( ;$!' B 3 �,)
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#� �  !&!$ ;$!' B *( �((*-,#) �! #4� �&V !,# "#$�#4 	�* � *( �)�� #,� �! �&& xi
 !&!$#) 	*�� j % �#, #3 �

 !$$# � b-��$�*�*!, #4*(�(%
��# ��#!$#' ;!&&!	( ;$!' ��# (�$!,- ��- !'�&#�#,#(( !; b-�1/������3 (*, # ��# �$�,(;!$'��*!,

 �, %# )!,# #�(*&V *, �!&V,!'*�& �*'#%
0#  �, #�(*&V (�!	 ���� ��# *,�#$"�& -$��� G *&&9(�$��#) *, 
*-% �%C *( �&(! � �#$'9���*!, -$���% ��#

-$��� G *( �, *,�#$"�& -$��� *; �,) !,&V *; *� *( �  �!$)�& -$��� �,) ��# -$��� G *( �  !'��$�%*&*�V -$���
u�Ev% 2!$#!"#$3 !,#  �, #�(*&V "#$*;V ���� G �)'*�( �, � V &* �$�,(*�*"# !$*#,���*!, �,)3 ��9(3 *� *( �
 !'��$�%*&*�V -$���% 7*, # G �,) G �$#  !'��$�%*&*�V -$���(3 *� ;!&&!	( ���� G *( � �#$'9���*!, -$���
u�Ev% :!,(#w9#,�&V3 	#  �, (���# ��# ;!&&!	*,- ��#!$#'%
�krnlrs ���� �E>H=CJ=Y@ �=L=>JC^ J@ �[

�
�=HBL\K\ �A\C >\@K>J�K\F K= �=CC\�K\F B\>HYKEKJ=C ^>EBA@�

�
� ��������
 �
��������� ������
0# ,#4� �$!"# ���� ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' *( ��- !'�&#�# ;!$  !,,# �#) %*��$�*�# �#$'9���*!,
-$���(% 1 %*��$�*�# -$��� G = (X,Y ;E) *( � IJBE>KJK\ B\>HYKEKJ=C ^>EBA *; �,) !,&V *; *� ��( � (�$!,- !$-
)#$*,- !; *�( "#$�* #( uFWv� � @K>=C^ =>F\>JC^ !; ��# "#$�* #( !; G = (X,Y ;E) *( �, !$)#$*,- {x1, x2, . . . , xr}!; ��# "#$�* #( *,X �,) �, !$)#$*,- {y1, y2, . . . , ys}

!; ��# "#$�* #( *, Y (9 � ���� 	�#,#"#$ xiy`, xjym ∈ E
	*�� i < j �,) ` > m

��#, 	# �&(! ��"# xiym, xjy` ∈ E
uFWv%

�krnlrs ���� PA\ AE>H=CJ=Y@ �=L=>JC^ B>=IL\H J@ �[
�
�=HBL\K\ �A\C >\@K>J�K\F K= �=CC\�K\F IJBE>KJK\

B\>HYKEKJ=C ^>EBA@�
������ ��$'!,*!9(  !&!$*,- *( !%"*!9(&V *, ��% �, !$)#$ �! �$!"# ��-��$),#((3 	# 9(# � �$�,(;!$'��*!,
;$!' b-�1/������%

�#� � (#� A = {a1, . . . , a3m}
!; 3m #&#'#,�(3 � �!(*�*"# *,�#-#$ b �,) &#� �!(*�*"# *,�#-#$ (*�#( s(ai)

;!$
#� � ai ∈ A

%# -*"#,3 (9 � ���� 1
4b < s(ai) <

1
2b

3 ∑
ai∈A s(ai) = mb 3 �,) 1 ≤ i ≤ 3m % 0# '�V (9��!(#

����3 ;!$ #� � ai ∈ A
3 s(ai) > m 8*; ,!�3 ��#, 	#  �, '9&�*�&V �&& s(ai) �,) b 	*�� m+ 19%0#  !,(�$9 � ��# ;!&&!	*,-  !,,# �#) -$��� 	�* � *( � %*��$�*�# �#$'9���*!, -$���5 :!,(*)#$ � (#�

M = {m1,m2, . . . ,mm}
!; m "#$�* #(3 � (#� B = b1, b2, . . . , bb

!; b "#$�* #(3 �,) �)) � "#$�#4 v ���� *(
 !,,# �#) �! #"#$V "#$�#4 *, ��# �	! (#�(% 0# �)) � (#� M ′ = {m′

1,m
′
2, . . . ,m

′
m−1}

!; m − 1 "#$�* #(
�,) � (#� B′ = {b′2, b

′
3, . . . , b

′
b}

!; b − 1 "#$�* #(% 0#  !,,# � M ′ �,) B′ �! ��# "#$�* #( !; M �,) B �(
;!&&!	(5 	#  !,,# � #� � "#$�#4 m′

i
3 1 ≤ i ≤ m− 1 3 �! ��# "#$�* #( mi+1,mi+2, . . . ,mm

3 �,) #� � "#$�#4
bi
3 1 ≤ i ≤ b − 1 3 �! ��# "#$�* #( b′i+1, b

′
i+2, . . . , b

′
b
% �#4� 	#  !,(�$9 � ;!$ #"#$V ai ∈ A � �$## Ti

!; )#���
!,# 	*�� s(ai)

&#�"#(3 ,�'#&V yi
1, y

i
2, . . . , y

i
s(ai)

3 �,) $!!� xi
3 ���� *(3 #"#$V &#�; *( �)�� #,� �! ��# $!!�� ,!�#

���� ��#$# �$# 3m (9 � �$##( T1, T2, . . . , T3m
% ��#, 	# �)) � (#� P = {p1, p2, . . . , p3m}

!; 3m "#$�* #(3 �,)
	#  !,,# � #� � "#$�#4 pi

�! ��# $!!� xi
!; ��# �$## Ti

3 1 ≤ i ≤ 3m % 0# �&(!  !,,# � pi
3 2 ≤ i ≤ 3m 3 �!

��# s(ai−1)
&#�"#( !; ��# �$## Ti−1

% ��# "#$�#4 p1
*( �&(!  !,,# �#) �! ��# "#$�* #( !; M ′ �,) ��# "#$�#4 v %1))*�*!,�&&V3 ;!$ #� � "#$�#4 pi ∈ P

3 2 ≤ i ≤ 3m 3	# �)) "#$�* #( vi
j
3 1 ≤ j ≤ m−1+b−s(ai−1)+1+3m−i

�,)  !,,# � ��#' �! "#$�#4 pi
% 0# �&(! �)) "#$�* #( v1

j
3 1 ≤ j ≤ b + 3m − 1 �,)  !,,# � ��#' �! ��#

"#$�#4 p1
� &#� G %# ��# $#(9&�*,- -$���% ��# -$��� G *( �  !,,# �#) -$��� �,) *� *( *&&9(�$��#) *, 
*-% �%b%

�,#  �, #�(*&V "#$*;V ���� ��# -$��� G *( � %*��$�*�# -$���� &#� X �,) Y %# *�( �	! (��%&# (#�(% ��
*( #�(V �! (�!	 ���� ��# -$��� G = (X,Y ;E) �)'*�( � (�$!,- !$)#$*,- !; *�( "#$�* #(3 �,)3 ��9(3 *� *( �
%*��$�*�# �#$'9���*!, -$���% �#� X �,) Y %# ��# !$)#$*,-( !; ��# "#$�* #( !; X �,) Y 3 $#(�# �*"#&V% 0#
)#3,# X �,) Y �( ;!&&!	(5

X = {b′2, b
′
3, . . . , b

′
b, v,m

′
1,m

′
2, . . . ,m

′
m−1, v

1
1 , v

1
2 , . . . , v

1
b+3m−1,X1,X3,X5, . . . ,X3m−2, x3m}

Y = {b1, b2, . . . , bb,m1,m2, . . . ,mm,Y1,Y3,Y5, . . . ,Y3m−2, y
3m
1 , y3m

2 , . . . , y3m
s(a3m)}
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v
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��� ���
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p1 p2
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x1 x2 xi x3m−1 x3m
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1 y1

2
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s(a1) y2

1 y2
2

���

y2
s(a2) yi

1 yi
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yi
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1 y3m−1
2
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	�#$# Xi = {xi, pi+1, y
i+1
1 , yi+1

2 , . . . , yi+1
s(ai+1)

, vi+2
1 , vi+2

2 , . . . , vi+2
4m+b−s(ai+1)−i−2}

3 i = 1, 3, 5, . . . , 3m − 2 3
�,) Yi = {xi, y

i
1, y

i
2, . . . , y

i
s(ai)

, vi+1
1 , vi+1

2 , . . . , vi+1
4m+b−s(ai)−i−1, xi+1}

3 i = 1, 3, 5, . . . , 3m− 2 %
�� *( #�(V �! (## ���� ��# �!��& ,9'%#$ !; #)-#( *, G *(

(
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!$ #"#$V ��$'!,*!9(  !&!$*,- !; G �,) #"#$V ��*$ !; )*(�*, �  !&!$( i, j 3 i 6= j 3 ��#$# '9(� %# �� '!(�
!,# #)-# 	*�� *�( #,)�!*,�(  !&!$#) 	*�� i �,) j % ��9(3 *� ;!&&!	( ���� ��# ��$'!,*!9(  �$!'��* ,9'%#$
 �,,!� %# &#(( ���, 4m+ b + 1 3 �,) *; *� *( #w9�& �! 4m+ b + 1

��#, 	# ��"#3 ;!$ #"#$V ��*$ !; )*(�*, �
 !&!$( i, j 3 1 ≤ i, j ≤ 4m+ b+ 1 3 � 9,*w9# #)-# 	*�� *�( #,)-�!*,�(  !&!$#) 	*�� i �,) j % ��9(3 	# ��"#
�, #4� �  !&!$*,- !; G� �, \�E�K �=L=>JC^ !; G 	*�� k  !&!$( *( � ��$'!,*!9(  !&!$*,- !; G 	*�� k  !&!$(
*, 	�* �3 ;!$ #� � ��*$ !;  !&!$( i 3 j 3 ��#$# *( #4� �&V !,# #)-# ab (9 � ���� a ��(  !&!$ i �,) b ��(  !&!$ j %

0# ,!	  &�*' ���� ��# ��$'!,*!9(  �$!'��* ,9'%#$ !; G *( 8&#(( !$ #w9�& �!9 4m+ b+1 *; �,) !,&V
*; A  �, %# ��$�*�*!,#) *, m (#�( A1, . . . , Am

(9 � ���� ∑
a∈Aj

s(a) = b 3 ;!$ �&& j 3 1 ≤ j ≤ m %
(⇐=) 79��!(# ,!	 � b-��$�*�*!, !; A *, A1, . . . , Am

(9 � ���� ∀j :
∑

a∈Aj
s(a) = b #4*(�(% 0# (�!	�!	 �! 3,) � ��$'!,*!9(  !&!$*,- !; G 9(*,- 4m+ b+ 1

 !&!$(% 0#  !&!$ ��# "#$�* #( !; ��# (#�( M �,)
M ′ 	*��  !&!$( 1, 2, . . . ,m 3 ��# "#$�* #( !; ��# (#�( B �,) B′ 	*��  !&!$( m + 1,m + 2, . . . ,m + b 3 �,)"#$�#4 v 	*�� m + b + 1 % 
!$  !,"#,*#, # �,) #�(# !; �$#(#,���*!,3 &#� M %# ��# (#�  !,��*,*,-  !&!$(
1, 2, . . . ,m 3 &#� B %# ��# (#�  !,��*,*,-  !&!$( m + 1,m + 2, . . . ,m + b 3 �,) &#� K %# ��# (#�  !,��*,*,-
 !&!$( m + b + 2,m + b + 3, . . . , 4m + b + 1 % �; ai ∈ Aj

��#, 	#  !&!$ ��# "#$�#4  !$$#(�!,)*,- �! ai
	*��  !&!$ j % .� �  !&!$ j ∈ M *( �((*-,#) �! ��# ��$## "#$�* #( xi

 !$$#(�!,)*,- �! ��$## ai
���� ��"#

�!-#��#$ #4� �&V b ,#*-�%!$( !; )#-$## C% 0# �((*-, �! #� � !,# !; ��#(# b ,#*-�%!$( � )*�#$#,�  !&!$ ;$!'
B 3 �,) ,#4� 	# �((*-, �! #� � "#$�#4 pi

!; ��# (#� P � )*(�*, �  !&!$ ;$!' K % /# �&& ���� #� � "#$�#4 pi
3

1 ≤ i ≤ 3m 3 *(  !,,# �#) �! m+ b+ 1 + 3m− i "#$�* #( 8(## 
*-% �%b9%
�#4�3 	#  !&!$ ��# $#(� m− 1 + b− s(ai−1) + 1 + 3m− i ,#*-�%!$( !; #� � pi

3 1 < i ≤ 3m % 0# �((*-,
� )*(�*, �  !&!$ ;$!' ��# (#�M\{ci} �! m− 1 ,#*-�%!$( !; pi

3 	�#$# ci *( ��#  !&!$ �$#"*!9(&V �((*-,#)�! ��# "#$�#4 xi
 !$$#(�!,)*,- �! ai

% 0# ,#4� �((*-, � )*(�*, �  !&!$ ;$!' ��# (#� B\Ci
�! b − s(ai−1),#*-�%!$( !; pi

3 	�#$# Ci
*( ��# (#� !; ��#  !&!$( �$#"*!9(&V �((*-,#) �! s(ai−1)

,#*-�%!$( !; ��# "#$�#4
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xi−1
 !$$#(�!,)*,- �! ai−1

% 
*,�&&V3 	# �((*-, � )*�#$#,�  !&!$ �! ��# $#(� 1 + 3m − i ,#*-�%!$( !; pi
3

9(*,-  !&!$ m + b + 1 �,) ��#  !&!$( �((*-,#) �! ��# "#$�* #( pj
3 i + 1 ≤ j ≤ 3m % �!�# ����3 	# ��"#

�((*-,#) �  !&!$ �! m ,#*-�%!$( !; p1
3 �,)3 ��9(3 *, !$)#$ �!  !&!$ ��# $#(� b + 3m − 1 ,#*-�%!$( !; p1

3
	# 9(#  !&!$( ;$!' K �,) B % 1 ��$'!,*!9(  !&!$*,- !; G 9(*,- 4m+ b + 1

 !&!$( $#(9&�(3 �,) ��9(3 ��#
��$'!,*!9(  �$!'��* ,9'%#$ !; G *( 4m+ b+ 1 %

(=⇒)
0# ,#4� (9��!(# ���� ��# ��$'!,*!9(  �$!'��* ,9'%#$ !; G *( 8&#(( !$ #w9�& �!9 4m+ b+ 1 %:!,(*)#$ � ��$'!,*!9(  !&!$*,- !; G 9(*,- 4m+ b+ 1

 !&!$(% 0*��!9� &!(( !; -#,#$�&*�V 	# '�V (9��!(#
���� ��# m "#$�* #( !; ��# (#� M ��"# )*(�*, �  !&!$( ;$!' M 3 	�*&# ��# b "#$�* #( !; ��# (#� B ��"#
)*(�*, �  !&!$( ;$!' B % 1&(!3 	*��!9� &!(( !; -#,#$�&*�V3 	#  !&!$ "#$�#4 v 	*��  !&!$ m + b + 1 3 (*, #
v *( �)�� #,� �! �&& ��# "#$�* #( !; ��# �	! (#�(3 �,) "#$�#4 p1

	*��  !&!$ cp1
= m + b + 2 % �!�# ����

p1
*( ��# "#$�#4 ��"*,- ��# '�4*'9' )#-$##3 ���� *(3 4m + b 3 �,)3 ��9(3  !&!$ m + b + 2 *( �)�� #,� �!

�&&  !&!$(3 %# �9(# 	#  !&!$ �&& 9, !&!$#) ,#*-�%!$( !; p1
	*�� )*(�*, �  !&!$( ;$!' M ∪ B ∪ K\{cp1

} %0#  &�*' ���� #"#$V "#$�#4 pi
3 1 < i ≤ 3m 3 ��+#( �  !&!$ ;$!' K % �,)##)3 &#� cm ∈ M %# �  !&!$

�((*-,#) �! p2
% ��# )#-$## !; "#$�#4 p2

*( #w9�& �! 4m + b − 1 % �!	#"#$3  !&!$ cm  �, %# �)�� #,� �!
(m− 1 + b+ 3m+ 1)− (1 + 1) < 4m+ b− 1 !��#$  !&!$(3 �,)3 ��9(3 	# ,##) !,# '!$#  !&!$ *, !$)#$ �!
 !&!$ !,# '!$# ,#*-�%!$ !; p2

% 	(*,- (*'*&�$ �$-9'#,�(3 	# (�!	 ���� "#$�#4 p2
 �,,!� ��+# �  !&!$ ;$!'

B∪{m+ b+1,m+ b+2} 3 �,) ��9( *� ��+#( �  !&!$ ;$!' K\{cp1
} % /# 9$(*"#&V3 �(  �, #�(*&V %# �$!"#) %V

*,)9 �*!, !, i 3 ��# (�'# �!&)( ;!$ �&& pi ∈ P
3 2 < i ≤ 3m 3 ���� *(3 pi

��+#( �  !&!$ ;$!' K\L3 	�#$# L *(��# (#�  !,��*,*,-  !&!$( cp1
, cp2

, . . . , cpi−1

3 	�* � �$# ��#  !&!$( �&$#�)V �((*-,#) �! "#$�* #( pj
3 1 ≤ j < i %�!�# ����3 *; cK *( �  !&!$ ;$!' K ∪ {m + b + 1} 3 ��#, *�  �,,!� %# �((*-,#) �! �,V !��#$ "#$�#4 !; G

(*, # �,V ��*$ !;  !&!$( (cK, j)
3 1 ≤ j ≤ 4m+ b + 1 3 �&$#�)V ���#�$( *, ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,-% /# �&&

����3 ;!$ #"#$V ��*$ !; )*(�*, �  !&!$( i, j 3 1 ≤ i, j ≤ 4m+ b+ 1 3 ��#$# *( � 9,*w9# #)-# 	*�� *�( #,)-�!*,�(
 !&!$#) 	*�� i �,) j %0# ,!	 (�!	 ���� �&& ��# "#$�* #( !; ��# (#� B′ $# #*"#  !&!$( ;$!' B % 7*, # #� � "#$�#4 ui ∈ B′ 3
2 ≤ i ≤ b 3 *( �)�� #,� �! �� &#�(� !,# "#$�#4 *, B 3 ,!,# !; ��#'  �, ��+#  !&!$ m + b + 1 % �#� u ∈ B′

%# !,# "#$�#4 ��+*,- �  !&!$ ;$!' M 3 �,) &#� du
%# *�( )#-$##3 	�*&# �&& ��# !��#$ "#$�* #( ��+#  !&!$(

;$!' B % ��# ,9'%#$ !; #)-#( !; G ��"*,- !,# #,)�!*,�  !&!$#) 	*�� �  !&!$ ;$!' M ���� ��"# ,!�
���#�$#) V#� *( mb− du

% 1&(!3 ��# ,9'%#$ !; #)-#( !; G ��"*,- !,# #,)�!*,�  !&!$#) 	*�� �  !&!$ ;$!'
B

���� ��"# ,!� ���#�$#) V#� *( mb % ��9(3 ��# ,9'%#$ !; ��*( ���� ��"# ,!� ���#�$#) V#� *, G3 *(
mb− du +mb−mb = mb− du

3 	�*&# ��# ,9'%#$ !; 9, !&!$#) #)-#( *( mb 3 ���� *(3 ��# #)-#( !; ��# ;!$'
xiy

i
j
3 1 ≤ i ≤ 3m 3 1 ≤ j ≤ s(ai)

% ��*( *'�&*#( ���� 	# ,##) '!$#  !&!$(3 �,)  !,(#w9#,�&V3 �&& ��# "#$�* #(
!; ��# (#� B′ $# #*"#  !&!$( ;$!' B % 	(*,- (*'*&�$ �$-9'#,�( 	#  �, (�!	 ���� ��# "#$�* #( !; ��# (#� M ′

$# #*"#  !&!$( ;$!'M %
�!�# ���� ��*$( (µ, ν)3 µ ∈ M 3 ν ∈ B 3 ��"# ,!� ���#�$#) V#�% 7*, # #"#$V ��*$ !;  !&!$( '9(� ���#�$3

	# �((*-, ��#(# ��*$( �! ��# mB #)-#( ���� ��"# %!�� #,)�!*,�( 9, !&!$#)% �!�# ���� ��#(# #)-#( �$#
��# #)-#( xiy

i
j
3 1 ≤ i ≤ 3m 3 1 ≤ j ≤ s(ai)

3 	�#$# xi
 !$$#(�!,)( �! ai

�,) yi
j

 !$$#(�!,)( �! ��# j-��,#*-�%!$ !; xi
��"*,- )#-$## C% ��# "#$�* #( xi

 �,,!� ��+# �  !&!$ ;$!' B 3 !��#$	*(# ��# s(ai) > m9, !&!$#) ,#*-�%!$( yi
j

 �,,!� %#  !&!$#) 	*�� m  !&!$( ;$!'M % ��9(3 "#$�* #( xi
�$# �((*-,#) �  !&!$

;$!'M �,) "#$�* #( yi
j
�$# �((*-,#) �  !&!$ ;$!' B 8$# �&& ���� b

4 < s(ai) <
b
2
9% �!�# ���� *� *( #�(V �!

�((*-, � )*(�*, �  !&!$ �! ��# 4m+ b− s(ai−1)− i
,#*-�%!$( !; #� � pi

3 1 < i ≤ 3m
���� ��"# )#-$## #w9�&

�! !,#� $# �&& ���� m − 1 ,#*-�%!$( !; p1
%#&!,-*,- �! ��# (#� M ′ �$# �&$#�)V �((*-,#) �  !&!$ ;$!'M %

�; cpi

*( ��#  !&!$ !; "#$�#4 pi
3 	# 9(# )*(�*, �  !&!$( ;$!'M∪B ∪K\{cxi

,F ,L, cpi
} 3 	�#$# F *( ��# (#� !,��*,*,- �&&  !&!$( �&$#�)V �((*-,#) �! ��# s(ai−1) + 1 ,#*-�%!$( !; pi

�,) cxi
∈M *( ��#  !&!$ �&$#�)V

�((*-,#) �! "#$�#4 xi
%


*,�&&V3 &#� ai ∈ Aj
*; �,) !,&V *; ��# "#$�#4 xi

8	*�� ,#*-�%!$( yi
j
9 *(  !&!$#) 	*��  !&!$ j ∈ M % 0#

 &�*' ���� ;!$ �&& j 3 ∑
a∈Aj

s(a) = b % �,)##)3 #� �  !&!$ j '9(� %# �)�� #,� �! (!'#  !&!$( ;$!' B 3 �,)

�F



#� �  !&!$ ;$!' B *( �((*-,#) �! #4� �&V !,# "#$�#4 	�* � *( �)�� #,� �! �&& xi
 !&!$#) 	*�� j % �#, #3 �

 !$$# � b-��$�*�*!, #4*(�(%
��# ��#!$#' ;!&&!	( ;$!' ��# (�$!,- ��- !'�&#�#,#(( !; b-�1/������3 (*, # ��# �$�,(;!$'��*!,

 �, %# )!,# #�(*&V *, �!&V,!'*�& �*'#%

0# ��"# (�!	, ���� ��#  !,,# �#) %*��$�*�# �#$'9���*!, -$��� G �$#(#,�#) *, ��*(  ����#$3 ��((
4m + b + 1

2

) #)-#( �,) h(G) = 4m+ b+ 1 % �, ubEv *� 	�( (�!	, ���� *; G *( � -$��� 	*�� #4� �&V
(

k

2

)

#)-#(3 ��#, � �$!�#$ "#$�#4  !&!$*,- !; G 	*�� k  !&!$( *( ��*$- !'�&#�# *; �,) !,&V *; *� *( � ��$'!,*!9(
 !&!$*,-% ��9(3 *; G *( � -$��� 	*�� (

k

2

) #)-#(3 ��#, ψ(G) = k *; �,) !,&V *; h(G) = k u�Wv% :!,(#w9#,�&V3
;!$ ��# -$��� G3 	�* � *( � %*��$�*�# �#$'9���*!, -$���3 	# ��"# ���� ψ(G) = 4m + b + 1 �,)3 ��9(3
!9$ $#(9&�( �&(! �$!"# ���� ��# � �$!'��* ,9'%#$ *( ��- !'�&#�# ;!$  !,,# �#) %*��$�*�# �#$'9���*!,
-$���(% :!,(#w9#,�&V3 	#  �, (���# ��# ;!&&!	*,- ��#!$#'%
�krnlrs ���� PA\ BEJ>��=HBL\K\ �=L=>JC^ B>=IL\H J@ �[

�
�=HBL\K\ �A\C >\@K>J�K\F K= �=CC\�K\F IJBE>KJK\

B\>HYKEKJ=C ^>EBA@�

0# ��"# (�!	, ���� ��$'!,*!9(  !&!$*,- �,) ��*$- !'�&#�#  !&!$*,- �$# ��- !'�&#�# �$!%&#'( ;!$ ��#
 &�(( !; %*��$�*�# �#$'9���*!, -$���(% :!,(#w9#,�&V3 ��# �	! �$!%&#'( �$# ��- !'�&#�# ;!$ ��#  &�(( !;
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#&#'#,�( !; X  !,,# �#) �! y ;!$' �, *,�#$"�& !; X � G *( IJ�=C�\� *; *� *(  !,"#4 !, %!�� X �,) Y %
:!,(#w9#,�&V3 	#  �, (���# ��# ;!&&!	*,- $#(9&�%
�nlnqqil� ���� PA\ AE>H=CJ=Y@ �=L=>JC^ B>=IL\H ECF KA\ BEJ>��=HBL\K\ �=L=>JC^ B>=IL\H E>\ �[

��=HBL\K\ Z => IJ�=C�\� ^>EBA@�

�
� ���������
����� ������
1 -$��� G *(  �&&#) �YE@J�KA>\@A=LF3 !$ QT --$��� ;!$ (�!$�3 *; G  !,��*,( ,! *,)9 #) (9%-$��� *(!'!$��* 
�! P4

!$ C4
8 !$)&#(( ���� !$  V &# !, � "#$�* #(9% 7�$9 �9$�& �$!�#$�*#( !; ��#  &�(( !; w9�(*-��$#(�!&)

-$���( �$# �$#(#,�#) *, 7# �*!, b%b%

�
�
	 ��
�
�����
�
�
�� �
�����

�, !$)#$ �! �$!"# ��# ��- !'�&#�#,#(( !; ��# ��*$- !'�&#�#  !&!$*,- �$!%&#' ;!$  !-$���( �,) *,�#$"�&
-$���(3 
!)&�#,)#$ u��v  !,(�$9 �( �, *,(��, # !; � )*( !,,# �#) -$��� 	�* � *( (*'9&��,#!9(&V �  !-$���
�,) �, *,�#$"�& -$��� �,) '!)*3#( *� *, !$)#$ �! !%��*, �  !,,# �#) *,(��, # !; � -$��� 	�* � $#'�*,(
�  !-$��� �,) �, *,�#$"�& -$���% �,#  �, #�(*&V "#$*;V ���� ��#  !,(�$9 �#) -$���( �$# �&(! w9�(*-
��$#(�!&) -$���(% ��9(3 �*( �$!!; �&(! #(��%&*(�#( ��# ��-��$),#(( !; ��# ��*$- !'�&#�#  !&!$*,- �$!%&#'
;!$ ��#  &�(( !; w9�(*-��$#(�!&) -$���(3 �( 	#&& �( ��# ��-��$),#(( !; ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#'
;!$ )*( !,,# �#) w9�(*-��$#(�!&) -$���(% :!,(#w9#,�&V3 	# (���# ��# ;!&&!	*,- $#(9&�%
�nlnqqil� ���� PA\ BEJ>��=HBL\K\ �=L=>JC^ B>=IL\H J@ �[

�
�=HBL\K\ Z => �YE@J�KA>\@A=LF ^>EBA@� KA\ AE>�H=CJ=Y@ �=L=>JC^ B>=IL\H J@ �[

�
�=HBL\K\ Z => FJ@�=CC\�K\F �YE@J�KA>\@A=LF ^>EBA@�

��



�
� ����� ������
0# ,#4� (�!	 ���� ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' *( ��- !'�&#�# ;!$ (�&*� -$���(3 %V #4�*%*�*,- �
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C = {1, 2, . . . , n′} �,) ��# � �$!'��* ,9'%#$ ψ(G) *( ψ(G) = n′ % �,)##)3 &#� C′ ⊂ C %# ��# (#� !; ��#
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 �,,!� ���#�$3	�* � *( �  !,�$�)* �*!,% :!,(#w9#,�&V3
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��#  #,�-�$## Tc(G)3 *� *( #�(V �! (�!	 ���� ��#  &*w9# ,9'%#$ #w9�&( ��#  �$!'��* ,9'%#$ χ(G) !; ��#
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-$��� 	*�� #4� �&V

(
k

2
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-$��� G3 ���� *(3 *, O(n +m)
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!$  !,"#,*#, # �,) #�(# !; �$#(#,���*!,3 	# %*,�$*�# ��#  !-�$## Tco(G) *, (9 � � 	�V ���� #� � !;

*�( *,�#$,�& ,!)#( ��( #4� �&V �	!  �*&)$#, ua�3 DEv% �#� t %# �, *,�#$,�& ,!)# !; Tco(G) 	*��  �*&)$#,
t1, t2, . . . , tk

	�#$# k ≥ 3 % 0# $#�&� # ,!)# t %V k − 1 ,!)#( t′1, t′2, . . . , t′k−1
(9 � ���� t′1 ��(  �*&)$#,

t1 �,) t2 �,) #� � t′i (2 ≤ i < k)
��(  �*&)$#, t′i−1

�,) ti+1
% 0# (��&& $#;#$ �! ��# %*,�$*�#) "#$(*!,

!; Tco(G) �( ��# '!)*3#)  !-�$## !; G �,) 	*&& )#,!�# *� %V T (G)% ��9(3 ��# &#;� �,) $*-��  �*&) !; �,
*,�#$,�& ,!)# t !; T (G) 	*&& %# )#,!�#) %V t` �,) tr 3 $#(�# �*"#&V%

�#� t %# �, *,�#$,�& ,!)# !; T (G)% ��#, G[t] *( ��# (9%-$��� !; G *,)9 #) %V ��# (9%(#� Vt
!; ��#

"#$�#4 (#� V (G)3 	�* �  !,��*,( �&& ��# "#$�* #( !; G ���� ��"# �(  !''!, �, #(�!$ *, T (G)
��# ,!)# t %


!$ (*'�&* *�V3 	# 	*&& )#,!�# %V V`
�,) Vr

��# "#$�#4 (#�( V (G[t`]) �,) V (G[tr])
3 $#(�# �*"#&V%

�
�
� �������� ��� ��
 ��� �����
�
�#� G %# �  !-$���3 T %# � (#� !; k "#$�* #( !; V (G)3 �,) &#� PT (G) %# � '*,*'9' k-34#)-#,)�!*,� ����
 !"#$ !; G 	*�� $#(�# � �! T !; (*�# λT � ,!�# ���� ��# (*�# !; PT (G) *( ��# ,9'%#$ !; ����( *�  !,��*,(%
��# "#$�* #( !; ��# (#� T �$#  �&&#) K\>HJCEL "#$�* #(3 �,) ��# (#� T *(  �&&#) ��# K\>HJCEL @\K !; G3 	�*&#
��!(# !; V (G)−T �$#  �&&#) C=C�K\>HJCEL => Z>\\ "#$�* #(% ��9(3 ��# (#� PT (G)

 !,��*,( ��$## �V�#( !;
����(3 	�* � 	#  �&& K\>HJCEL3 @\HJ

�
K\>HJCEL3 �,) C=C�K\>HJCEL => Z>\\ ����(5

8*9 � K\>HJCEL BEKA Pt
 !,(*(�( !; �� &#�(� �	! "#$�* #( �,) %!�� *�( #,)�!*,�(3 (�V3 u �,) v 3 �$# �#$'*,�&

"#$�* #(3 ���� *(3 u, v ∈ T �

WW



8**9 � @\HJ
�
K\>HJCEL BEKA Ps

*( � ���� ��"*,- !,# #,)�!*,� *, T �,) ��# !��#$ *, V (G)−T � *; Ps
 !,(*(�(

!; !,&V !,# "#$�#4 8�$*"*�& ����93 (�V3 u 3 ��#, u ∈ T �

8***9 � C=C�K\>HJCEL => Z>\\ BEKA Pf
*( � ���� ��"*,- %!�� *�( #,)�!*,�( *, V (G) − T � *; Pf

 !,(*(�( !;
!,&V !,# "#$�#43 (�V3 u 3 ��#, u ∈ V (G) − T %

�!�# ���� �&& ��# *,�#$,�& "#$�* #( !; ��# ����( !; PT (G) �$# ;$## "#$�* #(% 2!$#!"#$3 � (#'*-�#$'*,�& ����
'�V  !,(*(� !; !,&V !,# "#$�#4 	�* � *( � �#$'*,�& "#$�#43 	�*&# � �#$'*,�& ����  !,��*,( �� &#�(� �	!
"#$�* #(% ��# (#� !; ��# ,!,-�#$'*,�& ����( *, � '*,*'9' +�: !; ��# -$��� G *( )#,!�#) %V N 3 	�*&# S
�,) T )#,!�# ��# (#�( !; ��# (#'*-�#$'*,�& �,) �#$'*,�& ����(3 $#(�# �*"#&V% ��9(3 	# ��"#

λT = |N |+ |S|+ |T | 8W%�9

$!' ��# )#3,*�*!, !; ��# k-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ �$!%&#' 8+�:93 	#  �, #�(*&V  !, &9)# ���� ��#
,9'%#$ !; ����( *, � '*,*'9' +�:  �, ,!� %# &#(( ���, ��# ,9'%#$ !; �#$'*,�& "#$�* #( )*"*)#) %V �	!%

9$��#$'!$#3 (*, # #� � (#'*-�#$'*,�& ����  !,��*,( !,# �#$'*,�& "#$�#4 �,) #� � �#$'*,�& ����  !,��*,(
�	!3 ��# ,9'%#$ !; �#$'*,�& "#$�* #( *( #w9�& �! |S|+ 2|T | % ��9(3 ��# ;!&&!	*,- �$!�!(*�*!, �!&)(5
�lnhn
mjmno ���� �\K

G I\ E �=̂ >EBA ECF L\K
T I\ E K\>HJCEL @\K =Z G � PA\C |T | = |S| + 2|T | ECF

λT ≥ d
|T |
2 e

�

:&#�$&V3 ��# (*�# !; � +�: !; �  !-$��� G3 �( 	#&& �( ��# (*�# !; � '*,*'9' +�: !; G3 *( &#(( ���, !$
#w9�& �! ��# ,9'%#$ !; "#$�* #( !; G3 ���� *(3 λT ≤ |V (G)| % �#� F (V (G)) %# ��# (#� !; ��# ;$## "#$�* #(
!; G� �#$#�;�#$3 F (V ) = F (V (G))% ��#, 	# ��"# ��# ;!&&!	*,- �$!�!(*�*!,5
�lnhn
mjmno ���� �\K

G I\ E �=̂ >EBA ECF L\K
T I\ E K\>HJCEL @\K =Z G � �Z λT J@ KA\ @JN\ =Z E HJCJHYH

?[G =Z G� KA\C λT ≤ |F (V )|+ |T |
�

�#� t %# �, *,�#$,�& ,!)# !; ��# �$## T (G)% ��#, λT (t) )#,!�#( ��# ,9'%#$ !; ����( *, � '*,*'9'
+�: !; ��# -$��� G[t] 3 �,) &#� t` �,) tr %# ��# &#;� �,) ��# $*-��  �*&) !; ,!)# t 3 $#(�# �*"#&V% 0# )#,!�#
%V T`

�,) Tr
��# �#$'*,�& "#$�* #( *, V`

�,) Vr
3 $#(�# �*"#&V3 	�#$# V` = V (G[t`]) �,) Vr = V (G[tr])

%
�#� N`

3 S`
�,) T`

%# ��# (#�( !; ��# ,!,-�#$'*,�&3 (#'*-�#$'*,�& �,) �#$'*,�& ����( *, � '*,*'9' +�:
!; G[t`]

3 $#(�# �*"#&V% 7*'*&�$&V3 &#� Nr
3 Sr

�,) Tr
%# ��# (#�( !; ��# ,!,-�#$'*,�&3 (#'*-�#$'*,�& �,)

�#$'*,�& ����( *, � '*,*'9' +�: !; G[tr]
3 $#(�# �*"#&V% �%"*!9(&V3 .w% 8W%�9 �!&)( ;!$ G[t] �( 	#&&3 	*��

t %#*,- #*��#$ �, 7-,!)# !$ � �-,!)#3 ���� *(3

λT (t) = |Nt|+ |St|+ |Tt|
8W%C9

	�#$# Nt, St
�,) Tt

�$# ��# (#�( !; ��# ,!,-�#$'*,�&3 ��# (#'*-�#$'*,�& �,) ��# �#$'*,�& ����( *, �
'*,*'9' +�: !; G[t] 3 $#(�# �*"#&V% �; t *( � �-,!)#3 ��#, � '*,*'9' +�: PT (t) !; G[t] *( PT (t) =

PT (t`) ∪ PT (tr)
3 	�#$# PT (t`) �,) PT (tr) �$# '*,*'9' +�:(  !$$#(�!,)*,- �! G[t`] �,) G[tr]

3 $#(�# -�*"#&V3 �,) λT (t) = λT (t`) + λT (tr)
% 
9$��#$'!$#3 ;!$ ��#  �(# !; � �-,!)# 	# ��"#

|Nt| = |N`|+ |Nr|

|St| = |S`|+ |Sr|

|Tt| = |T`|+ |Tr|

��9(3 	# ;! 9( !,  !'�9�*,- � '*,*'9' +�: !; ��# -$��� G[t] ;!$ ��#  �(# 	�#$# t *( �, 7-,!)#%

#;!$# )#( $*%*,- !9$ �&-!$*��'3 	# #(��%&*(� � &!	#$ %!9,) !, ��# (*�# λT (t) !; � '*,*'9' +�:

PT (t) !; � -$��� G[t] % 2!$# �$# *(#&V3 	# �$!"# ��# ;!&&!	*,- &#''�%
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*-9$# W%�5 �&&9(�$��*,- 8�9 %$#�+3 8%9  !,,# �3 8 9 %$*)-#3 8)9 *,(#$�3 �,) 8#9  !,,# �-%$*)-# !�#$��*!,(%

�rssi ���� �\K
t I\ EC JCK\>CEL C=F\ =Z T (G) ECF L\K

PT (t`)
ECF PT (tr)

I\ E HJCJHYH ?[G =Z G[t`]ECF G[tr]� >\@B\�KJ�\L�� PA\C λT (t) ≥ max{d |Tt|
2 e, λT (t`)− |F (Vr)|, λT (tr)− |F (V`)|}

�

������ :&#�$&V3 �  !$)*,- �! �$!�!(*�*!, W%� �,) (*, # G[t] *( �  !-$���3 	# ��"# λT (t) ≥ d |Tt|
2 e

% 0#
	*&& �$!"# ���� λT (t) ≥ λT (t`) − |F (Vr)|

% 1((9'# ���� λT (t) < λT (t`) − |F (Vr)|
% :!,(*)#$ $#'!"*,-

;$!' ��*( ����  !"#$ �&& ��# "#$�* #( *, Vr
% 0��� $#(9&�( *( � (#� !; ����( 	�* � *(  &#�$&V � +�: ;!$ G[t`]

%
7*, # ��# $#'!"�& !; � ;$## "#$�#4 *, F (Vr)

	*&& *, $#�(# ��# ,9'%#$ !; ����( %V �� '!(� !,#3 	# !%��*, �+�: !; G[t`]
!; (*�# �� '!(� λT (t) + |F (Vr)|

% ��# �((9'��*!, λT (t) < λT (t`)− |F (Vr)|
-9�$�,�##( ����

λT (t) + |F (Vr)| < λT (t`)
3  !,�$�)* �*,- ��# '*,*'�&*�V !; PT (t`)

% 	(*,- (*'*&�$ �$-9'#,�( 	#  �, (�!	���� λT (t) ≥ λT (tr)− |F (V`)|
% �#, #3 ��# &#''� ;!&&!	(%

0# ,#4� )#3,# ;!9$ !�#$��*!,( !, ����( !; � '*,*'9' +�: !; ��# -$���( G[t`] �,) G[tr]
3 ,�'#&V I>\E?3

�=CC\�K3 I>JF^\ �,) JC@\>K !�#$��*!,(� ��#(# !�#$��*!,( �$# *&&9(�$��#) *, 
*-% W%�%

◦ �>\E? !�#$��*!,5 �#� P = [p1, p2, . . . , pk] %# � ���� !; PT (tr)
!$ PT (t`)

!; &#,-�� k % 0# (�V ����
	# I>\E? ��# ���� P *, �	! ����(3 (�V3 P1

�,) P2
3 *; 	# )#&#�# �, �$%*�$�$V #)-# !; P 3 (�V ��# #)-#

pipi+1 (1 ≤ i < k)3 *, !$)#$ �! !%��*, �	! ����( 	�* � �$# P1 = [p1, . . . , pi] �,) P2 = [pi+1, . . . , pk] %�!�# ���� 	#  �, %$#�+ ��# ���� P *, �� '!(� k �$*"*�& ����(%

◦ G=CC\�K !�#$��*!,5 �#� P1 = [p1, . . . , p
′
1]

%# � ,!,-�#$'*,�& !$ � (#'*-�#$'*,�& ���� !; PT (t`)8$#(�% PT (tr)
9 �,) &#� P2 = [p2, . . . , p

′
2]

%# � ,!,-�#$'*,�& !$ � (#'*-�#$'*,�& ���� !; PT (tr)
8$#(�%

PT (t`)
9% 0# (�V ���� 	# �=CC\�K ��# ���� P1

	*�� ��# ���� P2
3 *; 	# �)) �, #)-# 	�* � �!*,( �	!

;$## #,)�!*,�( !; ��# �	! ����(%

WD



◦ �>JF^\ !�#$��*!,5 �#� P1 = [p1, . . . , p
′
1]

�,) P2 = [p2, . . . , p
′
2]

%# �	! ����( !; ��# (#� N` ∪ S`
8$#(�%

Nr ∪ Sr
9 �,) &#� P3 = [p3, . . . , p

′
3]

%# � ,!,-�#$'*,�& ���� !; ��# (#� Nr
8$#(�% N`

9% 0# (�V ����
	# I>JF^\ ��# �	! ����( P1

�,) P2
9(*,- ���� P3

*; 	#  !,,# � ��# ;$## #,)�!*,� !; P1
	*�� !,#

#,)�!*,� !; P3
�,) ��# ;$## #,)�!*,� !; P2

	*�� ��# !��#$ #,)�!*,� !; P3
% ��# $#(9&� *( � ����

��"*,- %!�� #,)�!*,�( *, G[t`]
8$#(�% G[tr]

9%

◦
�C@\>K !�#$��*!,5 �#� P1 = [t1, p1, . . . , p

′
1, t

′
1]

%# � �#$'*,�& ���� !; ��# (#� T`
8$#(�% Tr

9 �,) &#�
P2 = [p2, . . . , p

′
2]

%# � ,!,-�#$'*,�& ���� !; ��# (#� Nr
8$#(�% N`

9% 0# (�V ���� 	# JC@\>K ��# ����
P2

*,�! P1
3 *; 	# $#�&� # ��# 3$(� #)-# !; P1

3 ���� *(3 ��# #)-# t1p1
3 	*�� ��# ���� [t1, p2, . . . , p

′
2, p1]

%
��9(3 ��# $#(9&�*,- ���� *( P1 = [t1, p2, . . . , p

′
2, p1, . . . , p

′
1, t

′
1]
%

�!�# ���� 	#  �, $#�&� # #"#$V #)-# !; ��# �#$'*,�& ���� (! ���� 	#  �, *,(#$� �� '!(� |F ({P1})|+1,!,-�#$'*,�& ����(3 	�#$# F ({P1})
*( ��# (#� !; ��# ;$## "#$�* #( %#&!,-*,- �! ��# ���� P1

% �; ��#
�#$'*,�& ���� P1 = [t1, p1, . . . , p

`
1, p

r
1, . . . , p

′
1, t

′
1]

*(  !,(�$9 �#) %V  !,,# �*,- � (#'*-�#$'*,�& ����
!; S`

3 (�V3 P` = [t1, p1, . . . , p
`
1]
	*�� � (#'*-�#$'*,�& ���� !; Sr

3 (�V3 Pr = [pr
1, . . . , p

′
1, t

′
1]
3 ��#, *�

!%"*!9(&V ��( !,# #,)�!*,� *, G[t`] �,) ��# !��#$ *, G[tr]
% �, ��*(  �(#3 *; P2 ∈ N`

8$#(�% Nr
9

	#  �, !,&V $#�&� # ��# #)-#( !; P1
���� %#&!,- �! G[tr]

8$#(�% G[t`]
9% �, ��# !��#$ ��,)3 *; P2��( !,# #,)�!*,�3 (�V3 p2

3 *, N`
�,) ��# !��#$3 (�V3 p′2 3 *, Nr

3 	# *,(#$� P2
*,�! P1

�( ;!&&!	(5
P1 = [t1, p1, . . . , p

`
1, p

′
2, . . . , p2, p

r
1, . . . , p

′
1, t

′
1]
%

0#  �,  !'%*,# ��# :!,,# � �,) 
$*)-# !�#$��*!,( �! �#$;!$' � ,#	 !�#$��*!, !, ����( 	�* � 	#  �&&
� �=CC\�K�I>JF^\ !�#$��*!,� (9 � �, !�#$��*!, *( )#�* �#) *, 
*-% W%�8#9 �,) *( )#3,#) %#&!	%

◦ G=CC\�K��>JF^\ !�#$��*!,5 �#� P1 = [t1, p1, . . . , pk, t
′
1]

%# � �#$'*,�& ���� !; ��# (#� T`
8$#(�% Tr

9 �,)
&#� P2, P3, . . . , Ps

%# (#'*-�#$'*,�& ����( !; ��# (#� Sr
8$#(�% S`

93 	�#$# s *( !)) �,) 3 ≤ s ≤ 2k+3 %0# (�V ���� 	# �=CC\�K�I>JF^\ ��# ����( P2, P3, . . . , Ps
9(*,- "#$�* #( !; P1

3 *; 	# �#$;!$' ��#
;!&&!	*,- !�#$��*!,(5
8*9  !,,# � ��# ���� P2

	*�� ��# ���� [t1]
�

8**9 %$*)-# r = s−3
2

��*$( !; (#'*-�#$'*,�& ����( 9(*,- "#$�* #( p1, p2, . . . , pr
�

8***9  !,,# � ��# ���� [pr+1, . . . , pk, t
′
1]
	*�� ��# &�(� (#'*-�#$'*,�& ���� Ps

%
0# �!*,� !9� ���� ��# :!,,# �-
$*)-# !�#$��*!, �$!)9 #( �	! ����( ��"*,- !,# #,)�!*,� *, G[t`]

8$#(�%
G[tr]

9 �,) ��# !��#$ #,)�!*,� *, G[tr]
8$#(�% G[t`]

9 �,) s−3
2

����( ��"*,- %!�� #,)�!*,�( *, G[tr]
8$#(�%

G[t`]
9%

�
� ��
 ���������
0# ,#4� �$#(#,� �, !��*'�& �&-!$*��' ;!$ ��# +�: �$!%&#' !,  !-$���(% �9$ �&-!$*��' ��+#( �( *,�9�
�  !-$��� G �,) � (9%(#� T !; *�( "#$�* #(3 �,) 3,)( ��# ����( !; � '*,*'9' +�: !; G *, &*,#�$ �*'#�

*� 	!$+( �( ;!&&!	(5
	�#$# ��# )#( $*��*!, !; ��# (9%$!9�*,# process( ) *( �( ;!&&!	(5

B>=�\@@ 8,!)# t9
�CBYK� ,!)# t !; ��# '!)*3#)  !-�$## T (G) !; ��# *,�9� -$��� G%
MYKBYK� � '*,*'9' +�: PT (t) !; ��#  !-$��� G[t] %

WF



�q�nlmjks �moms�s ���
�oh�j� �  !-$��� G �,) � (#� !; "#$�* #( T �

��jh�j� � '*,*'9' +�: PT (G) !; ��#  !-$��� G�

�% :!,(�$9 � ��#  !-�$## Tco(G) !; G �,) '�+# *� %*,�$V� &#� T (G) %# ��# $#(9&�*,- �$##�

C% .4# 9�# ��# (9%$!9�*,# process(root)3 	�#$# root *( ��# $!!� ,!)# !; ��# �$## T (G)� ��# '*,*'9'
+�: PT (root) = PT (G) *( ��# (#� !; ����( $#�9$,#) %V ��# (9%$!9�*,#�

1&-!$*��' b5 1&-!$*��' 2*,*'9' +�: :!-$���

�% �� t *( � &#�;
���� $#�9$,8{u}93 	�#$# u *( ��# "#$�#4 �((! *��#) 	*�� ��# &#�; t �
����

{t *( �, *,�#$,�& ,!)# ���� ��( � &#;� �,) � $*-��  �*&) )#,!�#) %V t` �,) tr 3 $#(�%}
PT (t`)← process(t`)

�

PT (tr)← process(tr)
�

C% �� t *( � �-,!)#
���� $#�9$,8PT (t`) ∪ PT (tr)

9�
b% �� t *( �, 7-,!)#

���� �� |N`| ≤ |Nr|
���� (	��8PT (t`),PT (tr)

9�
�	�� 
�

|S`| ≥ |Sr| �&& kPC 1 �

�	�� ��
|S`| < |Sr|

�� |Nr|+ b
|Sr|−|S`|

2 c ≤ |F (S` ∪N`)|
����  �&& kPC 2 a �

����  �&& kPC 2 b �

0# ,#4� )#( $*%# ��# (9%$!9�*,# process( ) *, ��#  �(# 	�#$# t *( �, 7-,!)# !; T (G)% �!�# ����3 *;
|N`| ≤ |Nr|

3 	# (	�� PT (t`) �,) PT (tr) �,) ��9( 	# ��"# |N`| ≥ |Nr|
% :!,(#w9#,�&V3 	# )*(�*,-9*(� ��#

;!&&!	*,- �	!  �(#(5 8�9 |S`| ≥ |Sr|
3 �,) 8C9 |S`| < |Sr|

%
�i
r ��

|S`| ≥ |Sr|

�#� ��
r
%# ��# (#� !; ,!,-�#$'*,�& ����( !%��*,#) %V %$#�+*,- ��# (#� Sr ∪Nr

*,�! |N`| − 1 + b |S`|−|Sr|
2 c,!,-�#$'*,�& ����(� *, ��#  �(# 	�#$# |N`| − 1 + b |S`|−|Sr|

2 c ≥ F (Sr ∪ Nr)
3 ��# ����( !; ��

r
�$# �$*"*�&

8$# �&& ���� F (Sr ∪ Nr)
*( ��# (#� !; ;$## "#$�* #( %#&!,-*,- �! ��# (#� Sr ∪ Nr

9% ��# ����( !; ��
r
�$#

9(#) �! %$*)-# �� '!(� 2b |S`|−|Sr|
2 c (#'*-�#$'*,�& ����( !; S`

�,)3 *; |SNr|− b
|S`|−|Sr|

2 c > 0 3 �� '!(� |N`|,!,-�#$'*,�& ����( !; N`
% �!�# ���� |SNr| ≤ |F (Sr ∪Nr)|

% 0#  �,  !,(�$9 � ��# ����( !; � +�: 9(*,-��# ;!&&!	*,- �$! #)9$#5
�ln�r��lr ��� �

�%  !,,# � ��# |Sr| ����( !; Sr
	*�� |Sr| ����( !; S`

�

C% %$*)-# 2b |S`|−|Sr|
2 c (#'*-�#$'*,�& ����( !; S`

9(*,- b |S`|−|Sr|
2 c ����( !; ��

r
�

W�



b% %$*)-# ��# ,!,-�#$'*,�& ����( !; N`
9(*,- |N`| − 1 ,!,-�#$'*,�& ����( !; ��

r
� ��*( �$!)9 #( ,!,-

�#$'*,�& ����( 	*�� %!�� #,)�!*,�( *, G[t`]
3 9,&#(( N` ≤ |F (Sr ∪Nr)|−b

|S`|−|Sr|
2 c 	

�#$# 	# !%��*,
!,# ,!,-�#$'*,�& ���� 	*�� !,# #,)�!*,� *, G[t`] �,) ��# !��#$ *, G[tr]

�

�% *; |N`| ≤ |F (Sr∪Nr)|−b
|S`|−|Sr|

2 c *,(#$� ��# ,!,-�#$'*,�& ���� !%��*,#) *, 7�#� b *,�! !,# �#$'*,�&
���� 	�* � *( !%��*,#) *, 7�#� ��

W% *; |Tr| = |S`| = 0 �,) |F (Sr∪Nr)| ≥ |N`|
 !,(�$9 � � ,!,-�#$'*,�& ���� ��"*,- %!�� !; *�( #,)�!*,�(

*, G[tr] �,) *,(#$� *� *,�! � �#$'*,�& ���� !; T`
�

a% *; |Tr| = |Sr| = 0 �,) |F (Nr)| ≥ |N`| + b
|S`|
2 c

 !,(�$9 � � ,!,-�#$'*,�& ���� ��"*,- %!�� !; *�(
#,)�!*,�( *, G[tr] �,) 9(# *� �!  !,,# � �	! (#'*-�#$'*,�& ����( !; S`

�

D% *; |S`| − |Sr|
*( !)) �,) ��#$# *( �� &#�(� !,# ;$## "#$�#4 *, Sr ∪Nr

	�* � *( ,!� 9(#) *, 7�#�( ���3
!$ ��#$# *( � ,!,-�#$'*,�& ���� ��"*,- !,# #,)�!*,� *, G[t`] �,) ��# !��#$ *, G[tr ]

3  !,,# � !,#
,!,-�#$'*,�& ���� 	*�� !,# (#'*-�#$'*,�& ���� !; S`

�

F%  !,,# �-%$*)-# ��# $#(� !; ��# (#'*-�#$'*,�& ����( !; S`
8�� '!(� 2(|F (Tr)| + |Tr|)

9 9(*,- "#$�* #(
!; Tr

�

�% *,(#$� ,!,-�#$'*,�& ����( !%��*,#) *, 7�#� b *,�! ��# �#$'*,�& ����( !; Tr
�


�(#) !, ��# �$! #)9$# +�: �3 	#  �,  !'�9�# ��#  �$)*,�&*�V !; ��# (#�( Nt
3 St

�,) Tt
3 �,) ��9(3 (*, #

λ′T (t) = |Nt|+ |St|+ |Tt|
3 ��# ,9'%#$ !; ����( *, ��# +�:  !,(�$9 �#) %V ��# �$! #)9$# �� ,!)# t ∈ T (G)%�, ��*(  �(#3 ��# "�&9#( !; |Nt|

3 |St| �,) |Tt| �$# ��# ;!&&!	*,-5

|Nt| = max{µ− α, 0}

|St| = min{σ`, max{σ` − 2(|F (Tr)|+ |Tr|), δ(σ`)}}

|Tt| = |Sr|+ min{b |S`|−|Sr|
2 c, |F (Sr ∪Nr)|}+ |T`|+ |Tr|+

σ`−|St|
2

8W%b9

	�#$#

σ` = |S`| − |Sr| − 2 min{b
|S`| − |Sr|

2
c, |F (Sr ∪Nr)|}

µ = max{|N`| − πr , max{1− |S`|, 0}} −min{max{min{|N`| − πr, δ(|S`| − |Sr|)}, 0},

max{min{F (Sr ∪Nr)− b
|S`| − |Sr|

2
c, 1}, 0}} −

1

2
max{2(|F (Tr)|+ |Tr|)− σ`, 0}

α = min{max{min{πr − |N`|, 1}, 0}, max{|T`|, 0}}

�,)

πr = max{|F (Sr ∪Nr)| − d
|S`| − |Sr|

2
e, 0}.

�, .w% 8W%b93 σ`
*( ��# ,9'%#$ !; (#'*-�#$'*,�& ����( !; S`

���� �$# ,!�  !,,# �#) !$ %$*)-#) �� 7�#�( �
�,) C% 
9$��#$'!$#3 πr

*( ��# ,9'%#$ !; ;$## "#$�* #( *, ��# (#� Sr ∪ Nr
���� �$# ,!� 9(#) �! %$*)-#

(#'*-�#$'*,�& ����( !; S`
�� 7�#� C �,) δ *( � ;9, �*!, 	�* � *( )#3,#) �( ;!&&!	(5 δ(x) = 1 3 *; x *( !))3

�,) δ(x) = 0 !��#$	*(#% �!�# ���� �� '!(� |F (Tr)| + |Tr|
,!,-�#$'*,�& ����(  �, %# *,(#$�#) *,�! ��#

�#$'*,�& ����( !; Tr
!$ ��# �#$'*,�& ����(  �,  !,,# �-%$*)-# �� '!(� 2(|F (Tr)| + |Tr|) (#'*-�#$'*,�&

����(%

aE



�i
r ��
|S`| < |Sr|

�, ��*(  �(#3 	# ,##) |Nr| + b
|Sr|−|S`|

2 c ����( !; G[t`]
*, !$)#$ �! %$*)-# |Nr|

,!,-�#$'*,�& ����( !; Nr�,) 2b |Sr|−|S`|
2 c (#'*-�#$'*,�& ����( !; Sr

% �; |N`| < |Nr|+ b
|Sr|−|S`|

2 c 	# %$#�+ ��# ,!,-�#$'*,�& ����(
!; N`

*,�! �� '!(� |F (N`)| ����(� *, ��#  �(# 	�#$# |F (N`)| < |Nr| + b
|Sr|−|S`|

2 c 	# �&(! 9(# 8�� '!(�
|F (S`)|

9 "#$�* #( !; S`
% �#� p = min{|Nr|+ b

|Sr|−|S`|
2 c, |F (S` ∪N`)|}

% 0# )*(�*,-9*(� �	!  �(#(5
��i |Nr|+ b

|Sr|−|S`|
2 c ≤ |F (S` ∪N`)|

%
�, ��*(  �(#3 p = |Nr| + b

|Sr|−|S`|
2 c �,) ��# ,9'%#$ !; ,!,-�#$'*,�& ����( 8!$ ;$## "#$�* #(9 !; G[t`]

*(
(9� *#,� �! %$*)-# ,!,-�#$'*,�& ����( !; Nr

�,) (#'*-�#$'*,�& ����( !; Sr
%

�, )#��*&3 &#� ��
`
%# ��# (#� !; ,!,-�#$'*,�& ����( !%��*,#) %V %$#�+*,- ��# (#� S` ∪N`

*,�! p ,!,-
�#$'*,�& ����(% �; p < |N`|

��#, ��
` = N`

% ��# ����( !; ��
`
�$# 9(#) �! %$*)-# 2b |Sr|−|S`|

2 c (#'*-�#$'*,�&
����( !; Sr

�,) �&& ��# ,!,-�#$'*,�& ����( !; Nr
% �%"*!9(&V3 |SN`| ≤ |F (S`∪N`)|

% �!�# ����3 *; p < |N`|��#, ��# ,!,-�#$'*,�& ����( !; Nr
�$# 9(#) �! %$*)-# ��# ����( !; N`

% 2!$# �$# *(#&V3 	# 9(# ����( !; ��#
(#� ��

r
8*� *( ��# (#� !; ,!,-�#$'*,�& ����( ���� 	# -#� %V %$#�+*,- ��# (#� Sr ∪Nr

9 *, !$)#$ �! !%��*,
|N`|− b

|Sr|−|S`|
2 c ,!,-�#$'*,�& ����(% �; p ≥ |N`|

	# (#� ��
r = Nr

�,) 	# 9(# �� '!(� |F (S`∪N`)| ����(!%��*,#) %V S` ∪N`
*, !$)#$ �! %$*)-# ,!,-�#$'*,�& ����( !; Nr

�,) (#'*-�#$'*,�& ����( !; Sr
3 ���� *(3

	# 9(# ��# (#� ��
`
% 1( � $#(9&�3 	#  !,(�$9 � b |Sr|−|S`|

2 c
�#$'*,�& ����( ��"*,- %!�� !; ��#*$ #,)�!*,�(

*, G[tr] �,) 	# ��"# �� &#�(� !,# ,!,-�#$'*,�& ����3 *; p < |N`|
3 �,) #4� �&V !,# ,!,-�#$'*,�& ����3

!��#$	*(#% �!�# ����3 *, ��# (# !,)  �(#3 	#  �,  !,(�$9 � ��# ,!,-�#$'*,�& ���� *, (9 � � 	�V ���� !,#
#,)�!*,� *( *, ��

`
�,) ��# !��#$ *( *, Nr

% :!,(#w9#,�&V3 	#  �,  !,,# � ��# ���� �! � (#'*-�#$'*,�&
���� !; Sr

3 *, ��#  �(# 	�#$# |Sr| − |S`|
*( �, !)) ,9'%#$3 !$ 	#  �, *,(#$� *� *,�! � �#$'*,�& ���� 	�* �

*( !%��*,#) %V  !,,# �*,- |S`| ����( !; S`
	*�� |S`| ����( !; Sr

% 0#  !,(�$9 � ��# ����( !; � +�: ��
,!)# t ∈ T (G) 9(*,- ��# ;!&&!	*,- �$! #)9$#5
�ln�r��lr ��� � i

�%  !,,# � ��# |S`| ����( !; S`
	*�� |S`| ����( !; Sr

�

C% *; |T`| = |Tr| = 0 �,) p ≥ |N`|
3 9(# Nr

�! %$*)-# p − b |Sr|−|S`|
2 c + 1 ����( !; ��

`
�,) 9(# ��#

 !,(�$9 �#) ,!,-�#$'*,�& ���� ��"*,- %!�� !; *�( #,)�!*,�( *, G[t`]
�! %$*)-# �	! (#'*-�#$'*,�&

����( !; Sr
�

b% %$*)-# (#'*-�#$'*,�& ����( !; Sr
9(*,- ����( !; ��

`
�

�% *; |Tr| = 0, |T`| 6= 0 3 p ≥ |N`| �,) |F (Sr ∪ Nr)| ≥ |SN`| − b
|Sr|−|S`|

2 c
 !,(�$9 � � ,!,-�#$'*,�&

���� ��"*,- %!�� !; *�( #,)�!*,�( *, G[tr] �,) 9(# � �#$'*,�& ���� !; T`
�! *,(#$� ��#  !,(�$9 �#)

,!,-�#$'*,�& �����

W% %$*)-# ��# $#'�*,*,- ����( !; ��
`
9(*,- ��# ����( !; ��

r
% ��*( �$!)9 #( ,!,-�#$'*,�& ����( !,#

!; 	�* � ��( !,# #,)�!*,� *, G[t`] �,) ��# !��#$ *, G[tr]
�

a% *; |Sr| − |S`|
*( !))3 	#  !,,# � !,# ,!,-�#$'*,�& ���� 	*�� !,# (#'*-�#$'*,�& ���� !; Sr

�

D% *,(#$� �� '!(� |F (Tr)|+ |Tr|
,!,-�#$'*,�& ����( !%��*,#) *, 7�#� W *,�! ��# �#$'*,�& ����( !; Tr

�


�(#) !, ��# ���� !�#$��*!,( �#$;!$'#) %V �$! #)9$# +�: C �3 	#  �, (�!	 ���� ��# (#�( Nt
3 St

�,)
Tt

3 ��"# ��# ;!&&!	*,-  �$)*,�&*�*#(5

|Nt| = max{µ− α, 0}

|St| = δ(|Sr| − |S`|)

|Tt| = |S`|+ b
|Sr|−|S`|

2 c+ |T`|+ |Tr|

8W%�9

a�



	�#$#

µ = max{|N`| − F (Sr ∪Nr), 0} − b
|Sr| − |S`|

2
c − δ(|Sr| − |S`|)− |F (Tr)| − |Tr|

α = min{max{min{F (Sr ∪Nr)− |N`|, 1}, 0}, max{|T`|, 0}}

/# �&& ���� δ(x) = 1 3 *; x *( !))3 �,) δ(x) = 0 !��#$	*(#%
��p

|Nr|+ b
|Sr|−|S`|

2 c > |F (S` ∪N`)|
%

�, ��*(  �(#3 p = |F (S` ∪N`)| �,) ��# ,9'%#$ !; ,!,-�#$'*,�& ����( 8!$ ;$## "#$�* #(9 !; G[t`]
8#*��#$ *,

N`
!$ *, S`

9 *( ,!� (9� *#,� �! %$*)-# ,!,-�#$'*,�& ����( !; Nr
�,) (#'*-�#$'*,�& ����( !; Sr

%
�, )#��*&3 &#� ��

`
%# ��# (#� !; ��# �$*"*�&3 ,!,-�#$'*,�& ����(3 !%��*,#) %V %$#�+*,- ��# (#� S` ∪N`*,�! |F (S` ∪N`)|

,!,-�#$'*,�& ����(% �!�# ���� ��
` = F (S` ∪N`)

% 7*'*&�$ �! :�(# �3 	#  �,  !,(�$9 �
��# ����( !; � +�: �� ,!)# t ∈ T (G) 9(*,- ��# ;!&&!	*,- �$! #)9$#5
�ln�r��lr ��� � p

�%  !,,# � ��# |S`| ����( !; S`
	*�� |S`| ����( !; Sr

�

C% %$*)-# 2b |Sr|−|S`|
2 c (#'*-�#$'*,�& ����( !; Sr

9(*,- b |Sr|−|S`|
2 c ����( !; ��

`
�

b% %$*)-# ��# ,!,-�#$'*,�& ����( !; Nr
9(*,- ��# $#(� !; ��# ,!,-�#$'*,�& ����( !; ��

`
% ��*( �$!)9 #(

,!,-�#$'*,�& ����( (9 � ���� %!�� #,)�!*,�( %#&!,- �! G[tr]
�

�%  !,,# �-%$*)-# ��# $#(� !; ��# (#'*-�#$'*,�& ����( !; Sr
8�� '!(� 2(|F (T`)| + |T`|)

9 9(*,- "#$�* #(
!; T`

�

W% *,(#$� ,!,-�#$'*,�& ����( !%��*,#) *, 7�#� b *,�! ��# �#$'*,�& ����( !; T`
�

1;�#$  !'�9�*,- ��# ,9'%#$ !; ,!,-�#$'*,�&3 (#'*-�#$'*,�& �,) �#$'*,�& ����( �$!)9 #) %V �$! #)9$#+�: C %3 	#  !, &9)# ����5

|Nt| = max{µ, 0}

|St| = min{σr, max{σr − 2(|F (T`)|+ |T`|), δ(σr)}}

|Tt| = |S`|+ min{b |Sr|−|S`|
2 c, |F (S` ∪N`)|} + |T`|+ |Tr|+

σr−|St|
2

8W%W9

	�#$#

σr = |Sr| − |S`| − 2 min{b
|Sr| − |S`|

2
c, |F (S` ∪N`)|}

µ = |Nr| − π` −min{max{min{|F (S` ∪N`)| − b
|Sr| − |S`|

2
c, 1}, 0},

max{min{|Nr| − π`, δ(|Sr| − |S`|)}, 0}} −
1

2
max{2(|F (T`)|+ |T`|)− σr, 0}

�,)

π` = max{|F (S` ∪N`)| − d
|Sr| − |S`|

2
e, 0}.

�, .w% 8W%W93 σr
*( ��# ,9'%#$ !; (#'*-�#$'*,�& ����( !; Sr

���� �$# ,!�  !,,# �#) !$ %$*)-#) �� 7�#�( �
�,) C% 2!$#!"#$3 π`

*( ��# ,9'%#$ !; ;$## "#$�* #( ���� %#&!,- �! ��# (#� S` ∪ N`
�,) �$# ,!� 9(#) �!

%$*)-# (#'*-�#$'*,�& ����( !; Sr
8�� 7�#� C9% 1-�*,3 δ(x) = 1 3 *; x *( !))3 �,) δ(x) = 0 !��#$	*(#%

�!�# ���� �� '!(� |F (T`)|+ |T`|
,!,-�#$'*,�& ����(  �, %# *,(#$�#) *,�! ��# �#$'*,�& ����( !; T`

!$ ��#
�#$'*,�& ����(  �,  !,,# �-%$*)-# �� '!(� 2(|F (T`)|+ |T`|) (#'*-�#$'*,�& ����(%

aC



�
� ����
���
�� ��� ���
 �����
����
�#� G %# �  !-$���3 T (G) %# ��# '!)*3#)  !-�$## !; G3 �,) &#� T %# � �#$'*,�& (#� !; G% 7*, # !9$
�&-!$*��'  !'�9�#( � +�: P ′

T (t) !; G[t] !; (*�# λ′T (t) ;!$ #� � *,�#$,�& ,!)# t ∈ T (G)3 �,) ��9( ;!$
��# $!!� t = troot

!; ��# �$## T (G)3 	# ,##) �! �$!"# ���� ��#  !,(�$9 �#) +�: P ′
T (t) *( '*,*'9'%

�%"*!9(&V3 ��# (*�# λT (t) !; � '*,*'9' +�: !; ��# -$��� G[t] *( &#(( ���, !$ #w9�& �! ��# (*�# λ′T (t) !;
��# +�:  !,(�$9 �#) %V !9$ �&-!$*��'% 1  !$)*,- �! �$!�!(*�*!, W%�3 *; ��# (*�# !; ��# +�:  !,(�$9 �#)
%V !9$ �&-!$*��' *( λ′T (t) = d |Tt|

2 e
3 ��#, *� *( � '*,*'9' +�:% 1;�#$ �#$;!$'*,- (*'�&#  !'�9���*!,(

!, .w(% 8W%b9�8W%W93 	# -#� ;!9$ (�# *3 "�&9#( ;!$ ��# (*�# λ′T (t) !; ��# ����  !"#$  !,(�$9 �#) %V !9$
�&-!$*��'3 ���� *(3 %V ��# +�: �$! #)9$#( �3 C �3 �,) C %% 2!$# �$# *(#&V3 !9$ �&-!$*��' $#�9$,( � +�: !;
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� k-34#)-#,)�!*,�-(#� ����  !"#$ !; G *( � (#� !; "#$�#4-)*(�!*,� ����( P ����  !"#$( ��# "#$�* #( !; G
(9 � ���� ��# "#$�* #( !; T = T 1 ∪ T 2 ∪ . . . ∪ T k �$# �&& #,)�!*,�( !; ��# ����( *, P �,) �	! "#$�* #(
u, v ∈ T %#&!,- �! ��# (�'# ���� !; P *; %!�� u, v %#&!,- �! ��# (�'# (#� T i 3 i ∈ [1, k] % �!�# ����3 *;
T i 3 ∀i ∈ [1, k] *( #'��V3 ��# (���#) �$!%&#'  !*, *)#( 	*�� ��#  &�((* �& ����  !"#$ �$!%&#'3 	�*&# ��#
�-34#)-#,)�!*,�-(#� ����  !"#$ �$!%&#'  !*, *)#( 	*�� ��# +-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ �$!%&#' 8+�:9%
��9(3 ��# +
7�: �$!%&#' -#,#$�&*�#( ��# +�: �$!%&#' �,) �&(! ��# ��� �,) C�� �$!%&#'(3 	�* �
��"# %##, �$!"#) �! %# ��- !'�&#�# #"#, ;!$ ('�&&  &�((#( !; -$���(% 0# (�!	 ���� ��# +
7�: �$!%&#'
 �, %# (!&"#) *, &*,#�$ �*'# !, ��#  &�(( !;  !-$���(% ��# �$!�!(#) &*,#�$-�*'# �&-!$*��' *( (*'�&# �,)
$#w9*$#( &*,#�$ (�� #% 0# ,#4� )#3,# ��# +
7�: �$!%&#'%
�lnpqrs �

����� �#� G %# � -$��� �,) &#� T 1, T 2, . . . , T k %# )*(�!*,� (#�( !; "#$�* #( !; V (G)% 1
k �
��\F�\CFB=JCK�@\K BEKA �=�\> P !; ��# -$��� G 	*�� $#(�# � �! T 1, T 2, . . . , T k *( � ����  !"#$ !; G

(9 � ���� �&& "#$�* #( *, T = T 1 ∪ T 2 ∪ . . . ∪ T k �$# #,)�!*,�( !; ����( *, P �,) �	! "#$�* #( u, v ∈ T
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*-9$# a%�5 ��#  !'�&#4*�V (���9( 8��- !'�&#�#3 9,+,!	,3 �!&V,!'*�&9 !; ��# +
7�: �$!%&#' ;!$ (!'#
-$��� (9% &�((#( !;  !'��$�%*&*�V �,)  �!$)�& -$���(% A→ B *,)* ��#( ����  &�(( A  !,��*,(  &�(( B %

%#&!,- �! ��# (�'# ���� !; P *; %!�� u, v %#&!,- �! ��# (�'# (#� T i 3 i ∈ [1, k] � � HJCJHYH k �
��\F�\CFB=JCK�@\K BEKA �=�\> !; G 	*�� $#(�# � �! T 1, T 2, . . . , T k *( � k-34#)-#,)�!*,�-(#� ����  !"#$ !; G

	*�� '*,*'9'  �$)*,�&*�V� ��# k ���\F�\CFB=JCK�@\K BEKA �=�\> B>=IL\H 8+
7�:9 *( �! 3,) � '*,*'9'
k-34#)-#,)�!*,�-(#� ����  !"#$ !; ��# -$��� G%
�nojlmp�jmno� �, ��*(  ����#$3 	# (�!	 ���� ��# k-34#)-(#� ����  !"#$ �$!%&#' 8+
7�:9 ��( �
�!&V,!'*�&-�*'# (!&9�*!, *, ��#  &�(( !;  !'�&#'#,� $#)9 *%&# -$���(3 !$  !-$���( uC�v% 2!$# �$# *(#&V3
	# #(��%&*(� � &!	#$ %!9,) !, ��# (*�# !; � '*,*'9' k-34#)-(#� ����  !"#$ !; �  !-$��� G !, n "#$�* #(
�,) m #)-#(% 0# ��#, )#3,# ���� !�#$��*!,(3 �,) �$!"# (�$9 �9$�& �$!�#$�*#( ;!$ ��# ����( !; (9 �
� ����  !"#$3 	�* � #,�%&# 9( �! )#( $*%# � (*'�&# �&-!$*��' ;!$ ��# +
7�: �$!%&#'% ��# �$!�!(#)
�&-!$*��' $9,( *, �*'# &*,#�$ *, ��# (*�# !; ��# *,�9� -$��� G3 ���� *(3 *, O(n +m)

�*'#3 �,) $#w9*$#(
&*,#�$ (�� #% 
*-9$# a%� (�!	( � )*�-$�' !;  &�(( *, &9(*!,( ;!$ � ,9'%#$ !; -$���  &�((#(3 (9% &�((#(
!;  !'��$�%*&*�V �,)  �!$)�& -$���(3 �,) ��#  9$$#,�  !'�&#4*�V (���9( !; ��# +
7�: �$!%&#' !, ��#(# &�((#(� ;!$ )#3,*�*!,( !; ��#  &�((#( (�!	,3 (## u�b3 �Ev%

��# �$!�!(#) �&-!$*��' ;!$ ��# +
7�: �$!%&#'  �, �&(! %# 9(#) �! (!&"# ��# ��� �,) C�� �$!%&#'(
!,  !-$���( 	*��*, ��# (�'# �*'# �,) (�� #  !'�&#4*�V% 2!$#!"#$3 	# ��"# )#(*-,#) !9$ �&-!$*��' (!���� *� �$!)9 #( � '*,*'9' k-34#)-(#� ����  !"#$ !; �  !-$��� G ����  !,��*,( � &�$-# ,9'%#$ !; ����(
	*�� %!�� #,)�!*,�( *, T i 3 i ∈ [1, k] 8	#  �, #�(*&V 3,) � -$��� G (! ���� G �)'*�( �	! '*,*'9'
k-34#)-(#� ����  !"#$( 	*�� )*�#$#,� ,9'%#$( !; ����( ��"*,- %!�� #,)�!*,�( *, T i 3 i ∈ [1, k]9%

�
� ��
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����� ����
����

��#  !-$���( �)'*� � �$## $#�$#(#,���*!, 9,*w9# 9� �! *(!'!$��*('% 7�# *3 �&&V3 	#  �, �((! *��# 	*��
#"#$V  !-$��� G � 9,*w9# $!!�#) �$## Tco(G)

 �&&#) ��#  !-�$## 8!$3 '!)9&�$ )# !'�!(*�*!, �$## uaFv93
	�* � 	#  �,  !,(�$9 � (#w9#,�*�&&V *, &*,#�$ �*'# uCC3 C�v% ��#  !-�$## ;!$'( ��# %�(*( ;!$ ;�(� �&-!$*��'(
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;!$ �$!%&#'( (9 � �( *(!'!$��*('3  !&!$*,-3  &*w9# )#�# �*!,3  &9(�#$(3 '*,*'9' 	#*-�� )!'*,��*,- (#�(
u�b3 CCv3 �,) �&(! ;!$ ��# ����  !"#$ �$!%&#' ua�3 DEv%


!$  !,"#,*#, # �,) #�(# !; �$#(#,���*!,3 	# %*,�$*�# ��#  !-�$## Tco(G) *, (9 � � 	�V ���� #� � !;
*�( *,�#$,�& ,!)#( ��( #4� �&V �	!  �*&)$#, ua�3 DEv% 0# (��&& $#;#$ �! ��# %*,�$*�#) "#$(*!, !; Tco(G) �(
��# '!)*3#)  !-�$## !; G �,) 	*&& )#,!�# *� %V T (G)% ��9(3 ��# &#;� �,) $*-��  �*&) !; �, *,�#$,�& ,!)# t!; T (G) 	*&& %# )#,!�#) %V t` �,) tr 3 $#(�# �*"#&V% �#� t %# �, *,�#$,�& ,!)# !; T (G)% ��#, G[t] *( ��#
(9%-$��� !; G *,)9 #) %V ��# (9%(#� Vt

!; ��# "#$�#4 (#� V (G)3 	�* �  !,��*,( �&& ��# "#$�* #( !; G ����
��"# �(  !''!, �, #(�!$ *, T (G)

��# ,!)# t % 
!$ (*'�&* *�V3 	# 	*&& )#,!�# %V V`
�,) Vr

��# "#$�#4 (#�(
V (G[t`]) �,) V (G[tr])

3 $#(�# �*"#&V%
�#�G %# �  !-$���3T 1, T 2, . . . , T k %# k )*(�!*,� (#�( !; "#$�* #( !; V (G) �,) &#� PkT (G) %# � '*,*'9'

k-34#)-(#� ����  !"#$ !; G 	*�� $#(�# � �! T 1, T 2, . . . , T k !; (*�# λkT
� ,!�# ���� ��# (*�# !; PkT (G) *( ��#

,9'%#$ !; ����( *�  !,��*,(% ��# "#$�* #( !; ��# (#�( T i 3 1 ≤ i ≤ k �$#  �&&#) K\>HJCEL "#$�* #( 3 �,) ��#
(#�( T 1, T 2, . . . , T k �$#  �&&#) ��# K\>HJCEL @\K@ !; G3 	�*&# ��!(# !; V (G) − (T 1, T 2, . . . , T k) �$#  �&&#)
C=C�K\>HJCEL => Z>\\ "#$�* #(% 
9$��#$'!$#3 	# (�V ���� � "#$�#4 u *( � �#$'*,�& "#$�#4 �,) )#,!�# *� %V
u ∈ T *; *� %#&!,-( �! �,V T i 3 1 ≤ i ≤ k % ��9(3 ��# (#� PkT (G)

 !,��*,( ��$## �V�#( !; ����(3 	�* � 	#
 �&& K\>HJCEL3 @\HJ

�
K\>HJCEL3 �,) C=C�K\>HJCEL => Z>\\ ����(5

8*9 � K\>HJCEL BEKA Pt
 !,(*(�( !; �� &#�(� �	! "#$�* #( �,) %!�� *�( #,)�!*,�(3 (�V3 u �,) v 3 �$# �#$'*,�&

"#$�* #( %#&!,-*,- �! ��# (�'# (#�3 ���� *(3 u ∈ T i �,) v ∈ T i 3 i ∈ [1, k] �

8**9 � @\HJ
�
K\>HJCEL BEKA Ps

*( � ���� ��"*,- !,# #,)�!*,� *, T i 3 1 ≤ i ≤ k �,) ��# !��#$ *, V (G) −

(T 1 ∪ . . . ∪ T k)� *; Ps
 !,(*(�( !; !,&V !,# "#$�#4 8�$*"*�& ����93 (�V3 u 3 ��#, u ∈ T i 3 1 ≤ i ≤ k �

8***9 � C=C�K\>HJCEL => Z>\\ BEKA Pf
*( � ���� ��"*,- %!�� *�( #,)�!*,�( *, V (G) − (T 1 ∪ . . . ∪ T k)� *;

Pf
 !,(*(�( !; !,&V !,# "#$�#43 (�V3 u 3 ��#, u ∈ V (G)− (T 1 ∪ . . . ∪ T k)%

��# (#� !; ��# ,!,-�#$'*,�& ����( *, � '*,*'9' +
7�: !; ��# -$��� G *( )#,!�#) %V N 3 	�*&# S �,)
T )#,!�# ��# (#�( !; ��# (#'*-�#$'*,�& �,) �#$'*,�& ����(3 $#(�# �*"#&V% 
9$��#$'!$#3 	# )#,!�# %V Si8$#(�% Ti

9 � (#� !; (#'*-�#$'*,�& 8$#(�% �#$'*,�&9 ����( ��"*,- � �#$'*,�& #,)�!*,� 8$#(�% %!�� #,)�!*,�(9
���� %#&!,-( �! ��# �#$'*,�& (#� T i % ��# ;!&&!	*,- #w9��*!, �!&)(%

λkT = |N |+ |S|+ |T | 8a%�9

$!' ��# )#3,*�*!, !; ��# k-34#)-(#� ����  !"#$ �$!%&#' 8+
7�:93 	#  �, #�(*&V  !, &9)# ���� ��#
,9'%#$ !; ����( *, � '*,*'9' +
7�:  �,,!� %# &#(( ���, ��# ,9'%#$ !; ��# �#$'*,�& "#$�* #( )*"*)#)
%V �	!% 
9$��#$'!$#3 (*, # #� � (#'*-�#$'*,�& ����  !,��*,( !,# �#$'*,�& "#$�#4 �,) #� � �#$'*,�&
����  !,��*,( �	!3 ��# ,9'%#$ !; �#$'*,�& "#$�* #( *( #w9�& �! |S| + 2|T | % ��9(3 	# ��"# ��# ;!&&!	*,-
�$!�!(*�*!,3 	�* � �&(! �!&)( ;!$ -#,#$�& -$���(5
�lnhn
mjmno _��� �\K G I\ E �=̂ >EBA ECF L\K

T 1, . . . , T k I\ FJ@�=JCK @YI@\K@ =Z V (G)
� PA\C λkT ≥

Σk
i=1d

|T i|
2 e

�

:&#�$&V3 ��# (*�# !; � +
7�: !; �  !-$��� G3 �( 	#&& �( ��# (*�# !; � '*,*'9' +
7�: !; G3 *( &#((���, !$ #w9�& �! ��# ,9'%#$ !; "#$�* #( !; G3 ���� *(3 λkT ≤ |V (G)| % �#� F (V (G)) %# ��# (#� !; ��# ;$##
"#$�* #( !; G� �#$#�;�#$3 F (V ) = F (V (G))% 
9$��#$'!$#3 &#� P %# � (#� !; ����( �,) &#� VP )#,!�# ��#
(#� !; "#$�* #( %#&!,-*,- �! ��# ����( !; ��# (#� P � �#$#�;�#$3 F (P) = F (VP )% ��#,3 *; T 1, . . . , T k �$#
)*(�!*,� (9%(#�( !; V (G)3 	# ��"# λkT ≤ |F (V )|+ |T 1|+ . . .+ |T k| %

�#� t %# �, *,�#$,�& ,!)# !; ��# �$## T (G)3 ���� *(3 t *( #*��#$ �, 7-,!)# !$ � �-,!)# uaFv% ��#, λkT (t))#,!�#( ��# ,9'%#$ !; ����( *, � '*,*'9' +
7�: !; ��# -$��� G[t] 	*�� $#(�# � �! T 1
t , . . . , T

k
t
3 	�#$#

T i
t
3 1 ≤ i ≤ k �$# ��# �#$'*,�& "#$�* #( !; T i !; ��# -$��� G[t] % �#� t` �,) tr %# ��# &#;� �,) ��# $*-��  �*&)
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!; ,!)# t 3 $#(�# �*"#&V% 0# )#,!�# %V T i
`

�,) T i
r

��# �#$'*,�& "#$�* #( !; T i *, V`
�,) Vr

3 $#(�# �*"#&V3
	�#$# V` = V (G[t`]) �,) Vr = V (G[tr])

% 
9$��#$'!$#3 	# )#,!�# %V T`
�,) Tr

��# (#�  !,��*,*,- ��#
�#$'*,�& "#$�* #( %#&!,-*,- *, �,V T i *, V`

�,) Vr
3 $#(�# �*"#&V% �#� N`

3 S`
�,) T`

%# ��# (#�( !; ��#
,!,-�#$'*,�&3 (#'*-�#$'*,�& �,) �#$'*,�& ����( *, � '*,*'9' +
7�: !; G[t`]

3 $#(�# �*"#&V% 7*'*&�$&V3 &#�
Nr

3 Sr
�,) Tr

%# ��# (#�( !; ��# ,!,-�#$'*,�&3 (#'*-�#$'*,�& �,) �#$'*,�& ����( *, � '*,*'9' +
7�: !;
G[tr]

3 $#(�# �*"#&V% :&#�$&V3Si
`
�,) T i

`
8$#(�% Si

r
�,) T i

r
9 )#,!�# ��# (#�( !; ��# (#'*-�#$'*,�& �,) �#$'*,�&

����( *, � '*,*'9' +
7�: !; G[t`]
8$#(�% G[tr]

9 	*�� �#$'*,�& "#$�* #( %#&!,-*,- �! T i 3 $#(�# �*"#&V%�%"*!9(&V3 .w% 8a%�9 �!&)( ;!$ G[t] �( 	#&&3 	*�� t %#*,- #*��#$ �, 7-,!)# !$ � �-,!)#3 ���� *(3

λkT (t) = |Nt|+ |St|+ |Tt|
8a%C9

	�#$# Nt, St
�,) Tt

�$# ��# (#�( !; ��# ,!,-�#$'*,�&3 ��# (#'*-�#$'*,�& �,) ��# �#$'*,�& ����(3 $#(�# -
�*"#&V3 *, � '*,*'9' +
7�: !; G[t] 3 ���� *( *, PkT (t)% �; t *( � �-,!)#3 ��#, PkT (t) = PkT (t`)∪PkT (tr)

3
	�#$# PkT (t`) �,) PkT (tr) �$# '*,*'9' +
7�:(  !$$#(�!,)*,- �! G[t`] �,) G[tr]

3 $#(�# �*"#&V3 �,)
λkT (t) = λkT (t`) + λkT (tr)

% 
9$��#$'!$#3 *, ��#  �(# 	�#$# t *( � �-,!)#3 	# ��"#

|Nt| = |N`|+ |Nr|

|St| = |S`|+ |Sr|

|Tt| = |T`|+ |Tr|

��9(3 	# ;! 9( !,  !'�9�*,- � '*,*'9' +
7�: !; ��# -$��� G[t] ;!$ ��#  �(# 	�#$# t *( �, 7-,!)#% 0#
,#4� )#3,# ;!9$ !�#$��*!,( !, ����( !; � '*,*'9' +
7�: !; ��# -$���( G[t`] �,) G[tr]

3 ,�'#&V I>\E?3
�=CC\�K3 I>JF^\ �,) JC@\>K !�#$��*!,(� ��#(# !�#$��*!,( �$# *&&9(�$��#) *, 
*-% a%C%

◦ �>\E? !�#$��*!,5 �#� P = [p1, p2, . . . , ps]
%# � ���� !; PkT (tr)

!$ PkT (t`)
!; &#,-�� s % 0# (�V ����

	# I>\E? ��# ���� P *, �	! ����(3 (�V3 P1
�,) P2

3 *; 	# )#&#�# �, �$%*�$�$V #)-# !; P 3 (�V ��# #)-#
pipi+1 (1 ≤ i < s)3 *, !$)#$ �! !%��*, �	! ����( 	�* � �$# P1 = [p1, . . . , pi] �,) P2 = [pi+1, . . . , ps]

%
�!�# ���� 	#  �, %$#�+ ��# ���� P *, �� '!(� s �$*"*�& ����(%

◦ G=CC\�K !�#$��*!,5 �#� P1
%# � ,!,-�#$'*,�& !$ � (#'*-�#$'*,�& ���� !; PkT (t`)

8$#(�% PkT (tr)
9

�,) &#� P2
%# � ,!,-�#$'*,�& !$ � (#'*-�#$'*,�& ���� !; PkT (tr)

8$#(�% PkT (t`)
9% 0# (�V ���� 	#

�=CC\�K ��# ���� P1
	*�� ��# ���� P2

3 *; 	# �)) �, #)-# 	�* � �!*,( �	! ;$## #,)�!*,�( !; ��# �	!
����(% �!�# ���� *; P1 ∈ S`

8$#(�% P1 ∈ Sr
9 	*�� � �#$'*,�& #,)�!*,� %#&!,-*,- �! T i ��#,3 *; P2*( �&(! � (#'*-�#$'*,�& ����3 P2 ∈ Sr

8$#(�% P2 ∈ S`
9 	*�� � �#$'*,�& #,)�!*,� %#&!,-*,- �! T j 3

i 6= j %

◦ �>JF^\ !�#$��*!,5 �#� P1
�,) P2

%# �	! ����( !; ��# (#� N` ∪ S1
` ∪ S

2
`

8$#(�% Nr ∪ S1
r ∪ S

2
r
9 �,) &#�

P3
%# � ,!,-�#$'*,�& ���� !; ��# (#� Nr

8$#(�% N`
9% 0# (�V ���� 	# I>JF^\ ��# �	! ����( P1

�,)
P2

9(*,- ���� P3
*; 	#  !,,# � � ;$## #,)�!*,� !; P1

	*�� !,# #,)�!*,� !; P3
�,) � ;$## #,)�!*,� !;

P2
	*�� ��# !��#$ #,)�!*,� !; P3

% ��# $#(9&� *( � ���� ��"*,- %!�� #,)�!*,�( *, G[t`]
8$#(�% G[tr]
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*( ��# (#� !;
��# ;$## *,�#$,�& "#$�* #( %#&!,-*,- �! ��# ���� P1
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 ���������
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�  !-$��� G �,) k )*(�!*,� (9%(#�( T 1, . . . , T k !; *�( "#$�* #(3 	�#$# |T i| ≤ 2 3 ∀i ∈ [1, k] 3 �,) 3,)( ��#
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7�: PkT (G) !; ��#  !-$��� G�
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3 *� ;!&&!	( ���� λ2T (t`) − |F (Vr)| >

max{|T 1
t |, |T

2
t |}

%
�!	 &#� s1 ≥ s2 � #w9*"�&#,�&V3

|S1
` | − |S

2
r | ≥ |S

2
` | − |S

1
r | ⇔ |T

1
t | ≥ |T

2
t |.


V �$!�!(*�*!, D%� �,) .w% 8D%D9 	# !%��*, |N`|+ |S
1
` |+ |S

2
` |+ |T`|− |F (Vr)| > |Tr|+max{s1, s2}+ |S1

` |+

|S2
` |+ |T`| = |T 1

t | − |S
1
r |+ |S

2
` |+ max{s1, s2} = |T 1

t |+ s2 + s1 > |T 1
t | = max{|T 1

t |, |T
2

t |}.
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7*'*&�$&V3 	#  �, (�!	 ���� λ′2T (t) = λ2T (t`)− |F (Vr)| > max{|T 1
t |, |T

2
t |}

;!$ ��#  �(#( 	�#$# s1 < 0
�,) s2 < 0 3 s1 ≥ 0 �,) s2 < 0 3 �,) s1 < 0 �,) s2 ≥ 0 %
8**9 0# ,#4� (�!	 ���� λ′2T (t) = λT (t`) − |F (Vr)| > λ2T (tr) − |F (V`)|

% :!,(*)#$ ��#  �(# 	�#$# s1 ≥ 0
�,) s2 ≥ 0 % 
$!' .w% 8D%D9 �,) (*, #

|Nr| ≤ |N`| ≤ |F (N`)| ⇔ |Nr| ≤ |F (V`)| ⇔ |Nr| − |F (V`)| ≤ 0,

	# !%��*, |Nr|+ |S1
r |+ |S

2
r |+ |Tr|− |F (V`)| < |Nr|+ |S1

r |+ |S
2
r |− |F (V`)|+ |N`|−max{s1, s2}− |F (Vr)| <

|S1
r |+ |S

2
r |+ |N`| −max{s1, s2} − |F (Vr)| < |S2

` |+ |S
1
` |+ |N`| − |F (Vr)| ≤ λT (t`)− |F (Vr)|.

7*'*&�$&V3 	#  �, (�!	 ���� λ′2T (t) = λT (t`)− |F (Vr)| > λ2T (tr)− |F (V`)|
;!$ ��#  �(#( 	�#$# s1 < 0

�,) s2 < 0 3 s1 ≥ 0 �,) s2 < 0 3 �,) s1 < 0 �,) s2 ≥ 0 %

7*'*&�$&V 	#  �, (�!	 ���� *; ��# (9%$!9�*,# �$! #((8t9 $#�9$,( � C��: !; G[t] !; (*�# λ′2T (t) =

λ2T (tr) − |F (V`)|
8 �(# C%%93 ��#, λ′2T (t) > max{max{|T 1

t |, |T
2

t |}, λ2T (t`) − |F (Vr)|}
% ��9(3 	#  �,

�$!"# ��# ;!&&!	*,- $#(9&�%
�rssi `��� �\K t I\ EC �

�C=F\ =Z T (G) ECF L\K
P2T (t`)

ECF P2T (tr)
I\ E HJCJHYH �P[G =Z G[t`]

ECF
G[tr]� >\@B\�KJ�\L�� PA\ @YI>=YKJC\ B>=�\@@OKT >\KY>C@ E �P[G P2T (t) =Z G[t] =Z @JN\

λ′2T (t) =






max{|T 1
t |, |T

2
t |}+ 1

JZ
|N`| = |Vr |

ECF
|S1

` | = |S
2
` | = |T

1
r | = |T

2
r | = 0,

max{max{|T 1
t |, |T

2
t |}, λ2T (t`)− |F (Vr)|,

λ2T (tr)− |F (V`)|}
=KA\>�J@\�

�%"*!9(&V3 � '*,*'9' C��: !; ��# -$��� G[t] *( !; (*�# λ2T (t) ≤ λ′2T (t)% �, ��# !��#$ ��,)3 	# ��"#
�$!"#) � &!	#$ %!9,) ;!$ ��# (*�# λ2T (t) !; � '*,*'9' C��: !; ��# -$��� G[t] 8(## �#''� D%�93 ,�'#&V3
λ2T (t) ≥ max{max{|T 1

t |, |T
2

t |}, λ2T (t`) − |F (Vr)|, λ2T (tr) − |F (V`)|}
% �� ;!&&!	( ���� λ′2T (t) = λ2T (t)3

�,)3 ��9(3 	#  �, (���# ��# ;!&&!	*,- $#(9&�%
�rssi `�_� �YI>=YKJC\ B>=�\@@OtT >\KY>C@ E HJCJHYH �P[GP2T (t) =Z KA\ ^>EBA G[t]� Z => \�\>� JCK\>CEL
�
�C=F\ t ∈ T (G)

�

7*, # ��# �%!"# $#(9&� �!&)( ;!$ #"#$V 7-,!)# t !; ��# '!)*3#)  !-�$## T (G)3 *� �&(! �!&)( 	�#, t *(
��# $!!� !; T (G) �,) T 1

t = T 1 �,) T 2
t = T 2 % ��9(3 ��# ;!&&!	*,- ��#!$#' �!&)(5

�krnlrs `��� �\K G I\ E �=̂ >EBA ECF L\K
T 1 ECF T 2 I\ K�= FJ@�=JCK @YI@\K@ =Z V (G)

� �\K
t I\ KA\

>==K =Z KA\ H=FJ�\F �=�K>\\ T (G)� ECF L\K
P2T (t`)

ECF P2T (tr)
I\ E HJCJHYH �P[G =Z G[t`]

ECF G[tr]�>\@B\�KJ�\L�� �L^=>JKAH �JCJHYH �P[G �=>>\�KL� �=HBYK\@ E HJCJHYH �P[G =Z G = G[t]
�JKA >\@B\�K

K= T 1 = T 1
t

ECF T 2 = T 2
t

=Z @JN\ λ2T = λ2T (t)� �A\>\

λ2T (t) =






λ2T (tr) + λ2T (t`)
JZ
t
J@ E [

�C=F\�
max{|T 1

t |, |T
2

t |}+ 1
JZ
t
J@ EC �

�C=F\ ECF
|N`| = |Vr|

ECF
|S1

` | = |S
2
` | = |T

1
r | = |T

2
r | = 0,

max{max{|T 1
t |, |T

2
t |}, λ2T (t`)− |F (Vr)|,

λ2T (tr)− |F (V`)|}
=KA\>�J@\�
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�#� G %# �  !-$��� !, n "#$�* #( �,) m #)-#(3 T 1 �,) T 2 %# �	! �#$'*,�& (#�(3 �,) &#� t %# �, 7-,!)# !;
��# '!)*3#)  !-�$## T (G)% 
$!' ��# )#( $*��*!, !; ��# �&-!$*��' 	#  �, #�(*&V  !, &9)# ���� � '*,*'9'
C��: P2T (t) !; G[t]

 �, %#  !,(�$9 �#) *, O(E(G[t]))
�*'#3 (*, # 	# 9(# �� '!(� |V (G[t`])| · |V (G[tr])|#)-#( �!  !,,# � ��# ����( !; ��# '*,*'9' C��:( !; ��# -$���( G[t`] �,) G[tr]

� *, ��#  �(# 	�#$# t*( � �-,!)# � '*,*'9' C��: *(  !,(�$9 �#) *, O(1)
�*'#% ��9(3 ��# �*'# ,##)#) %V ��# (9%$!9�*,#

�$! #((8t9 �!  !'�9�# � '*,*'9' C��: *, ��#  �(# 	�#$# t *( ��# $!!� !; ��# �$## T (G) *( O(n +m)�

'!$#!"#$3 ��$!9-� ��# #4# 9�*!, !; ��# (9%$!9�*,# ,! �))*�*!,�& (�� # *( ,##)#)% ��#  !,(�$9 �*!, !;
��#  !-�$## Tco(G) !; G ,##)( O(n + m)

�*'# �,) *� $#w9*$#( O(n) (�� # uCC3 C�v% 
9$��#$'!$#3 ��#
%*,�$*���*!, �$! #(( !; ��#  !-�$##3 ���� *(3 ��#  !,(�$9 �*!, !; ��# '!)*3#)  !-�$## T (G)3 ��+#( O(n)�*'#% �#, #3 	#  �, (���# ��# ;!&&!	*,- $#(9&�%
�krnlrs `��� �\K G I\ E �=̂ >EBA =C n �\>KJ�\@ ECFm \F^\@ ECF L\K

T 1 ECF T 2 I\ K�= FJ@�=JCK @YI@\K@
=Z V (G)

� � HJCJHYH �
�
K\>HJCEL�@\K BEKA �=�\> P2T

=Z G �EC I\ �=HBYK\F JC O(n+m)
KJH\ ECF @BE�\�

�
� ���������� �
�����
�, ��*(  ����#$3 	# *,�$!)9 # ��# C-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$ �$!%&#' 8C��:9 �,) �$!�!(# � �!&V,!'*�&-
�*'# (!&9�*!, !, ��#  &�(( !;  !-$���(% �9$ �&-!$*��' �$!)9 #( � '*,*'9' C-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$ !; �
 !-$��� G ����  !,��*,( ��# &�$-#(� ,9'%#$ !; �#$'*,�& ����(% �� *( 	!$�� *,"#(�*-��*,- ��# #4*(�#, # !; �
&*,#�$-�*'# �&-!$*��' ;!$ 3,)*,- � '*,*'9' C-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$ !,  !-$���( ����  !,��*,( � &�$-#
,9'%#$ !; (#'*-�#$'*,�& ����(� 	# �!(# *� �( �, !�#, �$!%&#'% �� 	!9&) �&(! %# *,�#$#(�*,- �! (## *; ��#
C-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$ �$!%&#'  �, %# �!&V,!'*�&&V (!&"#) !, !��#$  &�((#( !; -$���(� �, *,�#$#(�*,-
,#4� (�#� 	!9&) %# �!  !,(*)#$ ��#  &�(( !; *,�#$"�& -$���(% ��*( �$!'*(#( �! %# �, *,�#$#(�*,- �$#� ;!$
;9$��#$ $#(#�$ � (*, # ��#  !'�&#4*�V (���9( !; (*'�&#$ �$!%&#'(3 (9 � �( ��� �,) C��3 *( 9,+,!	, ;!$
*,�#$"�& -$���(%
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F%C ��#!$#�* �& 
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F%b ��# 1&-!$*��'
F%� :!$$# �,#(( �,) �*'# :!'�&#4*�V
F%W :!, &9)*,- /#'�$+(

�
	 ������������
1,!��#$ ����  !"#$ $#&��#) �$!%&#' ���� ��( $# #*"#) *, $#�(#) ���#,�*!, *, $# #,� V#�$( *( *, ��#  !,�#4�
!;  !''9,* ��*!, ,#�	!$+(% ��# !,&V #� *#,� 	�V �! �$�,('*� �*-� "!&9'#  !''9,* ��*!,3 (9 � �( *,
'9&�*'#)*� ���&* ��*!,(3 *( ��$!9-� )*(�!*,� ����( ���� �$# )#)* ��#) �! ��*$( !; �$! #((!$(% �! #� *#,�&V
9�*&*�# ��# ,#�	!$+ !,# ,##)( � (*'�&# �&-!$*��' ����3	*�� '*,*'9' !"#$�#�)3  !,(�$9 �( � &�$-# ,9'%#$
!; #)-#-)*(�!*,� ����( %#�	##, ��*$( !; �	! -*"#, (#�( !; $#w9#(�(% 2!�*"��#) %V ��*( *((9#3 	# (���#
� "�$*�,� !; ��# ����  !"#$ �$!%&#'3 ,�'#&V3 ��# k-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$ �$!%&#' 8+�7�:93 	�* �
-#,#$�&*�#( %!�� ��� �,) C�� �$!%&#'(%
�lnpqrs ������ �#� G %# � -$��� �,) &#� T 1, T 2, . . . , T k %# )*(�!*,� (#�( !; "#$�* #( !; V (G)% 1
k �

K\>HJCEL�@\K BEKA �=�\> !; ��# -$��� G 	*�� $#(�# � �! T 1, T 2, . . . , T k *( � ����  !"#$ !; G (9 � ����
�&& "#$�* #( *, T 1 ∪ T 2 ∪ . . . ∪ T k �$# #,)�!*,�( !; ����( *, ��# ����  !"#$ �,) �&& ��# ����( 	*�� %!��
#,)�!*,�( *, T 1 ∪ T 2 ∪ . . . ∪ T k ��"# !,# #,)�!*,� *, T i �,) ��# !��#$ *, T j 3 i 6= j �,) i, j ∈ [1, k] �

� HJCJHYH k �
K\>HJCEL�@\K BEKA �=�\> !; G 	*�� $#(�# � �! T 1, T 2, . . . , T k *( � k-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$

!; G 	*�� '*,*'9'  �$)*,�&*�V� ��# k �K\>HJCEL�@\K BEKA �=�\> B>=IL\H 8+�7�:9 *( �! 3,) � '*,*'9'
k-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$ !; ��# -$��� G%

�!�# ����3 *; T i 3∀i ∈ [1, k] *( #'��V3 ��# (���#) �$!%&#'  !*, *)#(	*�� ��#  &�((* �& ����  !"#$ �$!%&#'3
	�*&# *; |T i| = 1 3 ∀i ∈ [1, k]

��# �$!%&#'  !*, *)#( 	*�� ��# +-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ �$!%&#'% �, ��*( ����#$3 	# *,�$!)9 # � (�# *�&  �(# !; ��# +8C9�7�: �$!%&#'3 ,�'#&V3 ��# k(2)-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$
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�$!%&#' 8+8C9�7�:9% 7*, # ��#  !'�&#4*�V (���9( !; ��# +8C9�7�: �$!%&#' !, ��#  &�(( !;  !-$���( *(
9,+,!	,3 	# �$!�!(# � �!&V,!'*�&-�*'# (!&9�*!, ;!$ ��# +8C9�7�: �$!%&#' !,  !-$���(% 0# ,#4� (���#
��# +8C9�7�: �$!%&#'%
�lnpqrs �f�t����� �#� G %# � -$��� �,) &#� T 1, T 2, . . . , T k %# )*(�!*,� (#�( !; "#$�* #( !; V (G)#� �  !,��*,*,- �� '!(� �	! "#$�* #(% 1 k(2)�

K\>HJCEL�@\K BEKA �=�\> !; ��# -$��� G 	*�� $#(�# � �!
T 1, T 2, . . . , T k *( � ����  !"#$ !; G (9 � ���� �&& "#$�* #( *, T 1 ∪ T 2 ∪ . . . ∪ T k �$# #,)�!*,�( !; ����(
*, ��# ����  !"#$ �,) �&& ��# ����( 	*�� %!�� #,)�!*,�( *, T 1 ∪ T 2 ∪ . . . ∪ T k ��"# !,# #,)�!*,� *, T i

�,) ��# !��#$ *, T j 3 i 6= j �,) i, j ∈ [1, k] � � HJCJHYH k(2)�
K\>HJCEL�@\K BEKA �=�\> !; G 	*�� $#(�# �

�! T 1, T 2, . . . , T k *( � k(2)-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$ !; G 	*�� '*,*'9'  �$)*,�&*�V� ��# k(2)�
K\>HJCEL�@\KBEKA �=�\> B>=IL\H 8+8C9�7�:9 *( �! 3,) � '*,*'9' k(2)-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$ !; ��# -$��� G%

�nojlmp�jmno� 0# (�!	 ���� ��# k(2)-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$ �$!%&#' 8+8C9�7�:9 ��( � �!&V,!'*�&-
�*'# (!&9�*!, *, ��#  &�(( !;  !'�&#'#,� $#)9 *%&# -$���(3 !$  !-$���( uC�v% 2!$# �$# *(#&V3 	# #(��%&*(�
� &!	#$ %!9,) !, ��# (*�# !; � '*,*'9' k(2)-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$ !; �  !-$��� G !, n "#$�* #( �,) m#)-#(% 0# ��#, )#3,# ���� !�#$��*!,(3 �,) �$!"# (�$9 �9$�& �$!�#$�*#( ;!$ ��# ����( !; (9 � � ����  !"#$3
	�* � #,�%&# 9( �! )#( $*%# � (*'�&# �&-!$*��' ;!$ ��# +8C9�7�: �$!%&#'% ��# �$!�!(#) �&-!$*��' $9,(
*, �*'# &*,#�$ *, ��# (*�# !; ��# *,�9� -$��� G3 ���� *(3 *, O(n+m)

�*'#3 �,) $#w9*$#( &*,#�$ (�� #%
��# �$!�!(#) �&-!$*��' ;!$ ��# +8C9�7�: �$!%&#'  �, �&(! %# 9(#) �! (!&"# ��# ��� �,) C��

�$!%&#'( !,  !-$���( 	*��*, ��# (�'# �*'# �,) (�� #  !'�&#4*�V% 2!$#!"#$3 	# ��"# )#(*-,#) !9$
�&-!$*��' (! ���� *� �$!)9 #( � '*,*'9' k(2)-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$ !; �  !-$��� G ����  !,��*,( �
&�$-# ,9'%#$ !; ����( 	*�� !,# #,)�!*,� *, T i 3 i ∈ [1, k] �,) ��# !��#$ *, T j 3 j ∈ [1, k] �,) i 6= j 8	#
 �, #�(*&V 3,) � -$��� G (! ���� G �)'*�( �	! '*,*'9' k(2)-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$( 	*�� )*�#$#,�
,9'%#$( !; ����( ��"*,- !,# #,)�!*,� *, T i �,) ��# !��#$ *, T j 3 i 6= j9%

�
� ��
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����� ����
����
0# %*,�$*�# ��#  !-�$## Tco(G) !; �  !-$��� G *, (9 � � 	�V ���� #� � !; *�( *,�#$,�& ,!)#( ��( #4� �&V
�	!  �*&)$#, ua�3 DEv% 0# (��&& $#;#$ �! ��# %*,�$*�#) "#$(*!, !; Tco(G) �( ��# '!)*3#)  !-�$## !; G �,)
	*&& )#,!�# *� %V T (G)% ��9(3 ��# &#;� �,) $*-��  �*&) !; �, *,�#$,�& ,!)# t !; T (G) 	*&& %# )#,!�#) %V
t` �,) tr 3 $#(�# �*"#&V% �#� t %# �, *,�#$,�& ,!)# !; T (G)% ��#, G[t] *( ��# (9%-$��� !; G *,)9 #) %V
��# (9%(#� Vt

!; ��# "#$�#4 (#� V (G)3 	�* �  !,��*,( �&& ��# "#$�* #( !; G ���� ��"# �(  !''!, �, #(�!$
*, T (G)

��# ,!)# t % 
!$ (*'�&* *�V3 	# 	*&& )#,!�# %V V`
�,) Vr

��# "#$�#4 (#�( V (G[t`]) �,) V (G[tr])
3

$#(�# �*"#&V%
�#� G %# �  !-$���3 T 1, T 2, . . . , T k %# )*(�!*,� (#�( !; "#$�* #( !; V (G) (9 � ���� #� � !,#  !,��*,(

�� '!(� !,# "#$�#43 �,) &#� PkT (G) %# � '*,*'9' k(2)-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$ !; G 	*�� $#(�# � �!
T 1, T 2, . . . , T k !; (*�# λkT

� ,!�# ���� ��# (*�# !; PkT (G) *( ��# ,9'%#$ !; ����( *�  !,��*,(% ��# "#$�* #(
!; ��# (#�( T i 3 1 ≤ i ≤ k �$#  �&&#) K\>HJCEL "#$�* #(3 �,) ��# (#�( T 1, T 2, . . . , T k �$#  �&&#) ��# K\>HJCEL
@\K@ !; G3 	�*&# ��!(# !; V (G)− (T 1, T 2, . . . , T k) �$#  �&&#) C=C�K\>HJCEL => Z>\\ "#$�* #(% 
9$��#$'!$#3
	# (�V ���� � "#$�#4 u *( � �#$'*,�& "#$�#4 �,) )#,!�# *� %V u ∈ T *; *� %#&!,-( �! �,V T i 3 1 ≤ i ≤ k % ��9(3��# (#� PkT (G)

 !,��*,( ��$## �V�#( !; ����(3 	�* � 	#  �&& K\>HJCEL3 @\HJ
�
K\>HJCEL3 �,) C=C�K\>HJCEL

=> Z>\\ ����(5
8*9 � K\>HJCEL BEKA Pt

 !,(*(�( !; �� &#�(� �	! "#$�* #( �,) %!�� *�( #,)�!*,�(3 (�V3 u �,) v 3 �$# �#$'*,�&
"#$�* #( %#&!,-*,- �! )*�#$#,� (#�(3 ���� *(3 u ∈ T i �,) v ∈ T j 3 i 6= j �

8**9 � @\HJ
�
K\>HJCEL BEKA Ps

*( � ���� ��"*,- !,# #,)�!*,� *, T i 3 1 ≤ i ≤ k �,) ��# !��#$ *, V (G) −

(T 1 ∪ . . . ∪ T k)� *; Ps
 !,(*(�( !; !,&V !,# "#$�#4 8�$*"*�& ����93 (�V3 u 3 ��#, u ∈ T i 3 1 ≤ i ≤ k �

�C



8***9 � C=C�K\>HJCEL => Z>\\ BEKA Pf
*( � ���� ��"*,- %!�� *�( #,)�!*,�( *, V (G)− (T 1 ∪ . . .∪ T k)� *; Pf !,(*(�( !; !,&V !,# "#$�#43 (�V3 u 3 ��#, u ∈ V (G)− (T 1 ∪ . . . ∪ T k)%

��# (#� !; ��# ,!,-�#$'*,�& ����( *, � '*,*'9' +8C9�7�: !; ��# -$��� G *( )#,!�#) %V N 3 	�*&# S �,)
T )#,!�# ��# (#�( !; ��# (#'*-�#$'*,�& �,) �#$'*,�& ����(3 $#(�# �*"#&V% 
9$��#$'!$#3 	# )#,!�# %V Si� (#� !; (#'*-�#$'*,�& ����( ��"*,- � �#$'*,�& #,)�!*,� %#&!,-*,- �! ��# �#$'*,�& (#� T i % ��# ;!&&!	*,-
#w9��*!, �!&)(%

λkT = |N |+ |S|+ |T | 8F%�9

$!' ��# )#3,*�*!, !; ��# k(2)-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$ �$!%&#' 8+8C9�7�:93 	#  �, #�(*&V  !, &9)#
���� ��# ,9'%#$ !; ����( *, � '*,*'9' +8C9�7�:  �,,!� %# &#(( ���, ��# ,9'%#$ !; ��# �#$'*,�&
"#$�* #( )*"*)#) %V �	!% 
9$��#$'!$#3 (*, # #� � (#'*-�#$'*,�& ����  !,��*,( !,# �#$'*,�& "#$�#4 �,)
#� � �#$'*,�& ����  !,��*,( �	!3 ��# ,9'%#$ !; �#$'*,�& "#$�* #( *( #w9�& �! |S| + 2|T | % ��9(3 	# ��"#
��# ;!&&!	*,- �$!�!(*�*!,3 	�* � �&(! �!&)( ;!$ -#,#$�& -$���(5
�lnhn
mjmno ���� �\K

G I\ E �=̂ >EBA ECF L\K
T 1, . . . , T k I\ FJ@�=JCK @YI@\K@ =Z V (G)

� PA\C λkT ≥

d |T
1∪...∪T k|

2 e
�

:&#�$&V3 ��# (*�# !; � +8C9�7�: !; �  !-$��� G3 �( 	#&& �( ��# (*�# !; � '*,*'9' +8C9�7�: !; G3 *(
&#(( ���, !$ #w9�& �! ��# ,9'%#$ !; "#$�* #( !; G3 ���� *(3 λkT ≤ |V (G)| % �#� F (V (G)) %# ��# (#� !; ��#
;$## "#$�* #( !; G� �#$#�;�#$3 F (V ) = F (V (G))% 
9$��#$'!$#3 &#� P %# � (#� !; ����( �,) &#� VP )#,!�#
��# (#� !; "#$�* #( %#&!,-*,- �! ��# ����( !; ��# (#� P � �#$#�;�#$3 F (P) = F (VP)% ��#,3 *; T 1, . . . , T k �$#
)*(�!*,� (9%(#�( !; V (G)3 	# ��"# λkT ≤ |F (V )|+ |T 1|+ . . .+ |T k| %

�#� t %# �, *,�#$,�& ,!)# !; ��# �$## T (G)3 ���� *(3 t *( #*��#$ �, 7-,!)# !$ � �-,!)# uaFv% ��#, λkT (t))#,!�#( ��# ,9'%#$ !; ����( *, � '*,*'9' +8C9�7�: !; ��# -$��� G[t] 	*�� $#(�# � �! T 1
t , . . . , T

k
t
3

	�#$# T i
t
3 1 ≤ i ≤ k �$# ��# �#$'*,�& "#$�* #( !; T i !; ��# -$��� G[t] % �#� t` �,) tr

%# ��# &#;� �,)
��# $*-��  �*&) !; ,!)# t 3 $#(�# �*"#&V% 0# )#,!�# %V T i

`
�,) T i

r

��# �#$'*,�& "#$�* #( !; T i *, V`
�,)

Vr
3 $#(�# �*"#&V3 	�#$# V` = V (G[t`]) �,) Vr = V (G[tr ])

% 
9$��#$'!$#3 	# )#,!�# %V T`
�,) Tr

��#
(#�  !,��*,*,- ��# �#$'*,�& "#$�* #( %#&!,-*,- *, �,V T i *, V`

�,) Vr
3 $#(�# �*"#&V% �#� N`

3 S`
�,) T`%# ��# (#�( !; ��# ,!,-�#$'*,�&3 (#'*-�#$'*,�& �,) �#$'*,�& ����( *, � '*,*'9' +8C9�7�: !; G[t`]

3
$#(�# �*"#&V% 7*'*&�$&V3 &#� Nr

3 Sr
�,) Tr

%# ��# (#�( !; ��# ,!,-�#$'*,�&3 (#'*-�#$'*,�& �,) �#$'*,�&
����( *, � '*,*'9' +8C9�7�: !; G[tr]

3 $#(�# �*"#&V% �%"*!9(&V3 .w% 8F%�9 �!&)( ;!$ G[t] �( 	#&&3 	*�� t%#*,- #*��#$ �, 7-,!)# !$ � �-,!)#3 ���� *(3

λkT (t) = |Nt|+ |St|+ |Tt|
8F%C9

	�#$#Nt, St
�,) Tt

�$# ��# (#�( !; ��# ,!,-�#$'*,�&3 ��# (#'*-�#$'*,�& �,) ��# �#$'*,�& ����(3 $#(�# �*"#-
&V3 *, � '*,*'9' +8C9�7�: !; G[t] 3 ���� *( *, PkT (t)% �; t *( � �-,!)#3 ��#, PkT (t) = PkT (t`)∪PkT (tr)

3
	�#$# PkT (t`) �,) PkT (tr) �$# '*,*'9' +8C9�7�:(  !$$#(�!,)*,- �! G[t`] �,) G[tr ]

3 $#(�# �*"#&V3 �,)
λkT (t) = λkT (t`) + λkT (tr)

% 
9$��#$'!$#3 *, ��#  �(# 	�#$# t *( � �-,!)#3 	# ��"#

|Nt| = |N`|+ |Nr|

|St| = |S`|+ |Sr|

|Tt| = |T`|+ |Tr|

��9(3 	# ;! 9( !,  !'�9�*,- � '*,*'9' +8C9�7�: !; ��# -$��� G[t] ;!$ ��#  �(# 	�#$# t *( �, 7-,!)#%

#;!$# )#( $*%*,- !9$ �&-!$*��'3 	# #(��%&*(� � &!	#$ %!9,) !, ��# (*�# λkT (t) !; � '*,*'9' +8C9�7�:
PkT (t) !; � -$��� G[t] % 2!$# �$# *(#&V3 	# �$!"# ��# ;!&&!	*,- &#''�%

�b



�rssi ���� �\K
t I\ EC JCK\>CEL C=F\ =Z T (G) ECF L\K

PkT (t`)
ECFPkT (tr)

I\ E HJCJHYH ?O�T P�[G =Z
G[t`]

ECFG[tr]� >\@B\�KJ�\L�� PA\C λkT (t) ≥ max{d |T
1∪...∪T k|

2 e+c, λkT (t`)−|F (Vr)|, λkT (tr)−|F (V`)|}�
�A\>\ c J@ F\�C\F E@ Z=LL=�@�

c =






1
JZ
|S`| = 1 ECF |Sr| = 1 ECF |T`| = |Tr| = 1 ECF k = 1,

1
JZ
|T`| = |S`| = 2 ECF |Tr| = 0 O>\@B � |T`| = 0 ECF |Tr| = |Sr| = 2

T ECF k = 1,

1
JZ
|S`| = |Si

`| = 2 ECF |Tr| = 0 ECF F (Vr) < 2 ECF |T`| > 0 O>\@B � |Sr| = |Si
r| = 2 ECF

|T`| = 0 ECF F (V`) < 2 ECF |Tr| > 0
T

1
JZ
|S`| = 0 ECF |Tr | = 0 ECF |N`| = |Vr|

O>\@B � |Sr| = 0 ECF |T`| = 0 ECF |Nr| = |V`|
T

0 =KA\>�J@\�

������ :&#�$&V3 �  !$)*,- �! �$!�!(*�*!, C%� �,) (*, # G[t] *( �  !-$���3 	# ��"# λkT (t) ≥ d |T
1∪...∪T k|

2 e %79��!(# ���� |S`| = 1 �,) |Sr| = 1 �,) ��# �	! (#'*-�#$'*,�& ����( ��"# �#$'*,�& #,)�!*,�( %#&!,-*,-
�! ��# (�'# �#$'*,�& (#� �,) |T`| = |Tr| = 1 % ��#$#  �,,!� #4*(� � '*,*'9' +8C9�7�: !; G[t] !; (*�#
d |T

1∪...∪T k|
2 e = 1 3 (*, # ��# �	! �#$'*,�& "#$�* #(  �,,!� %#&!,- �! ��# (�'# ����% 79��!(# ,!	 ����

|T`| = |S`| = 2 �,) |Tr| = 0 �,) k = 1 % 1-�*,3 ��#$#  �,,!� #4*(� � '*,*'9' +8C9�7�: !; G[t] !; (*�#
d |T

1∪...∪T k|
2 e = 1 3 (*, # ��# �	! �#$'*,�& "#$�* #(  �,,!� %#&!,- �! ��# (�'# ����% ��# (�'# �!&)( 	�#,

|T`| = 0 �,) |Tr| = |Sr| = 2 �,) k = 1 % �!	 &#� |S`| = 2 �,) |Tr| = 0 �,) F (Vr) < 2 �,) |T`| > 0 �,)
��# �	! (#'*-�#$'*,�& ����( ��"# �#$'*,�& #,)�!*,�( %#&!,-*,- �! ��# (�'# �#$'*,�& (#�% :&#�$&V3 (*, #
��# �	! (#'*-�#$'*,�& ����( ��"# �#$'*,�& #,)�!*,�( %#&!,-*,- �! ��# (�'# �#$'*,�& (#�3 ��# (*�# !; �
'*,*'9' +8C9�7�: !; G[t]

 �,,!� %# &#(( ���, d |T 1∪...∪T k|
2 e + 1 % ��# (�'# �!&)( 	�#, |T`| = 0 �,)

|Sr| = 2 �,) F (V`) < 2 �,) |Tr| > 0 �,) ��# �	! (#'*-�#$'*,�& ����( ��"# �#$'*,�& #,)�!*,�( %#&!,-*,-
�! ��# (�'# �#$'*,�& (#�% 
*,�&&V3 *� *( #�(V �! (## ���� ��#$#  �,,!� #4*(� � '*,*'9' +8C9�7�: !; (*�# &#((
���, d |T 1∪...∪T k|

2 e+ 1 	
�#, |S`| = 0 8$#(�% |Sr| = 09 �,) |Tr| = 0 8$#(�% |T`| = 09 �,) |N`| = |Vr|

8$#(�%
|Nr| = |V`|

9% �,)##)3 	# 	*&& (�!	 ���� λkT (t) ≥ d |T
1∪...∪T k|

2 e + 1 ⇔ λkT (t) > d |T
1∪...∪T k|

2 e % ��9(3 	#
!,&V ,##) �! �$!"# ���� λkT (t) 6= d |T

1∪...∪T k|
2 e % �!�# ���� %V ��# �((9'��*!, 	# ��"# d |T 1∪...∪T k|

2 e = |T`|
%

0# �((9'# ���� λkT (t) = d |T
1∪...∪T k|

2 e 3 �,)3 ��9(3 λkT (t) = |T`|
% ��#$# #4*(�( �� &#�(� !,# ,!,-�#$'*,�&

���� *, G[t`]
� ;!$ !��#$	*(# |N`| = 0 3 �,) ��9( Vr = ∅ 3 �  !,�$�)* �*!,% 0# *-,!$# ��# �#$'*,�& ����(

;$!' ��# '*,*'9' +8C9�7�: !; G[t`] �,) ���&V ��# �&-!$*��' )#( $*%#) *, ua�v �! G[t] % ��# $#(9&�*,-
'*,*'9' +8C9�7�:  !,��*,( !,&V !,# 8,!,-�#$'*,�&9 ���� 	�* � #*��#$ ��( %!�� #,)�!*,�( *, G[t`]

!$
*� ��( !,# #,)�!*,� *, G[t`] �,) ��# !��#$ *, G[tr]

% ��*( ,!,-�#$'*,�& ����  �, ,!� %# *,(#$�#) *,�!
� �#$'*,�& ���� !; G[t`]

%# �9(# *� )!#( ,!� ��"# %!�� #,)�!*,�( *, G[tr]
% ��9(3 λkT (t) = |T`| + 1 3 � !,�$�)* �*!,%

0# 	*&& �$!"# ���� λkT (t) ≥ λkT (t`) − |F (Vr)|
% 1((9'# ���� λkT (t) < λkT (t`) − |F (Vr)|

% :!,(*)#$
$#'!"*,- ;$!' ��*( ����  !"#$ �&& ��# "#$�* #( *, Vr

% 0��� $#(9&�( *( � (#� !; ����( 	�* � *(  &#�$&V
� +8C9�7�: ;!$ G[t`]

% 7*, # ��# $#'!"�& !; � ;$## "#$�#4 *, F (Vr)
	*&& *, $#�(# ��# ,9'%#$ !; ����(

%V �� '!(� !,#3 	# !%��*, � +8C9�7�: !; G[t`]
!; (*�# �� '!(� λkT (t) + |F (Vr)|

% ��# �((9'��*!,
λkT (t) < λkT (t`) − |F (Vr)|

-9�$�,�##( ���� λkT (t) + |F (Vr)| < λkT (t`)
3  !,�$�)* �*,- ��# '*,*'�&*�V

!; PkT (t`)
% 	(*,- (*'*&�$ �$-9'#,�( 	#  �, (�!	 ���� λkT (t) ≥ λkT (tr) − |F (V`)|

% �#, #3 ��# &#''�
;!&&!	(%
0# ,#4� )#3,# ;!9$ !�#$��*!,( !, ����( !; � '*,*'9' +8C9�7�: !; ��# -$���( G[t`] �,) G[tr]

3 ,�'#&V
I>\E?3 �=CC\�K3 I>JF^\ �,) JC@\>K !�#$��*!,(� ��#(# !�#$��*!,( �$# *&&9(�$��#) *, 
*-% F%�%

◦ �>\E? !�#$��*!,5 �#� P = [p1, p2, . . . , ps]
%# � ���� !; PkT (tr)

!$ PkT (t`)
!; &#,-�� s % 0# (�V ����

	# I>\E? ��# ���� P *, �	! ����(3 (�V3 P1
�,) P2

3 *; 	# )#&#�# �, �$%*�$�$V #)-# !; P 3 (�V ��# #)-#

��



P

v1 v1

P1v2 v2

v3

⇒
v3

P2v4 v4


��

P1

v1 w1

P2
v2 w2

v3

v4


��

P1

v1 w1
P3

v2 w2

u1
P2

u2


��

P1

v1 w1

P2v2 w2

v3 w3

P3v4 w4

v5


��

P1

w1

P2w2

v1 w3

P3v2 w4

v3 w5

P4v4 w6

v5 w7

P5w8


��


*-9$# F%�5 �&&9(�$��*,- 8�9 %$#�+3 8%9  !,,# �3 8 9 %$*)-#3 8)9 *,(#$�3 �,) 8#9  !,,# �-%$*)-# !�#$��*!,(�
��# "#$�* #( )#,!�#) %V %&� +- *$ &#( 8$#(�% -$#V- *$ &#(9 %#&!,- �! T i 8$#(�% T j 93 	�*&# ��# "#$�* #(
)#,!�#) %V %&� +-(w9�$#( %#&!,- �! T p 3 i 6= j 6= p %

pipi+1 (1 ≤ i < s)3 *, !$)#$ �! !%��*, �	! ����( 	�* � �$# P1 = [p1, . . . , pi] �,) P2 = [pi+1, . . . , ps]
%

�!�# ���� 	#  �, %$#�+ ��# ���� P *, �� '!(� s �$*"*�& ����(%

◦ G=CC\�K !�#$��*!,5 �#� P1
%# � ,!,-�#$'*,�& !$ � (#'*-�#$'*,�& ���� !; PkT (t`)

8$#(�% PkT (tr)
9

�,) &#� P2
%# � ,!,-�#$'*,�& !$ � (#'*-�#$'*,�& ���� !; PkT (tr)

8$#(�% PkT (t`)
9% 0# (�V ���� 	#

�=CC\�K ��# ���� P1
	*�� ��# ���� P2

3 *; 	# �)) �, #)-# 	�* � �!*,( �	! ;$## #,)�!*,�( !; ��# �	!
����(% �!�# ���� *; P1 ∈ S`

8$#(�% P1 ∈ Sr
9 	*�� � �#$'*,�& #,)�!*,� %#&!,-*,- �! T i ��#,3 *; P2*( �&(! � (#'*-�#$'*,�& ����3 P2 ∈ Sr

8$#(�% P2 ∈ S`
9 	*�� � �#$'*,�& #,)�!*,� %#&!,-*,- �! T j 3

i 6= j %

◦ �>JF^\ !�#$��*!,5 �#� P1
�,) P2

%# �	! ����( !; ��# (#� N` ∪ S1
` ∪ S

2
`

8$#(�% Nr ∪ S1
r ∪ S

2
r
9 �,) &#�

P3
%# � ,!,-�#$'*,�& ���� !; ��# (#� Nr

8$#(�% N`
9% 0# (�V ���� 	# I>JF^\ ��# �	! ����( P1

�,)
P2

9(*,- ���� P3
*; 	#  !,,# � � ;$## #,)�!*,� !; P1

	*�� !,# #,)�!*,� !; P3
�,) � ;$## #,)�!*,� !;

P2
	*�� ��# !��#$ #,)�!*,� !; P3

% ��# $#(9&� *( � ���� ��"*,- %!�� #,)�!*,�( *, G[t`]
8$#(�% G[tr]

9%
�!�# ���� *; P1 ∈ S`

8$#(�% P1 ∈ Sr
9 	*�� � �#$'*,�& #,)�!*,� %#&!,-*,- �! T i ��#,3 *; P2

*( �&(! �
(#'*-�#$'*,�& ����3 P2 ∈ S`

8$#(�% P2 ∈ Sr
9 	*�� � �#$'*,�& #,)�!*,� %#&!,-*,- �! T j 3 i 6= j %

◦
�C@\>K !�#$��*!,5 �#� P1 = [t1, p1, . . . , p

′
1, t

′
1]

%# � ���� *, PkT (t`)
8$#(�% PkT (tr)

9 �,) &#� P2 =

[p2, . . . , p
′
2]

%# � ,!,-�#$'*,�& ���� !; ��# (#� Nr
8$#(�% N`

9% 0# (�V ���� 	# JC@\>K ��# ���� P2*,�! P1
3 *; 	# $#�&� # ��# 3$(� #)-# !; P1

3 ���� *(3 ��# #)-# t1p1
3 	*�� ��# ���� [t1, p2, . . . , p

′
2, p1]

%
��9(3 ��# $#(9&�*,- ���� *( P1 = [t1, p2, . . . , p

′
2, p1, . . . , p

′
1, t

′
1]
% �!�# ���� 	#  �, $#�&� # #"#$V #)-#

!; P1
(! ���� 	#  �, *,(#$� �� '!(� |F ′({P1})|+ 1 ,!,-�#$'*,�& ����(3 	�#$# F ′({P1})

*( ��# (#� !;
��# ;$## *,�#$,�& "#$�* #( %#&!,-*,- �! ��# ���� P1
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1∪...∪T k|

2 e+ c, λkT (t`)− |F (Vr)|, λkT (tr)− |F (V`)|}
3

	�#$# c *( )#3,#) �( ;!&&!	(5

c =






1 *; |S`| = 1 �,) |Sr| = 1 �,) |T`| = |Tr| = 1 �,) k = 1,

1 *; |T`| = |S`| = 2 �,) |Tr| = 0 8$#(�% |T`| = 0 �,) |Tr| = |Sr| = 29 �,) k = 1,

1 *; |S`| = |Si
`| = 2 �,) |Tr | = 0 �,) F (Vr) < 2 �,) |T`| > 0 8$#(�% |Sr| = |Si

r| = 2 �,)
|T`| = 0 �,) F (V`) < 2 �,) |Tr| > 09

1 *; |S`| = 0 �,) |Tr| = 0 �,) |N`| = |Vr|
8$#(�% |Sr| = 0 �,) |T`| = 0 �,) |Nr| = |V`|

9
0 !��#$	*(#%

1  !$)*,- �! �#''� F%� ��# (*�# λkT (t) !; � '*,*'9' +8C9�7�: !; ��# -$��� G[t] *( -$#��#$ ���, !$
#w9�& �! ��# (*�# λ′kT (t) !; ��# +8C9�7�:  !,(�$9 �#) %V !9$ �&-!$*��'% ��9(3 ��# (*�# !; � '*,*'9'
+8C9�7�: !; ��# -$��� G[t] *( #w9�& �! λ′kT (t) �,)3  !,(#w9#,�&V3 ��# +8C9�7�:  !,(�$9 �#) %V !9$
�&-!$*��' *( � '*,*'9' +8C9�7�: !; G[t] % ��9(3 	#  �, (���# ��# ;!&&!	*,- $#(9&�%
�rssi ���� �YI>=YKJC\ B>=�\@@OtT >\KY>C@ E HJCJHYH ?O�T P�[G PkT (t) =Z KA\ ^>EBA G[t]� Z => \�\>�
JCK\>CEL ��C=F\ t ∈ T (G)

�

7*, # ��# �%!"# $#(9&� �!&)( ;!$ #"#$V 7-,!)# t !; ��# '!)*3#)  !-�$## T (G)3 *� �&(! �!&)( 	�#, t *(
��# $!!� !; T (G) �,) T i

t = T i 3 i ∈ [1, k] % ��9(3 ��# ;!&&!	*,- ��#!$#' �!&)(5
�krnlrs ���� �\K

G I\ E �=̂ >EBA ECF L\K
T i � i ∈ [1, k] I\ k FJ@�=JCK @YI@\K@ =Z V (G)

@Y�A KAEK |T i| ≤ 2
�

�\K
t I\ KA\ >==K =Z KA\ H=FJ�\F �=�K>\\ T (G)� ECF L\K

PkT (t`)
ECF PkT (tr)

I\ E HJCJHYH ?O�T P�[G =Z
G[t`]

ECF G[tr]� >\@B\�KJ�\L�� �L^=>JKAH �JCJHYH ?O�T P�[G �=>>\�KL� �=HBYK\@ E HJCJHYH ?O�T P�[G
=Z G = G[t]

�JKA >\@B\�K K= T i = T i
t
� i ∈ [1, k]� =Z @JN\ λkT = λkT (t)� �A\>\

λkT (t) =






λkT (tr) + λkT (t`)
JZ
t
J@ E [

�C=F\�

max{d |T
1∪...∪T k|

2 e+ c, λkT (t`)− |F (Vr)|, λkT (tr)− |F (V`)|}
JZ
t
J@ EC �

�C=F\
ECF c J@ F\�C\F E@ Z=LL=�@�

c =






1
JZ
|S`| = 1 ECF |Sr| = 1 ECF |T`| = |Tr| = 1 ECF k = 1,

1
JZ
|T`| = |S`| = 2 ECF |Tr| = 0 O>\@B � |T`| = 0 ECF |Tr| = |Sr| = 2

T ECF k = 1,

1
JZ
|S`| = |S

i
`| = 2 ECF |Tr| = 0 ECF F (Vr) < 2 ECF |T`| > 0 O>\@B � |Sr| = |S

i
r| = 2 ECF

|T`| = 0 ECF F (V`) < 2 ECF |Tr| > 0
T

1
JZ
|S`| = 0 ECF |Tr | = 0 ECF |N`| = |Vr|

O>\@B � |Sr| = 0 ECF |T`| = 0 ECF |Nr| = |V`|
T

0 =KA\>�J@\�

�#� G %# �  !-$��� !, n "#$�* #( �,) m #)-#(3 T i 3 i ∈ [1, k] %# k �#$'*,�& (#�(3 �,) &#� t %# �, 7-,!)# !;
��# '!)*3#)  !-�$## T (G)% 
$!' ��# )#( $*��*!, !; ��# �&-!$*��' 	#  �, #�(*&V  !, &9)# ���� � '*,*'9'
+8C9�7�:PkT (t) !;G[t]

 �, %#  !,(�$9 �#) *,O(E(G[t]))
�*'#3 (*, # 	# 9(# �� '!(� |V (G[t`])|·|V (G[tr])|#)-#( �!  !,,# � ��# ����( !; ��# '*,*'9' +8C9�7�:( !; ��# -$���( G[t`] �,) G[tr]

� *, ��#  �(# 	�#$# t*( � �-,!)# � '*,*'9' +8C9�7�: *(  !,(�$9 �#) *, O(1)
�*'#% ��9(3 ��# �*'# ,##)#) %V ��# (9%$!9�*,#

�$! #((8t9 �!  !'�9�# � '*,*'9' +8C9�7�: *, ��#  �(# 	�#$# t *( ��# $!!� !; ��# �$## T (G) *( O(n+m)�

'!$#!"#$3 ��$!9-� ��# #4# 9�*!, !; ��# (9%$!9�*,# ,! �))*�*!,�& (�� # *( ,##)#)% ��#  !,(�$9 �*!, !;
��#  !-�$## Tco(G) !; G ,##)( O(n + m)

�*'# �,) *� $#w9*$#( O(n) (�� # uCC3 C�v% 
9$��#$'!$#3 ��#
%*,�$*���*!, �$! #(( !; ��#  !-�$##3 ���� *(3 ��#  !,(�$9 �*!, !; ��# '!)*3#)  !-�$## T (G)3 ��+#( O(n)�*'#% �#, #3 	#  �, (���# ��# ;!&&!	*,- $#(9&�%

�EE



�krnlrs ���� �\K
G I\ E �=̂ >EBA =C n �\>KJ�\@ ECFm \F^\@ ECF L\K

T i � i ∈ [1, k]� I\ k FJ@�=JCK @YI@\K@ =Z
V (G)

@Y�A KAEK |T i| ≤ 2� ∀i ∈ [1, k]
� � HJCJHYH k(2)�

K\>HJCEL�@\K BEKA �=�\> PkT
=Z G �EC I\ �=HBYK\F

JC O(n+m)
KJH\ ECF @BE�\�

�
� ���������� �
�����
�, ��*(  ����#$3 	# *,�$!)9 # ��# k(2)-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$ �$!%&#' 8+8C9�7�:9 �,) �$!�!(# �
�!&V,!'*�&-�*'# (!&9�*!, !, ��#  &�(( !;  !-$���(% �9$ �&-!$*��' �$!)9 #( � '*,*'9' k(2)-�#$'*,�&-(#�
����  !"#$ !; �  !-$��� G ����  !,��*,( ��# &�$-#(� ,9'%#$ !; �#$'*,�& ����(% ��#  !'�&#4*�V (���9( !;
��# +�7�: �$!%&#' !,  !-$���( *( 9,+,!	,3 	# �!(# *� �( �, !�#, �$!%&#'% �� 	!9&) %# *,�#$#(�*,- �!
(## *; ��# k(2)-�#$'*,�&-(#� ����  !"#$ �$!%&#'  �, %# �!&V,!'*�&&V (!&"#) !, !��#$  &�((#( !; -$���(� �,
*,�#$#(�*,- ,#4� (�#� 	!9&) %# �!  !,(*)#$ ��#  &�(( !; *,�#$"�& -$���(% ��*( �$!'*(#( �! %# �, *,�#$#(�*,-
�$#� ;!$ ;9$��#$ $#(#�$ � (*, # ��#  !'�&#4*�V (���9( !; (*'�&#$ �$!%&#'(3 (9 � �( ��# C�� �$!%&#'3 *(
9,+,!	, ;!$ *,�#$"�& -$���(%

�E�
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�%� �,�$!)9 �*!,
�%C ��#!$#�* �& 
$�'#	!$+
�%b ��# 1&-!$*��'
�%� :!$$# �,#(( �,) �*'# :!'�&#4*�V
�%W :!, &9)*,- /#'�$+(

�
	 ������������
��# ����  !"#$ �$!%&#' *( +,!	, �! %# ��- !'�&#�# #"#, 	�#, ��# *,�9� *( $#(�$* �#) �! (#"#$�& *,�#$-
#(�*,- (�# *�&  &�((#( !; -$���(� ;!$ #4�'�&#3 *� *( ��- !'�&#�# !, �&�,�$ -$���( ubDv3 %*��$�*�# -$���(
u�Ev3  �!$)�& -$���( u�Ev3  �!$)�& %*��$�*�# -$���( ua�v �,) (�$!,-&V  �!$)�& -$���( ua�v% 
#$�!((* �,)

!,9  #&&* u�v �$!"#) ���� ��# ��'*&�!,*�, :*$ 9*� �$!%&#' *( ��- !'�&#�# !, (#"#$�& *,�#$#(�*,-  &�((#(
!; *,�#$(# �*!, -$���(%

7#"#$�& "�$*�,�( !; ��# �� �$!%&#' �$# �&(! !; -$#�� *,�#$#(�3 �'!,- 	�* � *( ��# �$!%&#' !; )# *)*,-
	�#��#$ � -$��� �)'*�( � ��'*&�!,*�, ���� %#�	##, �	! �!*,�( 8C��9% /# �&& ���� ��# C�� �$!%&#'
*( ��# (�'# �( ��# �� �$!%&#' #4 #�� ���� *, C�� �	! "#$�* #( !; ��# *,�9� -$��� G �$# (�# *3#)3 (�V3
u �,) v 3 �,) 	# �$# �(+#) 	�#��#$ G  !,��*,( � ��'*&�!,*�, ���� %#-*,,*,- 	*�� u �,) #,)*,- 	*��
v % 7*'*&�$&V3 ��# ��� �$!%&#' *( �! )#�#$'*,# 	�#��#$ � -$��� G �)'*�( � ��'*&�!,*�, ���� (��$�*,-
;$!' � (�# *3 "#$�#4 u !; G3 �,) �! 3,) !,# *; (9 � � ���� )!#( #4*(�% 
!�� ��� �,) C�� �$!%&#'(
�$# �&(! ��- !'�&#�# *, -#,#$�& -$���( ubav% 7!'# ����  !"#$ $#&��#) �$!%&#'( ���� ��"# $# #*"#) %!��
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*-9$# �%�5 ��#  !'�&#4*�V (���9( 8��- !'�&#�#3 9,+,!	,3 �!&V,!'*�&9 !; ��# +�: �$!%&#' ;!$ (!'#
-$��� (9% &�((#( !;  !'��$�%*&*�V �,)  �!$)�& -$���(% A→ B *,)* ��#( ����  &�(( A  !,��*,(  &�(( B %

��#!$#�* �& �,) �$� �* �& ���#,�*!, �$# *, ��#  !,�#,� !;  !''9,* ��*!, �,)�!$ �$�,(�!(*�*!, ,#�	!$+(
uF�v 8(## 7# �*!, W%�9%

2!�*"��#) %V ��# �%!"# *((9#( 	# (���# � "�$*�,� !; ��# ����  !"#$ �$!%&#'3 	�* � *( �&(! )#( $*%#)
*, 7# �*!, W%�3 ,�'#&V3 ��# k-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ �$!%&#' 8+�:93 	�* � -#,#$�&*�#( %!�� ��� �,)
C��3 �,) �&(! �$!%&#' 1 )#( $*%#) *, 7# �*!, W%�%
8�$!%&#' +�:9 �#� G %# � -$��� �,) &#� T %# � (#� !; k "#$�* #( !; V (G)% 1 k �

��\F�\CFB=JCK BEKA �=�\>
!; ��# -$��� G 	*�� $#(�# � �! T *( � ����  !"#$ !; G (9 � ���� �&& "#$�* #( *, T �$# #,)�!*,�( !; ����(
*, ��# ����  !"#$� � HJCJHYH k �

��\F�\CFB=JCK BEKA �=�\> !; G 	*�� $#(�# � �! T *( � k-34#)-#,)�!*,�
����  !"#$ !; G 	*�� '*,*'9'  �$)*,�&*�V� ��# k ���\F�\CFB=JCK BEKA �=�\> B>=IL\H 8+�:9 *( �! 3,) �
'*,*'9' k-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ !; ��# -$��� G%
�nojlmp�jmno� �, ��*(  ����#$3 	# (�9)V ��#  !'�&#4*�V (���9( !; ��# k-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ �$!%-
&#' 8+�:9 !, ��#  &�(( !; �$!�#$ *,�#$"�& -$���(3 �,) (�!	 ���� ��*( �$!%&#'  �, %# (!&"#) *, �!&V,!'*�&
�*'# 	�#, ��# *,�9� *( � �$!�#$ *,�#$"�& -$��� uW3 �b3 C�3 C�v% 1 B>=B\> JCK\>�EL ^>EBA *( �, *,�#$"�& -$���
���� ��( �, *,�#$"�& $#�$#(#,���*!, 	�#$# ,! *,�#$"�& *( �$!�#$&V  !,��*,#) *, �,!��#$% �$!�#$ *,�#$"�&
-$���( �$*(# ,��9$�&&V *, ���&* ��*!,( (9 � �( 8�1 (#w9#, *,- u��v% ��# �$!�!(#) �&-!$*��' $9,( *, �*'#
&*,#�$ *, ��# (*�# !; ��# *,�9� -$��� G !, n "#$�* #( �,) m #)-#(3 ���� *(3 *, O(n+m)

�*'#3 �,) $#w9*$#(
&*,#�$ (�� #% �! ��# %#(� !; !9$ +,!	&#)-#3 ��*( *( ��# 3$(� &*,#�$-�*'# �&-!$*��' ;!$ (!&"*,- ��# +�:
�$!%&#' !, ��#  &�(( !; �$!�#$ *,�#$"�& -$���(% ��# �$!�!(#) �&-!$*��' ;!$ ��# +�: �$!%&#'  �, �&(!
%# 9(#) �! (!&"# ��# ��� �,) C�� �$!%&#'( !, �$!�#$ *,�#$"�& -$���( 	*��*, ��# (�'# �*'# �,) (�� # !'�&#4*�V% 
*-9$# �%� (�!	( � )*�-$�' !;  &�(( *, &9(*!,( ;!$ � ,9'%#$ !; -$���  &�((#(3 (9% &�((#( !;
 !'��$�%*&*�V �,)  �!$)�& -$���(3 �,) ��#  9$$#,�  !'�&#4*�V (���9( !; ��# +�: �$!%&#'3 �,) ��9(3 !;��� �,) C�� �( 	#&&3 !, ��#(#  &�((#(� ;!$ )#3,*�*!,( !; ��#  &�((#( (�!	,3 (## u�b3 �Ev% �!�# ����3 *;
��# �$!%&#' *( �!&V,!'*�&&V (!&"�%&# !, *,�#$"�& -$���(3 ��#, *� *( �&(! �!&V,!'*�&&V (!&"�%&# !,  !,"#4
-$���( ua�v%

rqijr� �nl�� ��#  &�(( !; �$!�#$ *,�#$"�& -$���( ��( %##, #4�#,(*"#&V (�9)*#) *, ��# &*�#$��9$#
u�E3 FEv �,) (#"#$�& &*,#�$-�*'# �&-!$*��'( �$# +,!	, ;!$ ��#*$ $# !-,*�*!, �,) $#�&*���*!, uC�3 C�3 DWv%

!�� ��'*&�!,*�, :*$ 9*� 8�:9 �,) ��'*&�!,*�, ���� 8��9 �$!%&#'( �$# �!&V,!'*�&&V (!&"�%&# ;!$ ��#
 &�(( !; *,�#$"�& �,) �$!�#$ *,�#$"�& -$���(% 6#*& *,�$!)9 #) � &*,#�$-�*'# �&-!$*��' ;!$ ��# �: �$!%&#'

�E�



!, *,�#$"�& -$���( uWFv �,) 1$*+��* �,) /�,-�, u�v �$#(#,�#) � &*,#�$-�*'# �&-!$*��' ;!$ ��# '*,*'9'
����  !"#$ �$!%&#' !, *,�#$"�& -$���(% 
#$�!((* uFv �$!"#) ���� � �$!�#$ *,�#$"�& -$��� ��( � ��'*&�!,*�,
���� *; �,) !,&V *; *� *(  !,,# �#)% �# �&(! -�"# �, O(n logn) �&-!$*��' ;!$ 3,)*,- � ��'*&�!,*�,  *$ 9*�
*, � �$!�#$ *,�#$"�& -$���% ��,)� �,) ��( uDWv �$#(#,�#) � &*,#�$-�*'# �&-!$*��' �! )#�# � *; � �$!�#$
*,�#$"�& -$��� *( ��'*&�!,*�,% 
9$��#$'!$#3 �*, #� �&% ua�v �$!�!(#) �, !��*'�& �&-!$*��' ;!$ ��# ����
 !"#$ �$!%&#' !,  !-$���( 	�*&# ��+�,! #� �&% uDEv �$!�!(#) �, !��*'�& ��$�&&#& �&-!$*��' 	�* � 3,)(
�,) $#�!$�( �&& ��# ����( *, � '*,*'9' ����  !"#$ !; �  !-$��� *, O(log n)

�*'# 9(*,- O(n/ log n)
�$! #((!$( !, � �/12 '!)#&% �(*#� #� �&% u��v �$#(#,�#) �, O(n + m)-�*'# (#w9#,�*�& �&-!$*��' ;!$
��# ��'*&�!,*�, �$!%&#' !, � )*(��, #-�#$#)*��$V -$��� �,) �&(! �$!�!(#) � ��$�&&#& *'�&#'#,���*!,
!; ��#*$ �&-!$*��' 	�* � (!&"#( ��# �$!%&#' *, O(log n)

�*'# 9(*,- O((n + m)/ logn) �$! #((!$( !, �
�/12 '!)#&% 1 9,*3#) ���$!� � �! (!&"*,- ��# ��'*&�!,*�, �$!%&#'( !, )*(��, #-�#$#)*��$V -$���(
	�( �$#(#,�#) *, uWEv3 	�*&# �(*#� u�Fv �$#(#,�#) �, #� *#,� ��$�&&#& (�$��#-V ;!$ ��# C�� �$!%&#' !,
��# (�'#  &�(( !; -$���(% 2!$#!"#$3 $# #,�&V �*+!&!�!9&!( uDCv (!&"#) ��# ��'*&�!,*�, �$!%&#' !, w9�(*-
��$#(�!&) -$���( 8� (9% &�(( !;  !-$���(9 *, O(log n)

�*'# 9(*,- O(n+m) �$! #((!$( !, � �/12 '!)#&%
1&-!$*��'( ;!$ ��# ����  !"#$ �$!%&#' !, !��#$  &�((#( !; -$���( 	#$# �$!�!(#) *, uW�3 Fav%

ni� �ih� ��#  ����#$ *( !$-�,*�#) �( ;!&&!	(% �, 7# �*!, �%C 	# #(��%&*(� ��# ,!���*!, �,) $#&��#)
�#$'*,!&!-V3 �,) 	# �$#(#,� %� +-$!9,) $#(9&�(% �, 7# �*!, �%b 	# )#( $*%# !9$ &*,#�$-�*'# �&-!$*��' ;!$
��# +�: �$!%&#'3	�*&# *, 7# �*!, �%� 	# �$!"# *�(  !$$# �,#(( �,)  !'�9�# *�( �*'# �,) (�� #  !'�&#4*�V%

*,�&&V3 *, 7# �*!, �%W 	#  !, &9)# ��#  ����#$ �,) )*( 9(( �!((*%&# ;9�9$# #4�#,(*!,(%

�
� ��
��
����� ����
����
0#  !,(*)#$ 3,*�# 9,)*$# �#) -$���( 	*�� ,! &!!�( !$ '9&�*�&# #)-#(% �#� G %# � -$���� 	# )#,!�# *�(
"#$�#4 (#� %V V (G) �,) *�( #)-# (#� %V E(G)% �#� N(v) = {w ∈ V (G)|vw ∈ E(G)} %# ��# (#� !; ,#*-�%!$(
!; v �,) N [v] = N(v) ∪ {v} % �#� S %# � (9%(#� !; ��# "#$�#4 (#� !; � -$��� G% ��#,3 ��# (9%-$��� !; G*,)9 #) %V S *( )#,!�#) %V G[S] % �; G[N(v)] *( �  !'�&#�# (9%-$���3 ��#, v *(  �&&#) � @JHBLJ�JEL �\>K\�
!; G%

�
�
	 ���������� ����
���
� �� ����
� ���
���� ������
1 -$��� *( � �$!�#$ *,�#$"�& -$��� *; �,) !,&V *; *� *( �, *,�#$"�& -$��� 	*�� ,! *,)9 #) (9%-$���
*(!'!$��* �! ��#  &�	3 	�* � *( ��# -$��� K1,3

 !,(*(�*,- !; !,# "#$�#4 �)�� #,� �! ��$## ��*$	*(# ,!,-
�)�� #,� "#$�* #( uFEv% ��# -$���  &�((#( !; �$!�#$ *,�#$"�& -$���(3 *,�#$"�& -$���(3 �,)  �!$)�& -$���(
�$# A\>\FJKE>�5 *; G *( *, ��#  &�((3 ��#, #"#$V *,)9 #) (9%-$��� !; G *( *, ��# (�'#  &�((%

�#� G %# �, *,�#$"�& -$��� �,) &#� {Iv = [av, bv]}
%# �, *,�#$"�& $#�$#(#,���*!, !; G� �#$#3 av

�,) bv
(av ≤ bv) �$# $#;#$$#) �! �( ��# &#;� �,) $*-�� #,)�!*,� !; ��# *,�#$"�& Iv % ��# -$��� G *(  �&&#) � YCJK
*,�#$"�& -$��� *; �&& ��# *,�#$"�&( *, ��# $#�$#(#,���*!, ��"# 9,*� &#,-�� ua�v% ��# ;�'*&V {IV }v∈V (G)

*( ��#
*,�#$"�& $#�$#(#,���*!, !; � B>=B\> *,�#$"�& -$��� *; ,! *,�#$"�& *( �$!�#$&V  !,��*,#) *, �,!��#$% :&#�$&V3
9,*� *,�#$"�& -$���( �$# �$!�#$ *,�#$"�& -$���(% /!%#$�( uF�v ��( �$!"#) ��# ;!&&!	*,- ;9,)�'#,��& $#(9&�
���� (�!	( ���� 9,*� *,�#$"�& -$���(3 �$!�#$ *,�#$"�& -$���(3 �,) *,)*�#$#, # -$���( �$# (V,!,V'(%
�lnhn
mjmno ���� ���� � �=> E ^>EBA G� KA\ Z =LL=�JC^ @KEK\H\CK@ E>\ \�YJ�EL\CK�
OJT G J@ E YCJK JCK\>�EL ^>EBA�
OJJT G J@ E B>=B\> JCK\>�EL ^>EBA�
OJJJT G J@ EC JCK\>�EL ^>EBA �JKA C= JCFY�\F �LE��
OJ�T G J@ EC JCFJ�\>\C�\ ^>EBA�

�$!�#$ *,�#$"�& -$���( �$#  ��$� �#$*�#) %V �, !$)#$*,- !; ��#*$ "#$�* #( ua�v5

�EW



�krnlrs ���� ���� � � ^>EBA G J@ E B>=B\> JCK\>�EL ^>EBA JZ ECF =CL� JZ KA\>\ \�J@K@ E LJC\E> =>F\> π =C
V (G)

@Y�A KAEK Z => \�\>� �A=J�\ =Z �\>KJ�\@ u, v, w,

u ≺π v ≺π w, and uw ∈ E(G) implies uv, vw ∈ E(G). 8�%�9
�#� G %# � �$!�#$ *,�#$"�& -$��� !, n "#$�* #( �,) m #)-#(� �, !$)#$*,- π !; ��# "#$�* #( !; G (��*(;V*,-
8�%�9 *( $#;#$$#) �! �( �EC=CJ�EL �,) *�  �, %#  !,(�$9 �#) *, O(n + m)

�*'# ua�v% ��#!$#' �%� *'�&*#(
��# ;!&&!	*,- $#(9&�%
�nlnqqil� ���� �\K G I\ E B>=B\> JCK\>�EL ^>EBA ECF L\K

π I\ E LJC\E> =>F\> =C KA\ �\>K\� @\K =Z G@EKJ@Z�JC^ O���T � �=> \�\>� �A=J�\ =Z @YI@�>JBK@ i, j �JKA
(1 ≤ i < j ≤ n) ECF vivj ∈ E(G)� KA\ �\>KJ�\@

vi, vi+1, . . . , vj
E>\ BEJ>�J@\ EF�E�\CK�

�
�
� ����
� ���
���� ������ ��� ��
 ��� �����
�
�#� G %# � �$!�#$ *,�#$"�& -$��� 	*�� "#$�#4 (#� V (G) �,) #)-# (#� E(G)3 T %# � (#� !; k "#$�* #( !;
V (G)3 �,) &#� PT (G) %# � '*,*'9' k-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ !; G 	*�� $#(�# � �! T !; (*�# λT � ,!�#
���� ��# (*�# !; PT (G) *( ��# ,9'%#$ !; ����( *�  !,��*,(% ��# "#$�* #( !; ��# (#� T �$#  �&&#) K\>HJCEL
"#$�* #(3 �,) ��# (#� T *(  �&&#) ��# K\>HJCEL @\K !; G3 	�*&# ��!(# !; V (G)−T �$#  �&&#) C=C�K\>HJCEL =>
Z>\\ "#$�* #(% ��9(3 ��# (#� PT (G)

 !,��*,( ��$## �V�#( !; ����(3 	�* � 	#  �&& K\>HJCEL3 @\HJ
�
K\>HJCEL3

�,) C=C�K\>HJCEL => Z>\\ ����(5
8*9 � K\>HJCEL BEKA Pt

 !,(*(�( !; �� &#�(� �	! "#$�* #( �,) %!�� *�( #,)�!*,�(3 (�V3 u �,) v 3 �$# �#$'*,�&
"#$�* #(3 ���� *(3 u, v ∈ T �

8**9 � @\HJ
�
K\>HJCEL BEKA Ps

*( � ���� ��"*,- !,# #,)�!*,� *, T �,) ��# !��#$ *, V (G)−T � *; Ps
 !,(*(�(

!; !,&V !,# "#$�#4 8�$*"*�& ����93 (�V3 u 3 ��#, u ∈ T �

8***9 � C=C�K\>HJCEL => Z>\\ BEKA Pf
*( � ���� ��"*,- %!�� *�( #,)�!*,�( *, V (G) − T � *; Pf

 !,(*(�( !;
!,&V !,# "#$�#43 (�V3 u 3 ��#, u ∈ V (G) − T %

�!�# ���� �&& ��# *,�#$,�& "#$�* #( !; ��# ����( !; PT (G) �$# ;$## "#$�* #(% 2!$#!"#$3 � (#'*-�#$'*,�& ����
'�V  !,(*(� !; !,&V !,# "#$�#4 	�* � *( � �#$'*,�& "#$�#43 	�*&# � �#$'*,�& ����  !,��*,( �� &#�(� �	!
"#$�* #(% ��# (#� !; ��# ,!,-�#$'*,�& ����( *, � '*,*'9' +�: !; ��# -$��� G *( )#,!�#) %V N 3 	�*&# S
�,) T )#,!�# ��# (#�( !; ��# (#'*-�#$'*,�& �,) �#$'*,�& ����(3 $#(�# �*"#&V% ��9(3 	# ��"#

λT = |N |+ |S|+ |T |. 8�%C9

$!' ��# )#3,*�*!, !; ��# k-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ �$!%&#' 8+�:93 	#  �, #�(*&V  !, &9)# ���� ��#
,9'%#$ !; ����( *, � '*,*'9' +�:  �,,!� %# &#(( ���, ��# ,9'%#$ !; �#$'*,�& "#$�* #( )*"*)#) %V �	!%

9$��#$'!$#3 (*, # #� � (#'*-�#$'*,�& ����  !,��*,( !,# �#$'*,�& "#$�#4 �,) #� � �#$'*,�& ����  !,��*,(
�	!3 ��# ,9'%#$ !; �#$'*,�& "#$�* #( *( #w9�& �! |S|+ 2|T | % ��9(3 ��# ;!&&!	*,- �$!�!(*�*!, �!&)(5
�lnhn
mjmno ���� �\KG I\ E B>=B\> JCK\>�EL ^>EBA ECF L\K

T I\ E K\>HJCEL @\K =Z G � PA\C |T | = |S|+2|T |ECF λT ≥ d |T |
2 e

�

:&#�$&V3 ��# (*�# !; � +�: !; � �$!�#$ *,�#$"�& -$��� G3 �( 	#&& �( ��# (*�# !; � '*,*'9' +�: !; G3
*( &#(( ���, !$ #w9�& �! ��# ,9'%#$ !; "#$�* #( !; G3 ���� *(3 λT ≤ |V (G)| % �#� F (V (G)) %# ��# (#� !; ��#
;$## "#$�* #( !; G% ��#, 	# ��"# ��# ;!&&!	*,- �$!�!(*�*!,5
�lnhn
mjmno ���� �\K G I\ E B>=B\> JCK\>�EL ^>EBA ECF L\K

T I\ E K\>HJCEL @\K =Z G � �Z λT J@ KA\ @JN\ =Z
E HJCJHYH ?[G =Z G� KA\C λT ≤ |F (V (G))| + |T |

�

�Ea



P

vs+1


��

P

vs+1


��


*-9$# �%C5 �&&9(�$��*,- 8�9  !,,# � �,) 8%9 *,(#$� !�#$��*!,(� P ∈ PT (G[{v1, v2, . . . , vs}])
%

�9$ �&-!$*��' *( %�(#) !, � -$##)V �$*, *�&#3 "*(*�*,- ��# *,�#$"�&( �  !$)*,- �! ��#  �,!,* �& !$)#$*,-%

$!' ,!	 !,3 %V vi

3 1 ≤ i ≤ n 3 	# '#�, ��# "#$�#4 !; G ���� *( ,9'%#$#) 	*�� *,�#-#$ i % 0# (�V
���� vi < vj

*; i < j 3 1 ≤ i, j ≤ n % �#� G[S] %# ��# *,)9 #) (9%-$��� !; G  !,(*(�*,- !; "#$�* #(
S = {v1, v2, . . . , vs}

3 1 ≤ s < n �,) &#� PT (G[S]) %# � '*,*'9' +�: !; G[S] % 
#;!$# )#( $*%*,- !9$
�&-!$*��'3 	# )#3,# �	! !�#$��*!,( !, ����( !; � '*,*'9' +�: PT (G[S]) !; � �$!�#$ *,�#$"�& -$���
G[S] �,) � "#$�#4 vs+1 ∈ V (G)3 ,�'#&V �=CC\�K �,) JC@\>K !�#$��*!,(� ��#(# !�#$��*!,( �$# *&&9(�$��#)
*, 
*-% �%C%

◦ G=CC\�K !�#$��*!,5 �#� P %# � ,!,-�#$'*,�& !$ � (#'*-�#$'*,�& ���� !; PT (G[S])3 	�#$# G[S] *(
��# *,)9 #) (9%-$��� !; G  !,(*(�*,- !; "#$�* #( S = {v1, v2, . . . , vs}

3 1 ≤ s < n 3 �,) &#� vs+1
%#

� ;$## !$ � �#$'*,�& "#$�#4% 0# (�V ���� 	# �=CC\�K "#$�#4 vs+1
�! ��# ���� P 3 *; 	# �)) �, #)-#

	�* � �!*,( "#$�#4 vs+1
	*�� � ;$## #,)�!*,� !; P %

◦
�C@\>K !�#$��*!,5 �#� P = [t, p, . . . , p′, t′] %# � �#$'*,�& !$ � (#'*-�#$'*,�& ���� !; PT (G[S])3 	�#$#
G[S] *( ��# *,)9 #) (9%-$��� !; G  !,(*(�*,- !; "#$�* #( S = {v1, v2, . . . , vs}

3 1 ≤ s < n 3 �,) &#�
vs+1

%# � ;$## "#$�#4% 0# (�V ���� 	# JC@\>K "#$�#4 vs+1
*,�! P 3 *; 	# $#�&� # �, #)-# !; P 3 (�V3��# #)-# tp 3 	*�� ��# ���� [t, vs+1, p]

% ��9(3 ��# $#(9&�*,- ���� *( P = [t, vs+1, p, . . . , p
′, t′] %

�#� P %# � ���� !; PT (G) �,) &#� vi
�,) vj

%# *�( #,)�!*,�(% 0# (�V ���� vi
*( ��# &#;� 8$#(�% $*-��9

#,)�!*,� !; ��# ���� �,) vj
*( ��# $*-�� 8$#(�% &#;�9 #,)�!*,� !; ��# ���� *; vi < vj

8$#(�% vj < vi
9%


9$��#$'!$#3 	# (�V ���� vi
*( �, E�EJLEIL\ \CFB=JCK !; P *; 8*9 vi ∈ V (G) − T 3 ���� *(3 vi

*( � ;$##
#,)�!*,�3 !$ 8**9 vi ∈ T �,) P = [vi]

%

�
� ��
 ���������
0# ,#4� �$#(#,� �, �&-!$*��' ;!$ ��# +�: �$!%&#' !, �$!�#$ *,�#$"�& -$���(% �9$ �&-!$*��' ��+#( �(
*,�9� � �$!�#$ *,�#$"�& -$��� G �,) � (9%(#� T !; *�( "#$�* #( �,) 3,)( ��# ����( !; � '*,*'9' +�:
!; G *, &*,#�$ �*'#� *� *( %�(#) !, ��# ;!&&!	*,- -$##)V �$*, *�&# �! #4�#,) � ���� P = [p1, p2, . . . , ps]

3
s ≥ 1 3 *, � �$!�#$ *,�#$"�& -$���% 7�# *3 �&&V3 	# (��$� ;$!' � (*,-&# "#$�#4 ���� P1 = [v1] �,)  !,�*,9#
%V "*(*�*,- ��# ,#4� "#$�#43 ���� *(3 v2 % �; v2 *( �)�� #,� �! v1 3 	# #4�#,) ���� P1

�! v2 3 ���� *(3 	# !,,# � v2 �! ��# ���� P1
% �#, #3 ���� P1

,!	  !,(*(�( !; �	! "#$�* #(3 ���� *(3 P1 = [v1, v2]
3 �,) v1 �,)

v2 �$# *�( &#;� �,) $*-�� #,)�!*,�(3 $#(�# �*"#&V% �� *( 	!$�� �!*,�*,- !9� ���� *; � "#$�#4 *( �)�� #,� �!
%!�� #,)�!*,�( !; � ,!,-�#$'*,�& ����3 	#  !,,# � *� �! ��# &#;� #,)�!*,� !; ��# ����% 79��!(# ,!	 ����
v1, v2 ∈ T �,) N(v3) = {v2}

% ��#,3 	# (��$� � ,#	 (*,-&# "#$�#4 ���� P2 = [v3]
% �, ��# !��#$ ��,)3 *;

v1, v2 ∈ T �,) N(v3) = {v1, v2}
3 	# *,(#$� v3 *,�! P1

� ��# $#(9&�*,- ���� *( P1 = [v1, v3, v2]
% 7�# *3 �&&V3��# �&-!$*��' 	!$+( �( ;!&&!	(5

�ED



�q�nlmjks �moms�s ���
�oh�j� � �$!�#$ *,�#$"�& -$��� G !, n "#$�* #( �,) m #)-#( �,) � (#� T ⊆ V (G)�

��jh�j� � '*,*'9' +�: PT (G) !; ��# �$!�#$ *,�#$"�& G�

�% :!,(�$9 � ��#  �,!,* �& !$)#$*,- π !; ��# "#$�* #( !; G�

C% .4# 9�# ��# (9%$!9�*,# process(π)� ��# '*,*'9' +�: PT (G) *( ��# (#� !; ����( $#�9$,#) %V ��#
(9%$!9�*,#�

1&-!$*��' D5 1&-!$*��' 2*,*'9' +�: �$!�#$�,�#$"�&

	�#$# ��# )#( $*��*!, !; ��# (9%$!9�*,# process(π) *( �$#(#,�#) �� 
*-% �%b%
�#� P %# � ���� *, ��# +�: PT (G)

 !,(�$9 �#) %V 1&-!$*��' 2*,*'9' +�: �,) &#� vi
�,) vj

%# *�(
&#;� �,) $*-�� #,)�!*,�(3 $#(�# �*"#&V% ��#,3 ��#$# *( ,! ���� P ′ ∈ PT (G)

��"*,- �, #,)�!*,� %#�	##,
"#$�* #( vi

�,) vj
% �#, #3 	# �$!"# ��# ;!&&!	*,- &#''�5

�rssi ���� �\K Ps � 1 ≤ s ≤ λT
I\ E BEKA JC KA\ ?[G PT (G) =Z G �=C@K>Y�K\F I� �L^=>JKAH �JCJ�HYH ?[G ECF L\K

vi
ECF vj

I\ JK@ L\Z K ECF >J^AK \CFB=JCK@� >\@B\�KJ�\L�� PA\C� KA\>\ J@ C= BEKA Pt ∈ PT (G)�
1 ≤ t ≤ λT � t 6= s� @Y�A KAEK vi < vk < vj

=> vi < v` < vj � �
A\>\ vk

ECF v`
E>\ KA\ L\Z K ECF >J^AK \CFB=JCK@

=Z Pt � >\@B\�KJ�\L��

������ �#� Ps
3 1 ≤ s ≤ λT

%# � ���� *, ��# +�: PT (G)
 !,(�$9 �#) %V 1&-!$*��' 2*,*'9' +�: �,)

&#� vi
�,) vj

%# *�( &#;� �,) $*-�� #,)�!*,�(3 $#(�# �*"#&V% �#� Pt ∈ PT (G)3 1 ≤ t ≤ λT
3 t 6= s 3 �,)

&#� vk
�,) v`

%# *�( &#;� �,) $*-�� #,)�!*,�(3 $#(�# �*"#&V% 79��!(# ���� vi < vk < vj
% 7*, # vi

�,) vj�$# ��# #,)�!*,�( !; Ps
�,) vi < vk < vj

3 ��# ���� Ps
 !,��*,( �� &#�(� !,# #)-#3 (�V3 vavb

3 (9 � ����
va < vk < vb

% :&#�$&V3 "#$�* #( va
�,) vb

�$# ;$## "#$�* #(% 7*, # vavb ∈ E(G)3 	# �&(! ��"# vavk ∈ E(G)
�,) vkvb ∈ E(G)% ��#,3 �  !$)*,- �! 1&-!$*��' 2*,*'9' +�:3 	�#, "#$�#4 vb

*( �$! #((#)3 *� *( #*��#$
 !,,# �#) �! ��# (9%���� !; Ps

	�* � *( �&$#�)V  !,(�$9 �#) ��"*,- va
�( �, #,)�!*,� !$ *� *( *, &9)#)

�! Ps
��$!9-� �, #)-# va′va

% �; va
*( �, #,)�!*,� 	�#, vb

*( �$! #((#)3 *� 	�( �&(! �, #,)�!*,� 	�#, vk
	�( �$! #((#)3 �,) ��9( ��# #)-# vavk

	!9&) ���#�$ �! ��# ���� Ps
3 �  !,�$�)* �*!,% �, ��# !��#$ ��,)3

*; vb
*( *, &9)#) �! Ps

��$!9-� ��# #)-# va′va
3 	# ��"# va′ < vb

3 �,)3 ��9(3 va′vk ∈ E(G)� ��#, vk
	!9&)

���#�$ �! ��# ���� Ps
3 �  !,�$�)* �*!,% 7*'*&�$&V3 	#  �, �$!"# ���� v` < vi

!$ v` > vj
%

7*'*&�$&V3	#  �, �$!"# ����3 *; P *( � ���� *, ��# +�:PT (G)
 !,(�$9 �#) %V 1&-!$*��' 2*,*'9' +�:

	*�� vi
�,) vj

%#*,- *�( &#;�'!(� �,) $*-��'!(� "#$�* #(3 $#(�# �*"#&V3 ��#$# *( ,! "#$�#4 %#�	##, "#$�* #(
vi

�,) vj
%#&!,-*,- �! �,!��#$ ���� P ′ ∈ PT (G)% �#, #3 	# ��"# ��# ;!&&!	*,- &#''�5

�rssi ���� �\K Ps � 1 ≤ s ≤ λT
I\ E BEKA JC KA\ ?[G PT (G) =Z G �=C@K>Y�K\F I� �L^=>JKAH �JCJ�HYH ?[G ECF L\K

vi
ECF vj

I\ JK@ L\Z KH=@K ECF >J^AKH=@K �\>KJ�\@� >\@B\�KJ�\L�� PA\C� KA\>\ J@ C= �\>K\�
vk

I\L=C^JC^ K= EC=KA\> BEKA Pt ∈ PT (G)� 1 ≤ t ≤ λT � t 6= s� @Y�A KAEK vi < vk < vj
�

�; S = {v1, v2, . . . , vi−1}
3 ��#, PT (G[S]) *( ��# +�: !; G[S]

 !,(�$9 �#) %V ��# �&-!$*��' �;�#$
�$! #((*,- i − 1 "#$�* #(� &#� s %# *�( (*�#3 	�#$# 1 ≤ s ≤ λT

% �� *( #�(V �! (## ����3 *; "#$�#4 vi
 �, %#

 !,,# �#) �! ��# ���� Ps
��"*,- ��# $*-��'!(� #,)�!*,�(3 ��#, *� *( ��# !,&V ���� *�  �, %#  !,,# �#)

�!% ��9(3 	# �$!"# ��# ;!&&!	*,- &#''�5

�EF



������� 

π
�

����	
 ��� ���
����� 
������	 
� ��� 
������� 
�
G�

��	��	
 � ������� ���
PT (G)


�
G�

P1 = [v1]
� i = 2� λT = 1�

p` = v1
� {	�� ��� 	 �������	 �� 	�� ��	� PλT

}

pr = v1
� {	�� ����	 �������	 �� 	�� ��	� PλT

}
����� i ≤ n � 

�! vip` ∈ E(G) "��#
$%&� '( �! p` = pr  ) p` /∈ T "��#

$ ##�$" vi
�


PλT

���
�	� 
����* p`
�

p` = pr
� pr = vi

�
$%&� +( �! p` ∈ T %#� pr /∈ T "��#

$ ##�$" vi
�


PλT

���
�	� 
����* pr
�

pr = vi
�

��&�,�! vipr ∈ E(G) %#� pr /∈ T "��#
$ ##�$" vi

�

PλT

���
�	� pr
�

pr = vi
�

��&�,�! vs, vt (s < i, t < i)
��� ��� ��	���
�� ��������
�

���	��
�� 
�
vi

��
PλT

"��#
�#&�)" vi

���

PλT

���
�	� ��� ��	�
pspt

�
��&�

λT = λT + 1�
PλT

= vi
�

p` = vi
� pr = vi

�
i = i + 1�

�#�������
PT (G) = {P1, . . . , PλT

}�


*-9$# �%b5 ��# (9%$!9�*,# process(π) !; ��# 1&-!$*��' 2*,*'9' +�:%

�rssi ���� �\K PT (G[S]) I\ KA\ ?[G =Z G[S]
�=C@K>Y�K\F I� �L^=>JKAH �JCJHYH ?[G� �A\>\ S =

{v1, v2, . . . , vi−1}
� L\K

s I\ JK@ @JN\� �A\>\ 1 ≤ s ≤ λT
� �Z �\>K\� vi

�EC I\ �=CC\�K\F K= KA\ BEKA Ps

AE�JC^
KA\ >J^AKH=@K \CFB=JCK@� KA\C Ps

J@ KA\ =CL� BEKA KAEK vi
�EC I\ �=CC\�K\F K=�

������ �#� PT (G[S]) %# ��# +�: !; ��# -$��� G[S]
 !,(�$9 �#) %V 1&-!$*��' 2*,*'9' +�: �;�#$

�$! #((*,- i − 1 "#$�* #(3 �,) &#� Ps
%# ��# ���� ��"*,- ��# $*-��'!(� #,)�!*,�(3 (�V vk

�,) v`
3 k < ` %

�#� Ps−1
%# ��# ���� 	*�� ��# $*-��'!(� #,)�!*,�( *, PT (G[S]) − {Ps}

3 (�V vr
�,) vt

3 r < t % ��#,3
�  !$)*,- �! �#''� �%�3 vr < vt < vk < v`

�,) "#$�#4 vi
(##( vk

�,)�!$ v`
% 79��!(# ���� vi

 �, �&(!
%#  !,,# �#) �! ��# ���� Ps−1

% �; vivt ∈ E(G) �,) vt /∈ T
3 ��#, vkvt ∈ E(G) �,) vk

*(  !,,# �#) �!
��# ���� Ps−1

3 �  !,�$�)* �*!,% �; vt ∈ T �,) vivr ∈ E(G) �,) vr /∈ T 3 ��#, vkvr ∈ E(G) �,) vk
*( !,,# �#) �! ��# ���� Ps−1

3 �  !,�$�)* �*!,% ��9(3 ��# &#''� ;!&&!	(%

9$��#$'!$#3 �( *� *( #�(V �! (## %V *,)9 �*!,3 	�#, "#$�#4 vi

*( �$! #((#) �  !$)*,- �! ��# �&-!$*��'3
9,&#(( "#$�* #( vi−2, vi−1 ∈ T

3 ��#V �$# (9  #((*"# *, � ���� *, PT (G[S]) �,)�!$ �� &#�(� !,# !; ��#' *(
�, �"�*&�%&# #,)�!*,�% �#, #3 	# �$!"# ��# ;!&&!	*,- &#''�%
�rssi ���� �\K PT (G[S]) I\ KA\ ?[G =Z G[S]

�=C@K>Y�K\F I� �L^=>JKAH �JCJHYH ?[G� �A\>\ S =

{v1, v2, . . . , vi−1}
� L\K

s I\ JK@ @JN\� �A\>\ 1 ≤ s ≤ λT
� -CL\@@ �\>KJ�\@ vi−2, vi−1 ∈ T � KA\� E>\ @Y��\@@J�\

JC E BEKA JC PT (G[S]) ECF.=> EK L\E@K =C\ =Z KA\H J@ EC E�EJLEIL\ \CFB=JCK�

�E�



������ 0# 9(# *,)9 �*!, !, i 3 i ≥ 3 % ��# %�(*( i = 3 *( �$*"*�&% 79��!(# ���� ��# �V�!��#(*( �!&)( ;!$ i−1 5&#� PT (G[S′]) %# ��# +�: !;G[S′]
 !,(�$9 �#) %V 1&-!$*��' 2*,*'9' +�:3	�#$# S′ = {v1, v2, . . . , vi−2}�,) &#� s′ %# *�( (*�#3 	�#$# 1 ≤ s′ ≤ λT

� ��#,3 9,&#(( "#$�* #( vi−3, vi−2 ∈ T
3 ��#V �$# (9  #((*"# *, �

���� *, PT (G[S′]) �,)�!$ �� &#�(� !,# !; ��#' *( �, �"�*&�%&# #,)�!*,�% 0# (�!	 ����3 *; PT (G[S]) *(
��# +�: !; G[S]

 !,(�$9 �#) %V 1&-!$*��' 2*,*'9' +�:3 	�#$# S = {v1, v2, . . . , vi−1}
3 �,) s *( *�( (*�#3

	�#$# 1 ≤ s ≤ λT
3 ��#,3 9,&#(( "#$�* #( vi−2, vi−1 ∈ T

3 ��#V �$# (9  #((*"# *, � ���� *, PT (G[S]) �,)�!$
�� &#�(� !,# !; ��#' *( �, �"�*&�%&# #,)�!*,�%

:&#�$&V3 vi−2vi−1 ∈ E(G)3 !��#$	*(# G[S] *( )*( !,,# �#)% 0# )*(�*,-9*(� ��# ;!&&!	*,-  �(#(5
:�(# �5 0�#, "#$�#4 vi−2

	�( �$! #((#)3 *� 	�(  !,,# �#) �! � ���� !$ *�  !,(�$9 �#) � ,#	 !,#�

&#� P %# ��# ����  !,��*,*,- vi−2
% ��#,3 "#$�#4 vi−1

*( #*��#$  !,,# �#) �! ��# ���� P !$ *� *( *,(#$�#)
�! P 3 !$ � ,#	 ���� *(  !,(�$9 �#)  !,��*,*,- !,&V "#$�#4 vi−1

% �; vi−1
*(  !,,# �#) �! ��# ���� P !$

� ,#	 ���� *(  !,(�$9 �#)  !,��*,*,- !,&V vi−1
3 ��#, vi−2, vi−1

�$# (9  #((*"# *, P �,)�!$ vi−1
*( �,

�"�*&�%&# #,)�!*,�% :!,(*)#$ ��#  �(# 	�#$# vi−1
*( *,(#$�#) *,�! P 3 ���� *(3 vi−2

*( ,!� �, �"�*&�%&#
#,)�!*,�� ��#,3 9,&#(( vi−3, vi−2 ∈ T

3 %V ��# *,)9 �*!, �V�!��#(*(3 vi−3
�,) vi−2

�$# (9  #((*"# *,�! P
�,)�!$ vi−3

*( �, �"�*&�%&# #,)�!*,�% �; vi−3, vi−2 ∈ T
3 ��#V �$# #*��#$ (9  #((*"# *, P 3 !$3 �  !$)*,-

�! �#''� �%C3 vi−2, vi−4
�$# (9  #((*"# *, P % ��9(3 *; vi−1

*( *,(#$�#) *,�! P 3 ��#, vi−2
�,) vi−1

�$#
(9  #((*"#% :!,(#w9#,�&V3 "#$�* #( vi−2, vi−1

�$# (9  #((*"# *, ��# ���� P �,)�!$ �� &#�(� !,# !; ��#' *(
�, �"�*&�%&# #,)�!*,�%

:�(# C5 0�#, "#$�#4 vi−2
	�( �$! #((#)3 *� 	�( *,(#$�#) *,�! � ����3 (�V3 P % :!,(#w9#,�&V3 vi−2 ∈

V (G) − T �,) *� ��( �� &#�(� �	! ,#*-�%!$(% �#$�#4 vi−1
)!#( ,!� (## �,V #,)�!*,� (*, #3 *; *� )*)3 vi−2

	!9&) �&(! (## *�% ��9(3 vi−1
#*��#$  !,(�$9 �( � ,#	 ���� !$ *� *( *,(#$�#) *,�! ��# ���� P % 
V ��#

*,)9 �*!, �V�!��#(*(3 vi−3
�,) vi−2

�$# (9  #((*"# *,�! P !$ vi−3
*( �, �"�*&�%&# #,)�!*,�% ��9(3 "#$�* #(

vi−2, vi−1
�$# (9  #((*"# *, ��# ���� P �,)�!$ �� &#�(� !,# !; ��#' *( �, �"�*&�%&# #,)�!*,�% ��9(3 ��#

&#''� ;!&&!	(%
U#,#$�&*�*,- ��# �%!"# &#''�3 	# !%��*, ��# ;!&&!	*,-5

�rssi ���� �\K PT (G[S]) I\ KA\ ?[G =Z G[S]
�=C@K>Y�K\F I� �L^=>JKAH �JCJHYH ?[G� �A\>\ S =

{v1, v2, . . . , vi−1}
� L\K

s I\ JK@ @JN\� �A\>\ 1 ≤ s ≤ λT � ECF L\K
|N(vi)| > 2

� PA\>\ \�J@K@ E C\J^AI=> =Z viI\JC^ EC E�EJLEIL\ \CFB=JCK =Z E BEKA JC PT (G[S]) ECF.=> KA\>\ \�J@K K�= �\>KJ�\@ va, vb ∈ N(vi)
KAEK E>\

@Y��\@@J�\ JC E BEKA JC PT (G[S])
�

������ 0# 9(# *,)9 �*!, !, i 3 i ≥ 4 % ��# %�(*( i = 4 *( �$*"*�&% 79��!(# ���� ��# �V�!��#(*( �!&)(
;!$ i − 1 5 &#� PT (G[S′]) %# ��# +�: !; G[S′]

 !,(�$9 �#) %V 1&-!$*��' 2*,*'9' +�:3 	�#$# S′ =

{v1, v2, . . . , vi−2}
3 &#� s′ %# *�( (*�#3 	�#$# 1 ≤ s′ ≤ λT

3 �,) |N(vi−1)| > 2 � ��#,3 ��#$# #4*(�( � ,#*-�%!$ !;
vi−1

%#*,- �, �"�*&�%&# #,)�!*,� !; � ���� *, PT (G[S′]) �,)�!$ ��#$# #4*(� �	! "#$�* #( va′ , vb′ ∈ N(vi−1)���� �$# (9  #((*"# *, � ���� *, PT (G[S′])% 0# (�!	 ����3 *; PT (G[S]) *( ��# +�: !; G[S]
 !,(�$9 �#) %V

1&-!$*��' 2*,*'9' +�:3 	�#$# S = {v1, v2, . . . , vi−1}
3 s *( *�( (*�#3 	�#$# 1 ≤ s ≤ λT

3 �,) |N(vi)| > 2 3��#,3 ��#$# #4*(�( � ,#*-�%!$ !; vi
%#*,- �, �"�*&�%&# #,)�!*,� !; � ���� *, PT (G[S]) �,)�!$ ��#$# #4*(��	! "#$�* #( va, vb ∈ N(vi)

���� �$# (9  #((*"# *, � ���� *, PT (G[S])%
�; vi−1

�,) vi−2
�$# ,!� %!�� �#$'*,�& "#$�* #(3 �  !$)*,- �! �#''� �%�3 ��# &#''� �!&)(% �;

vi−1, vi−2 ∈ T
3 	# )*(�*,-9*(� ��# ;!&&!	*,-  �(#(5

:�(# �5 �#$�* #( vi−1, vi−2
%#&!,- �! )*�#$#,� ����(% 1  !$)*,- �! �#''� �%�3 "#$�#4 vi−2

%#&!,-( �!
� ����  !,(*(�*,- !; !,&V !,# "#$�#4� ��9(3 ��# &#''� �!&)(%

:�(# C5 �#$�* #( vi−1, vi−2
%#&!,- �! � ����  !,(*(�*,- !; !,&V �	! "#$�* #(� ��#,3 ��# &#''� �!&)(%

:�(# b5 �#$�* #( vi−1, vi−2
%#&!,- �! � ���� P

 !,(*(�*,- !; '!$# ���, �	! "#$�* #(� ��#,3 "#$�#4
vi−3

%#&!,-( �! P 8(## �#''� �%C93 ���� *(3 vi−3 ∈ V (G)− T 3 �,)3 �  !$)*,- �! �#''� �%�3 	�#, vi−1*( �$! #((#)3 vi−3
*( �, �"�*&�%&# #,)�!*,� !$ vi−3, vi−2

�$# (9  #((*"# *, P % :!,(#w9#,�&V3 ��# &#''�
;!&&!	(%

��E



��# �%!"# &#''� �&(! (�!	( ����3 	�#, "#$�#4 vi
*( *,(#$�#) *,�! � ���� P 3 *� *( *,(#$�#) ��$!9-� ��#

#)-# vi−2vi−1
!$ vi−3vi−1

%

�
� ����
���
�� ��� ���
 �����
����
�#� G %# � �$!�#$ *,�#$"�& -$��� !, n "#$�* #( �,) m #)-#( �,) &#� T %# � (9%(#� !; V (G)% �, !$)#$ �!
�$!"# ��#  !$$# �,#(( !; 1&-!$*��' 2*,*'9' +�:3 	# 9(# *,)9 �*!, !, n % 0# �&(! �$!"# � �$!�#$�V !;
��# '*,*'9' +�: PT (G) !; G  !,(�$9 �#) %V !9$ �&-!$*��'5 *; vi ∈ N [vn] 3 1 < i ≤ n *( ��# $*-��'!(�
�"�*&�%&# #,)�!*,� !; � ���� *, PT (G)3 ��#, ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' +�: P ′

T (G)
��"*,- vj ∈ N [vn] 3

1 < j ≤ n �( ��# $*-��'!(� �"�*&�%&# #,)�!*,� (9 � ���� vi < vj
% �#, #3 	# �$!"# ��# ;!&&!	*,- ��#!$#'%

�krnlrs ���� �\K G I\ E B>=B\> JCK\>�EL ^>EBA =C n �\>KJ�\@ ECF m \F^\@ ECF L\K
T I\ E @YI@\K =Z

V (G)
� �L^=>JKAH �JCJHYH ?[G �=HBYK\@ E HJCJHYH ?

�
��\F�\CFB=JCK BEKA �=�\> PT (G) =Z G� AE�JC^

vi ∈ N [vn]� 1 < i ≤ n E@ KA\ >J^AKH=@K E�EJLEIL\ \CFB=JCK =Z JK@ BEKA@� @Y�A KAEK KA\>\ J@ C= =KA\> HJCJHYH
?
�
��\F�\CFB=JCK BEKA �=�\> P ′

T (G)
AE�JC^ E >J^AKH=@K E�EJLEIL\ \CFB=JCK vj ∈ N [vn]� 1 < j ≤ n

@Y�A KAEK
vi < vj

�

������ 0# 9(# *,)9 �*!, !, n % ��# %�(*( n = 1 *( �$*"*�&% 1((9'# ���� 1&-!$*��' 2*,*'9' +�:
 !'�9�#( � '*,*'9' +�: PT (G[S]) !; #"#$V �$!�#$ *,�#$"�& -$��� G[S] 3 S = {v1, v2, . . . , vn−1}

3 	*�� ��
'!(� n− 1 "#$�* #( ��"*,- vi ∈ N [vn−1]

3 1 < i ≤ n− 1 3 �( ��# $*-��'!(� �"�*&�%&# #,)�!*,� !; *�( ����(3
(9 � ���� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' +�: P ′

T (G[S])
��"*,- � $*-��'!(� �"�*&�%&# #,)�!*,� vj ∈ N [vn−1]

3
1 < j ≤ n − 1 3 (9 � ���� vi < vj

� &#� λT (G[S]) %# ��# (*�# !; PT (G[S])% 0# (�!	 ���� ��# �&-!$*��'
 !'�9�#( � '*,*'9' +�: PT (G) !; #"#$V �$!�#$ *,�#$"�& -$��� G 	*�� n "#$�* #( ��"*,- vk ∈ N [vn] 3
i ≤ k ≤ n 3 �( ��# $*-��'!(� �"�*&�%&# #,)�!*,� !; *�( ����(3 (9 � ���� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' +�:
P ′
T (G)

��"*,- � $*-��'!(� �"�*&�%&# #,)�!*,� v` ∈ N [vn] 3 i ≤ ` ≤ n 3 (9 � ���� vk < v`
� &#� λT (G) %# ��#

(*�# !; PT (G)%
:&#�$&V3 ��# (*�# λ′T (G) !; � '*,*'9' +�: !; G *( λT (G) !$ λT (G) + 1 % 79��!(# ����3 	�#,

��# �&-!$*��' �$! #((#( "#$�#4 vn
3 *�  !,,# �( *� �! �, #4*(�*,- ����3 �,)3 ��9(3 λT (G) = λT (G[S])�

 !,(#w9#,�&V3 PT (G) *( � '*,*'9' +�: !; G3 ���� *(3 λ′T (G) = λT (G)% 
9$��#$'!$#3 *; vn /∈ T
��#,

PT (G)
 !,��*,( � ���� ��"*,- "#$�#4 vn

�( �, �"�*&�%&# #,)�!*,�3 	�* � *(  &#�$&V ��# $*-��'!(� �"�*&�%&#
#,)�!*,� *, N [vn]

���� �,V !��#$ '*,*'9' +�: P ′
T (G)

 �,  !,��*,% :!,(*)#$ ��#  �(# 	�#$# vn ∈ T
%

79��!(# ���� ��# $*-��'!(� �"�*&�%&# #,)�!*,� *, N [vn] !; PT (G) *( ��# (�'# �( ��# $*-��'!(� �"�*&�%&#
#,)�!*,� *, N [vn] !; PT (G[S])3 ���� *(3 "#$�#4 vi

% �#� P ′
T (G) %# � +�: !; G ��"*,- � $*-��'!(� �"�*&�%&#

#,)�!*,� v` ∈ N [vn] 3 i ≤ ` ≤ n 3 (9 � ���� vi < v`
% :&#�$&V3 v` 6= vn

% /#'!"*,- vn
;$!' P ′

T (G) $#(9&�(
�! � '*,*'9' +�: !; G[S]

��"*,- v` ∈ N [vn] �( �, �"�*&�%&# #,)�!*,�� �  !,�$�)* �*!, (*, # vi
*( ��#

$*-��'!(� #,)�!*,� !; �,V '*,*'9' +�: !; G[S] % �!	 (9��!(# ���� "#$�#4 vn
*(  !,,# �#) �! "#$�#4 vi

%
��#,3 �  !$)*,- �! ��# �&-!$*��'3 ��#$# #4*(�( ,! �"�*&�%&# #,)�!*,� *, N [vn] *, PT (G)% 0# (�!	 ����
��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' +�: P ′

T (G)
 !,��*,*,- �, �"�*&�%&# #,)�!*,� *, N [vn] % �,)##)3 &#� P ′

T (G)%# � '*,*'9' +�:  !,��*,*,- �, �"�*&�%&# #,)�!*,� *, N [vn] 3 (�V ve
% :&#�$&V3 vn

%#&!,-( �! ���� P !,��*,*,- '!$# ���, !,# "#$�#4� &#� P = [vn, vk, . . .]
% /#'!"*,- vn

;$!' P ′
T (G)3 �,) (*, # vkve ∈ E

3
$#(9&�( �! � +�: !; (*�# λT (G[S])− 1 3 �  !,�$�)* �*!,%

79��!(# ,!	 ����3 	�#, ��# �&-!$*��' �$! #((#( "#$�#4 vn
3 *� *,(#$�( *� *,�! �, #4*(�*,- ����3 �,)3

��9(3 λT (G) = λT (G[S])�  !,(#w9#,�&V3 PT (G) *( � '*,*'9' +�: !; G3 ���� *(3 λ′T (G) = λT (G)%

9$��#$'!$#3 ��#$# #4*(�( ,! �"�*&�%&# #,)�!*,� *, N [vn] *, PT (G)% �#� P ′

T (G) %# � '*,*'9' +�: !;
G

��"*,- �, �"�*&�%&# #,)�!*,� v` ∈ N [vn] 3 i ≤ ` ≤ n % :&#�$&V3 vn
%#&!,-( �! ���� P  !,��*,*,- '!$#

���, !,# "#$�#4% �; v` = vn
3 ��#, $#'!"*,- vn

;$!' P ′
T (G) $#(9&�( �! � '*,*'9' +�: !; G[S]

��"*,- �
,#*-�%!$ !; vn

3 (�V vt
3 �( �, �"�*&�%&# #,)�!*,�3 �  !,�$�)* �*!,% �; vn

*( �, *,�#$,�& ,!)# !; � ����3 &#�

���



va
�,) vb

%# ��# "#$�* #( *� *(  !,,# �#) �!% :&#�$&V3 vavb ∈ E(G) �,)3 ��9(3 $#'!"*,- vn
;$!' P ′

T (G)$#(9&�( �! � '*,*'9' +�: !; G[S]
��"*,- v`

�( �, �"�*&�%&# #,)�!*,�3 �  !,�$�)* �*!,%

*,�&&V3 (9��!(# ����3 	�#, ��# �&-!$*��' �$! #((#( "#$�#4 vn

3 *�  $#��#( � ,#	 ����3 ���� *(3 PλT (G) =

[vn] 3 �,)3 ��9(3 λT (G) = λT (G[S]) + 1 % 7*, # ��# �&-!$*��'  $#��#( � ,#	 ����3 ��#$# *( ,! ���� *,
PT (G[S])

��"*,- �, �"�*&�%&# #,)�!*,� va ∈ N(vn) !$  !,��*,*,- �, #)-# vavb
(9 � ���� va, vb ∈ N(vn)%

�#� P ′
T (G) %# � '*,*'9' +�: !; (*�# λ′T (G) = λT (G[S])% �; vn

*( ��# !,&V "#$�#4 !; � ���� *, P ′
T (G)3 ��#,$#'!"*,- vn

;$!'P ′
T (G) $#(9&�( �! � +�: !;G[S] !; (*�# λT (G[S])−1 3 �  !,�$�)* �*!,% �; vn

*( �, #,)�!*,�
!; � ���� *, P ′

T (G)3 ��#, $#'!"*,- vn
;$!' P ′

T (G) $#(9&�( �! � '*,*'9' +�: !; G[S]
��"*,- � ,#*-�%!$

!; vn
3 (�V vt

3 �( �, �"�*&�%&# #,)�!*,�� �  !,�$�)* �*!,% �, ��# !��#$ ��,)3 *; vn
*( �, *,�#$,�& ,!)# !;

� ���� *, P ′
T (G)3 ��#, *� ��( �� &#�(� �	! ,#*-�%!$(3 ���� *( vn−1, vn−2 ∈ N(vn) �,) vn−1vn−2 ∈ E(G)%1  !$)*,- �! �#''� �%�3 9,&#(( "#$�* #( vn−1

�,) vn−2
�$# �#$'*,�& "#$�* #(3 ��#V �$# (9  #((*"# *, �

���� *, PT (G[S]) �,)�!$ �� &#�(� !,# !; ��#' *( �, �"�*&�%&# #,)�!*,�% 7*, # ��# �&-!$*��'  !,(�$9 �(
� ,#	 ����3 vn−1, vn−2 ∈ T �,) ��#V �$# #,)�!*,�( �� ��# (�'# ���� 8(## �#''� �%b9 	�* �  !,��*,(
�� &#�(� !,# '!$# "#$�#43 ���� *(3 vn−2

*( ��# &#;� #,)�!*,� !; PλT (G[S])
�,) vn−1

*( *�( $*-�� #,)�!*,�%
:!,(#w9#,�&V3 *; 	# ���&V ��# �&-!$*��' �! G[S]−{vn−1, vn−2} = G−{vn−1, vn, vn−2}

3 	# !%��*, � +�:
!; (*�# λT (G[S])3 	�* �3 %V ��# *,)9 �*!, �V�!��#(*(3 *( '*,*'9'% 79��!(# ���� N(vn) = {vn−1, vn−2}

%
��#,3 ��# '*,*'9' +�: P ′

T (G)
 !,��*,( ��# ���� P ′ = [vn−1, vn, vn−2]

% :!,(#w9#,�&V3 $#'!"*,- ��#
"#$�* #( vn−1, vn, vn−2

;$!' P ′
T (G) $#(9&�( �! � +�: !; G − {vn−1, vn, vn−2}

!; (*�# λT (G[S]) − 1 3 �
 !,�$�)* �*!,% �!	 &#� |N(vn)| > 2 % �, ��*(  �(#3 �  !$)*,- �! �#''� �%W3 ��# �&-!$*��' #*��#$  !,,# �(
vn

�! � ���� !$ *,(#$�( *� *,�! � ���� �,) ��9(3 λT (G) = λT (G[S])3 �  !,�$�)* �*!,%
:!,(#w9#,�&V3 PT (G) *( � '*,*'9' +�: !; G3 ���� *(3 λ′T (G) = λT (G) = λT (G[S]) + 1 % 
*,�&&V3 ��#$*-��'!(� �"�*&�%&# #,)�!*,� *, N [vn] !; ��# +�:  !,(�$9 �#) %V ��# �&-!$*��' *( "#$�#4 vn

�,)3  &#�$&V3
*� *( ��# $*-��'!(� �"�*&�%&# #,)�!*,� *, N [vn]

���� �,V !��#$ '*,*'9' +�: P ′
T (G)

 �,  !,��*,%
�#� G %# � �$!�#$ *,�#$"�& -$��� !, n "#$�* #( �,) m #)-#( �,) &#� T %# � �#$'*,�& (#�% ��#,3

1&-!$*��' 2*,*'9' +�:  !'�9�#( � '*,*'9' +�: PT (G) !; G% 
!�� �*'# �,) (�� #  !'�&#4*�*#( �$#
O(n+m) (*, # "#$�* #( p`

�,) pr
!; ��# �&-!$*��'  �, %# '�*,��*,#) �,) !%��*,#) *,  !,(��,� �*'# �,)

��# ����( �$# *'�&#'#,�#) �( &*,+#) &*(�(% 
9$��#$'!$#3 ��#  �,!,* �& !$)#$*,- *(  !,(�$9 �#) *, O(n+m)�*'# ua�v% �#, #3 	#  �, (���# ��# ;!&&!	*,- $#(9&�%
�krnlrs ���� �\KG I\ E B>=B\> JCK\>�EL ^>EBA =C n �\>KJ�\@ ECFm \F^\@ ECF L\K

T I\ E @YI@\K =Z V (G)
�

� HJCJHYH ?
�
��\F�\CFB=JCK BEKA �=�\> PT (G) =Z G �EC I\ �=HBYK\F JC O(n+m)

KJH\ ECF @BE�\�

�
� ���������� �
�����
1, *,�#$#(�*,- !�#, w9#(�*!, 	!9&) %# �! (## *; ��# k-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ �$!%&#'  �, %# �!&V,!-
'*�&&V (!&"#) !, !��#$  &�((#( !; -$���(� �, *,�#$#(�*,- ,#4� (�#� 	!9&) %# �!  !,(*)#$ ��#  &�(( !; *,�#$"�&
-$���(% /# �&& ���� ��#  !'�&#4*�V (���9( !; (*'�&#$ �$!%&#'(3 (9 � �( ��� �,) C��3 *( 9,+,!	, ;!$
*,�#$"�& -$���(%

��C



������� ��

��� �
�
�����

�
�������� �
�� ����	

�	����� �� ��������
� �� ����	�
�

�	
���

�E%� �,�$!)9 �*!,
�E%C ��#!$#�* �& 
$�'#	!$+
�E%b ��# 1&-!$*��'
�E%� :!$$# �,#(( �,) �*'# :!'�&#4*�V
�E%W /#&��#) /#(9&�(
�E%a :!, &9)*,- /#'�$+(

	�
	 ������������
0#  !,(*)#$ � "�$*�,� !; ��# ����  !"#$ �$!%&#'3 ,�'#&V3 ��# k-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ �$!%&#'3 !$
+�: ;!$ (�!$�3 !, *,�#$"�& -$���(% /# �&& ����3 -*"#, � -$��� G �,) � (9%(#� T !; k "#$�* #( !; V (G)3
� k-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ !; G 	*�� $#(�# � �! T *( � (#� !; "#$�#4-)*(�!*,� ����( P ����  !"#$( ��#
"#$�* #( !; G (9 � ���� ��# k "#$�* #( !; T �$# �&& #,)�!*,�( !; ��# ����( *, P % ��# +�: �$!%&#' *( �! 3,)
� k-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ !; G !; '*,*'9'  �$)*,�&*�V� ,!�# ����3 *; T *( #'��V ��# (���#) �$!%&#'
 !*, *)#( 	*�� ��#  &�((* �& ����  !"#$ �$!%&#'% �, ��*(  ����#$3 	# (�9)V ��# �-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$
�$!%&#' !, *,�#$"�& -$���(3 !$ ��: ;!$ (�!$�3 -#,#$�&*�*,- ��# ��� �$!%&#' 	�* � ��( %##, �$!"#) �!
%# ��- !'�&#�# #"#, ;!$ ('�&&  &�((#( !; -$���(% 2!�*"��#) %V � 	!$+ !; 8�'�( �+# uCDv3 	�#$# �# &#;�
%!�� ��� �,) C�� �$!%&#'( !�#, ;!$ ��#  &�(( !; *,�#$"�& -$���(3 	# (�!	 ���� ��# ��: �$!%&#'  �, %#
(!&"#) *, �!&V,!'*�& �*'# !, ��#  &�(( !; *,�#$"�& -$���(% ��# �$!�!(#) �&-!$*��' $9,( *, O(n2)

�*'#3
$#w9*$#( &*,#�$ (�� #3 �,) �&(! #,�%&#( 9( �! (!&"# ��# ��� �$!%&#' !, *,�#$"�& -$���( 	*��*, ��# (�'#
�*'# �,) (�� #  !'�&#4*�V% 0# ,#4� )#3,# ��# ��: �$!%&#'%
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*-9$# �E%�5 ��#  !'�&#4*�V (���9( 8��- !'�&#�#3 9,+,!	,3 �!&V,!'*�&9 !; ��# ��� �$!%&#' ;!$ (!'#
-$��� (9% &�((#( !;  !'��$�%*&*�V �,)  �!$)�& -$���(% A→ B *,)* ��#( ����  &�(( A  !,��*,(  &�(( B %

�lnpqrs ���� U*"#, � -$��� G �,) � "#$�#4 u ∈ V (G)3 � �
�
��\F�\CFB=JCK BEKA �=�\> !; ��# -$��� G

	*�� $#(�# � �! u *( � ����  !"#$ !; G (9 � ���� ��# "#$�#4 u *( �, #,)�!*,� !; � ���� *, ��# ����
 !"#$� � HJCJHYH �

�
��\F�\CFB=JCK BEKA �=�\> !; G 	*�� $#(�# � �! u *( � �-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$

!; G 	*�� '*,*'9'  �$)*,�&*�V� ��# �
�
��\F�\CFB=JCK BEKA �=�\> B>=IL\H 8��:9 *( �! 3,) � '*,*'9'

�-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ !; ��# -$��� G%
�nojlmp�jmno� �, ��*(  ����#$3 	# (�9)V ��#  !'�&#4*�V (���9( !; ��# �-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$
�$!%&#' 8��:9 !, ��#  &�(( !; *,�#$"�& -$���( u�b3 �Ev3 �,) (�!	 ���� ��*( �$!%&#'  �, %# (!&"#) *,
�!&V,!'*�& �*'#% ��# �$!�!(#) �&-!$*��' $9,( *, O(n2)

�*'# !, �, *,�#$"�& -$��� G !, n "#$�* #( �,)m#)-#( �,) $#w9*$#( &*,#�$ (�� #% ��# �$!�!(#) �&-!$*��' ;!$ ��# ��: �$!%&#'  �, �&(! %# 9(#) �! (!&"# ��#��� �$!%&#' !, *,�#$"�& -$���( 	*��*, ��# (�'# �*'# �,) (�� #  !'�&#4*�V% 	(*,- !9$ �&-!$*��' ;!$ ��#
��: �$!%&#' �,) � (*'�&# $#)9 �*!, )#( $*%#) %V 2�9&&#$ *, ua�v3 	# (!&"# ��# �� �$!%&#' !, �X- !,"#4
-$��� G = (X,Y,E) 	*�� |Y |− |X | = 1 3 	�* � 	�( &#;� !�#, *, u��v% 0# �&(! (�!	 ���� ��# ��� �$!%&#'
!, �  !,"#4 -$��� G *( (!&"�%&# *, �*'# w9�)$��* *, ��# ,9'%#$ !; *�( "#$�* #(% 
*-9$# �E%� (�!	( �
)*�-$�' !;  &�(( *, &9(*!,( ;!$ � ,9'%#$ !; -$���  &�((#(3 (9% &�((#( !;  !'��$�%*&*�V �,)  �!$)�& -$���(3
�,) ��#  9$$#,�  !'�&#4*�V (���9( !; ��# ��� �$!%&#' !, ��#(#  &�((#(� ;!$ )#3,*�*!,( !; ��#  &�((#(
(�!	,3 (## u�b3 �Ev%

rqijr� �nl�� �,�#$"�& -$���( ;!$' �, *'�!$��,�  &�(( !; �#$;# � -$���( u�Ev �,) '�,V �$!%&#'(
���� �$# ��- !'�&#�# !, �$%*�$�$V -$���( �$# (�!	, �! �)'*� �!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��'( !, ��*(  &�((
u�3 �E3 WFv% 
!�� ��'*&�!,*�, :*$ 9*� 8�:9 �,) ��'*&�!,*�, ���� 8��9 �$!%&#'( �$# �!&V,!'*�&&V
(!&"�%&# ;!$ ��#  &�(( !; *,�#$"�& �,) �$!�#$ *,�#$"�& -$���(% 6#*& *,�$!)9 #) � &*,#�$-�*'# �&-!$*��' ;!$
��# �: �$!%&#' !, *,�#$"�& -$���( uWFv �,) 1$*+��* �,) /�,-�, u�v �$#(#,�#) � &*,#�$-�*'# �&-!$*��' ;!$
��# '*,*'9' ����  !"#$ �$!%&#' !, *,�#$"�& -$���(% 
#$�!((* uFv �$!"#) ���� � �$!�#$ *,�#$"�& -$���
��( � ��'*&�!,*�, ���� *; �,) !,&V *; *� *(  !,,# �#)% �# �&(! -�"# �, O(n log n) �&-!$*��' ;!$ 3,)*,-
� ��'*&�!,*�,  *$ 9*� *, � �$!�#$ *,�#$"�& -$���% 
9$��#$'!$#3 �*, #� �&% ua�v �$!�!(#) �, !��*'�&
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�&-!$*��' ;!$ ��# ����  !"#$ �$!%&#' !,  !-$���( 	�*&# ��+�,! #� �&% uDEv �$!�!(#) �, !��*'�& ��$�&&#&
�&-!$*��' 	�* � 3,)( �,) $#�!$�( �&& ��# ����( *, � '*,*'9' ����  !"#$ !; �  !-$��� *, O(log n)

�*'#
9(*,- O(n/ logn) �$! #((!$( !, � �/12 '!)#&% �(*#� #� �&% u��v �$#(#,�#) �, O(n+m)-�*'# (#w9#,�*�&
�&-!$*��' ;!$ ��# ��'*&�!,*�, �$!%&#' !, � )*(��, #-�#$#)*��$V -$��� �,) �&(! �$!�!(#) � ��$�&&#&
*'�&#'#,���*!, !; ��#*$ �&-!$*��' 	�* � (!&"#( ��# �$!%&#' *, O(log n)

�*'# 9(*,- O((n + m)/ logn)
�$! #((!$( !, � �/12 '!)#&% 1 9,*3#) ���$!� � �! (!&"*,- ��# ��'*&�!,*�, �$!%&#'( !, )*(��, #-
�#$#)*��$V -$���( 	�( �$#(#,�#) *, uWEv3 	�*&# �(*#� u�Fv �$#(#,�#) �, #� *#,� ��$�&&#& (�$��#-V ;!$ ��#
C�� �$!%&#' !, ��# (�'#  &�(( !; -$���(% 1&-!$*��'( ;!$ ��# ����  !"#$ �$!%&#' !, !��#$  &�((#( !;
-$���( 	#$# �$!�!(#) *, uW�3 DC3 Fav%

ni� �ih� ��#  ����#$ *( !$-�,*�#) �( ;!&&!	(% �, 7# �*!, �E%C 	# #(��%&*(� ��# ,!���*!, �,) $#&��#)
�#$'*,!&!-V3 �,) 	# �$#(#,� %� +-$!9,) $#(9&�(% �, 7# �*!, �E%b 	# )#( $*%# !9$ �&-!$*��' ;!$ ��#
��: �$!%&#'3 	�*&# *, 7# �*!, �E%� 	# �$!"# *�(  !$$# �,#(( �,)  !'�9�# *�( �*'# �,) (�� #  !'�&#4*�V%
7# �*!, �E%W �$#(#,�( (!'# $#&��#) $#(9&�( �,) *, 7# �*!, �E%a	#  !, &9)# ��#  ����#$ �,) )*( 9(( �!((*%&#
;9�9$# #4�#,(*!,(%
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0#  !,(*)#$ 3,*�# 9,)*$# �#) -$���( 	*�� ,! &!!�( !$ '9&�*�&# #)-#(% 
!$ � -$��� G3 	# )#,!�# *�( "#$�#4
�,) #)-# (#� %V V (G) �,) E(G)3 $#(�# �*"#&V% �#� S %# � (9%(#� !; ��# "#$�#4 (#� !; � -$��� G% ��#,3
��# (9%-$��� !; G *,)9 #) %V S *( )#,!�#) %V G[S] %
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� �� ���
���� ������
1 -$��� G *( �, JCK\>�EL ^>EBA *; *�( "#$�* #(  �, %# �9� *, � !,#-�!-!,#  !$$#(�!,)#, # 	*�� � ;�'*&V F!; *,�#$"�&( !, ��# $#�& &*,# (9 � ���� �	! "#$�* #( �$# �)�� #,� *, G *; �,) !,&V *; ��#*$  !$$#(�!,)*,-
*,�#$"�&( *,�#$(# �% F *(  �&&#) �, JCK\>@\�KJ=C H=F\L ;!$G u�v% �,�#$"�& -$���( 3,) ���&* ��*!,( *, -#,#�* (3
'!&# 9&�$ %*!&!-V3 �$ ��#!&!-V3 �,) (�!$�-# *,;!$'��*!, $#�$*#"�& u�Ev% �,�#$"�& -$���( ;!$' �, *'�!$��,�
 &�(( !; �#$;# � -$���( u�Ev �,) '�,V �$!%&#'( ���� �$# ��- !'�&#�# !, �$%*�$�$V -$���( �$# (�!	, �!
�)'*� �!&V,!'*�& �*'# �&-!$*��'( !, ��*(  &�(( u�3 �E3 WFv% ��#  &�(( !; *,�#$"�& -$���( *( A\>\FJKE>�3
���� *(3 #"#$V *,)9 #) (9%-$��� !; �, *,�#$"�& -$��� G *( �&(! �, *,�#$"�& -$���% 0# (���# ��# ;!&&!	*,-
,9'%#$*,- ;!$ ��# "#$�* #( !; �, *,�#$"�& -$��� �$!�!(#) *, uDFv%
�rssi ����� O�EHELJC^EH ECF �EC^EC ����T � PA\ �\>KJ�\@ =Z EC� JCK\>�EL ^>EBA G �EC I\ CYHI\>\F
�JKA JCK\̂ \>@ 1, . . . , |V (G)|

@Y�A KAEK JZ
i < j < k ECF ik ∈ E(G)

KA\C jk ∈ E(G)
�

1( (�!	, *, uDFv3 ��# ,9'%#$*,- !; �#''� �E%�3 	�* � $#(9&�( ;$!' ,9'%#$*,- ��# *,�#$"�&( �;�#$ (!$�*,-��#' !, ��#*$ $*-�� #,)( u�v3  �, %# !%��*,#) *, &*,#�$ �*'#3 ���� *(3 O(m + n)
�*'#% 1, !$)#$*,- !; ��#

"#$�* #( �  !$)*,- �! ��*( ,9'%#$*,- *( ;!9,) �! %# w9*�# 9(#;9& *, (!&"*,- '�,V �$!%&#'( !, *,�#$"�&
-$���( u�3 DFv% ��$!9-�!9� ��#  ����#$3 ��# "#$�#4 ,9'%#$#) 	*�� i 	*&& %# )#,!�#) %V vi

3 1 ≤ i ≤ n 3
�,) (9 � �, !$)#$*,- 	*&& %# )#,!�#) %V π % 0# (�V ���� vi < vj

*; i < j 3 1 ≤ i, j ≤ n %

	�
�
� ���
���� ������ ��� ��
 	�� �����
�
�#� G %# �, *,�#$"�& -$��� 	*�� "#$�#4 (#� V (G) �,) #)-# (#� E(G)3 T %# � (#�  !,��*,*,- � (*,-&# "#$�#4
!; V (G)3 �,) &#� PT (G) %# � '*,*'9' 1-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ !; G 	*�� $#(�# � �! T !; (*�# λT (G)8!$ λT ;!$ (�!$�9� $# �&& ���� ��# (*�# !; PT (G) *( ��# ,9'%#$ !; ����( *�  !,��*,(% ��# "#$�#4 %#&!,-*,- �!
��# (#� T *(  �&&#) K\>HJCEL "#$�#43 �,) ��# (#� T *(  �&&#) ��# K\>HJCEL @\K !; G3 	�*&# ��!(# !; V (G)−T
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*-9$# �E%C5 �����������	 
�� �
������ 
�� ������� ��� 
�� ����	� 
������
��� P, P1, P2 ∈ PT (G[S])�

�$#  �&&#) C=C�K\>HJCEL => Z>\\ "#$�* #(% ��9(3 ��# (#� PT (G)
 !,��*,( �	! �V�#( !; ����(3 	�* � 	#  �&&

K\>HJCEL �,) C=C�K\>HJCEL => Z>\\ ����(5 � K\>HJCEL BEKA Pt
*( � ���� ��"*,- ��# �#$'*,�& "#$�#4 �( �,

#,)�!*,� �,) � C=C�K\>HJCEL => Z>\\ BEKA Pf
*( � ���� ��"*,- %!�� *�( #,)�!*,�( *, V (G) − T % ��# (#�

!; ��# ,!,-�#$'*,�& ����( *, � '*,*'9' ��: !; ��# -$��� G *( )#,!�#) %V N 3 	�*&# T )#,!�#( ��# (#�
 !,��*,*,- ��# �#$'*,�& ����% :&#�$&V3 |T | = 1 �,) λT = |N |+ 1 %�9$ �&-!$*��' ;!$  !'�9�*,- � ��: !; �, *,�#$"�& -$��� *( %�(#) !, � -$##)V �$*, *�&#3 "*(*�*,- ��#
"#$�* #( �  !$)*,- �! ��# !$)#$*,- π = (v1, v2, . . . , vk, . . . , vn)3 �,) 9(#( ��$## !�#$��*!,( !, ��# ����( !;
� ��: !; G[S] 3 	�#$# S = {v1, v2, . . . , vk}

3 1 ≤ k < n % ��#(# ��$## !�#$��*!,(3 ,�'#&V �������3 ������
�,) ������ !�#$��*!,(3 �$# )#( $*%#) %#&!	 �,) �$# *&&9(�$��#) *, 
*-% �E%C%

◦ ������� !�#$��*!,5 �#� vi
%# � ;$## #,)�!*,� !; � ���� P !; PT (G[S]) �,) &#� vk+1

%# � ;$## !$
� �#$'*,�& "#$�#4 (9 � ���� vk+1

(##( vi
% 0# (�V ���� 	# �=CC\�K "#$�#4 vk+1

�! ��# ���� P 3 !$3
#w9*"�&#,�&V3 �! ��# "#$�#4 vi

3 *; 	# #4�#,) ��# ���� P %V �))*,- �, #)-# 	�* � �!*,( "#$�#4 vk+1
	*�� "#$�#4 vi

%

◦ ������ !�#$��*!,5 �#� P = (. . . , vi, vj , . . .)
3 i 6= j 3 i, j ∈ [1, k] 3 %# � ���� !; PT (G[S]) �,) &#� vk+1%# � ;$## "#$�#4 (9 � ���� vk+1

(##( vi
�,) vj

% 0# (�V ���� 	# JC@\>K "#$�#4 vk+1
*,�! P 3 *; 	#

$#�&� # ��# ���� P 	*�� ��# ���� P ′ = (. . . , vi, vk+1, vj , . . .)
%

◦ ������ !�#$��*!,5 �#� P1
�,) P2

%# �	! ����( !; PT (G[S]) �,) &#� vk+1
%# � ;$## "#$�#4 ���� (##(

�� &#�(� !,# ;$## #,)�!*,� !; P1
�,) �� &#�(� !,# !; P2

% 0# (�V ���� 	# I>JF^\ ��# �	! ����( P1
�,)

P2
9(*,- "#$�#4 vk+1

*; 	#  !,,# � vk+1
	*�� � ;$## #,)�!*,� !; P1

�,) � ;$## #,)�!*,� !; P2
%

�#� P %# � ���� !; PT (G) �,) &#� vi
�,) vj

%# *�( #,)�!*,�(% 0# (�V ���� vi
*( ��# &#;� 8$#(�% $*-��9

#,)�!*,� !; ��# ���� �,) vj
*( ��# $*-�� 8$#(�% &#;�9 #,)�!*,� !; ��# ���� *; vi < vj

8$#(�% vj < vi
9%

��$!9-�!9� ��#  ����#$3 � �$*"*�& ���� 8*%#% � ����  !,(*(�*,- !; !,# "#$�#49 *(  !,(*)#$#) �! ��"# �	!
#,)�!*,�(3 	�*&# � �$*"*�& ����  !,(*(�*,- !; ��# �#$'*,�& "#$�#4 u ∈ T *(  !,(*)#$#) �! ��"# !,# �#$'*,�&
#,)�!*,� �,) !,# ;$## #,)�!*,�%

�#� G %# �, *,�#$"�& -$��� !, n "#$�* #( �,) &#� PT (G) %# � '*,*'9' ��: !; (*�# λT % 7*, # �
�$*"*�& ���� *(  !,(*)#$#) �! ��"# �	! #,)�!*,�(3 ��# ,9'%#$ !; #,)�!*,�( *, PT (G) *( 2λT

% 
!$ #� �
"#$�#4 vi

	# )#,!�# %V d(vi)
��# ,9'%#$ !; ,#*-�%!$( !; vi

*, PT (G)� ���� *(3 d(vi) ∈ {0, 1, 2}
% 0#  �&&

F��=CC\�KJ�JK� !; PT (G)
��# (9' !; d(v1), d(v2), . . . , d(vn)% �� *( #�(V �! (## ���� ∑n

i=1 d(vi) = 2(n− λT )%:&#�$&V3 �,V '*,*'9' ��: PT (G)
��( )- !,,# �*"*�V #w9�& �! 2(n− λT )%

��a



	�
� ��
 ���������
0# ,#4� �$#(#,� �, �&-!$*��' ;!$ ��# ��: �$!%&#' !, *,�#$"�& -$���(% �9$ �&-!$*��' ��+#( �( *,�9� �,
*,�#$"�& -$��� G !, n "#$�* #( �,) m #)-#( �,) � (#� T = {u}

 !,��*,*,- ��# �#$'*,�& "#$�#4 u ∈ V (G)3
�,)  !'�9�#( � '*,*'9' ��: PT (G) !; G *, O(n2)

�*'#� *� *( %�(#) !, � -$##)V �$*, *�&# �! #4�#,)
� ���� !; � '*,*'9' ��: 9(*,- !�#$��*!,( !, ��# &#;� �,) $*-�� #,)�!*,�( !; *�( ����( �,) �$!�#$�*#(
!; ��# -$��� G[{v1, v2, . . . , vi} − {u}]

3 1 ≤ i ≤ n % 0# �!*,� !9� ����3 *; � "#$�#4 (##( ��# �	! #,)�!*,�(
!; !,&V !,# ,!,-�#$'*,�& ���� P 3 *� *(  !,,# �#) �! ��# &#;� #,)�!*,� !; ��# ���� P % 
9$��#$'!$#3 ;!$
#� � "#$�#4 vi

3 1 ≤ i < j 3 	# )#,!�# %V ε(j)i

��# ,9'%#$ !; #,)�!*,�( vκ
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( *,

PT (G[v1, . . . , vj ])
	*�� *,)#4 κ ∈ (i, j] % 0# �&(! )#3,# ε(i)i = 0 �,) ε(i)0 = λT (G[v1, . . . , vi])

3 1 ≤ i ≤ n %

#;!$# )#( $*%*,- !9$ �&-!$*��'3 	# (�!	 ����3 *; λT (G) *( ��# (*�# !; � '*,*'9' ��: !; G 	*��

$#(�# � �! T = {vt}
��#, ��# (*�# !; � '*,*'9' ��: !; G− {vt}

*( #*��#$ λT (G) !$ λT (G)− 1 %
�rssi ����� �\K

G I\ EC JCK\>�EL ^>EBA ECF λT (G) I\ KA\ @JN\ =Z E HJCJHYH �[G =Z G �JKA >\@B\�K
K= T = {vt}

� PA\ @JN\ =Z E HJCJHYH [G =Z G− {vt}
J@ \JKA\> λT (G) => λT (G)− 1

�

������ 79��!(# ���� ��# (*�# !; � '*,*'9' �: !; G−{vt}
*( �� &#�(� λT (G)+1 % 7*, # � �#$'*,�& "#$�#4

 �,,!� )# $#�(# ��# (*�# !; � '*,*'9' ��:3 	# ��"# λT (G) ≥ λT (G−{vt})
% ��9(3 λT (G) ≥ λT (G)+1 3

�  !,�$�)* �*!,% 79��!(# ,!	 ���� ��# (*�# !; � '*,*'9' �: PT (G − {vt})
!; G − {vt}

*( �� '!(�
λT (G) − 2 % ��#,3 �))*,- � �$*"*�& ����  !,��*,*,- "#$�#4 vt

�! PT (G − {vt})
$#(9&�( �! � ��: !; G !;

(*�# λT (G)− 1 3 �  !,�$�)* �*!,%

��# �&-!$*��' 	!$+( �( ;!&&!	(5

�q�nlmjks �moms�s ���
�oh�j� �, *,�#$"�& -$��� G !, n "#$�* #( �,) m #)-#( �,) � "#$�#4 u ∈ V (G)�

��jh�j� � '*,*'9' ��: PT (G) !; ��# *,�#$"�& -$��� G�

�% :!,(�$9 � ��# !$)#$*,- π !; ��# "#$�* #( !; G�

C% .4# 9�# ��# (9%$!9�*,# process(π)� ��# '*,*'9' ��: PT (G) *( ��# (#� !; ����( $#�9$,#) %V ��#
(9%$!9�*,#�

1&-!$*��' F5 1&-!$*��' 2*,*'9' ��:

	�#$# ��# )#( $*��*!, !; ��# (9%$!9�*,# process(π) *( �$#(#,�#) %#&!	%
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�
G�

λT = 1� PλT
= (v1)

� ε
(1)
0 = 1�

p`
1 = v1

� pr
1 = v1

� {	�� ��� 	 ��� ����	 �������	� �� 	�� ��	� PλT
}

! ) i = 2 " n � 
�

�! i 6= t "��#
◦ �! N ′(vi) 6= ∅ %#� ε

(i−1)
j−1 ≥ 2 "��# {N ′(vi)�{vj ∈ N(vi) : j < i}� vj

�� 	�� ��� 	���	 �������� ��

vi ∈ N ′(vi)}
�! �� ����� ��
 ����
���� ��� ���� 
������� "��# �)����� λT = λT − 1�
��&� {ε

(i−1)
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� vf �
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�! ��
����
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PT (G[{v1, . . . , vi−1} − {vt}])
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λT − 1
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$ ##�$" vi
�
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�� ����
��� 
�

PT (G[{v1, . . . , vi−1} − {vt}])
� $ ##�$" vt

�

vi

�
λT = λT − 1�

��&�,�! flag = 0 %#� ��
����
{v1, . . . , vi−1} − {vt}
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�

λT

�����
"��#

flag = 1�
�! ��
����
{v1 , . . . , vi}

� ������� � ���
PT (G[{v1, . . . , vi}])


�
λT − 1

����� "��#
flag = 0� λT = λT − 1�

��&� $ ##�$" �)�%��
◦ �! N ′(vi) 6= ∅ %#� ε

(i−1)
j−1 = 1 %#� ��� ����
���

vf , j ≤ f ≤ i − 1
� �� � ���� 
����* "��#

�! vi
���� �� �������� 
����* vs "��# $ ##�$" �)�%��

��&� $ ##�$" vi
�
 ��� �����
�� ���� ����
����

◦ �! N ′(vi) = ∅  ) ε
(i−1)
j−1 = 0  ) 


ε
(i−1)
j−1 = 1 %#� ��� ����
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vt, j ≤ t ≤ i − 1
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�! vi
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�! vsva
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va
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vsva


�
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�

vb
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vj
�

��&� #�� 
%"�� λT = λT + 1�
��&�,�! vt ∈ N(vi)

%#� flag = 1 "��#
�)�%� vt
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� ��� ����� $ ##�$" vi
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vt
� λT = λT + 1�

��&� λT = λT + 1� PλT
= (vi)

�
�#��!�

�
�! i = t "��#
�! ε

(i−1)
j−1 ≥ 1 "��# $ ##�$" vi

�
 ��� �����
�� ����
��� 
�
PT (G[{v1, . . . , vi−1}])

�
��&� λT = λT + 1� PλT

= (vi)
�

�#��!�
! ) k = 0 " i � �
�%"� ε

(i)
k

� �
�%"� �#�
 �#"&�
�#�! )�
PT (G) = {P1, . . . , PλT

}�

0# ,#4� )#( $*%# ��# !�#$��*!, ������ *, )#��*&% �!�# ���� *, '!(�  �(#( 	# %$*)-# �	! ����( ����
��"# ��# &#;�'!(� ;$## #,)�!*,�(% 79��!(# ���� 	�#, "#$�#4 vi

*( �$! #((#) *� (##( �� &#�(� !,# ;$##
#,)�!*,� !; � ,!,-�#$'*,�& ���� P1

3 (�V3 vj
3 �,) �� &#�(� ��# ;$## #,)�!*,� !; ��# �#$'*,�& ���� P2

3 (�V3
v`

3 �,) %!�� #,)�!*,�( !; � ,!,-�#$'*,�& ���� P3
3 (�V3 vr

�,) vs
% �#� vz

3 vt
�,) vr

%# ��# &#;� #,)�!*,�(
�,) vj

3 v`
�,) vs

%# ��# $*-�� #,)�!*,�( !; ��# ����( P1
3 P2

�,) P3
3 $#(�# �*"#&V% ��#$# #4*(� ��$##
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*-9$# �E%b5 �&&9(�$��*,- (!'#  �(#( !; ��# %$*)-# !�#$��*!,%

 �(#( 	�#$#3 *, !$)#$ �! !%��*, ��# '�4*'9' �!((*%&# "�&9# ;!$ #"#$V ε(j)i
3 	# )! ,!� %$*)-# �	! ����(

��$!9-� ��# &#;�'!(� ;$## #,)�!*,�( 8(## 
*-% �E%b8�9-8 99% �, ��#(# ��$##  �(#( ��# %$*)-# !�#$��*!, 	!$+(
�( ;!&&!	(5
8�9 vz < vj < vt < v` < vr < vs

5 	# %$*)-# P1
�,) P3

��$!9-� vz
8!$3 vj

*; vz /∈ N(vi)
9 �,) vr

%
8%9 vz < vt < v` < vj < vr < vs

5 *; vz /∈ N(vi)
	# %$*)-# P2

�,) P3
��$!9-� v`

�,) vr
� !��#$	*(#3 	#

%$*)-# P1
�,) P2

��$!9-� vz
�,) v`

%
8 9 vz < vt < vj < v` < vr < vs

5 	# %$*)-# P1
�,) P3

��$!9-� vz
8!$3 vj

*; vz /∈ N(vi)
9 �,) vr

%

79��!(# ,!	 ���� P1
*( � ,!,-�#$'*,�& ���� ��"*,- vz

�,) vj
�( *�( &#;� �,) $*-�� #,)�!*,�(3 $#(�# -�*"#&V3 P2

*( ��# �#$'*,�& ���� 	*�� &#;� #,)�!*,� vt
�,) $*-�� #,)�!*,� v`

% 1&(!3 &#� P3
%# � ,!,-�#$'*,�&

���� 	*�� &#;� �,) $*-�� #,)�!*,�( vr
�,) vs

3 $#(�# �*"#&V3 �,) P4
� ,!,-�#$'*,�& ���� 	*�� &#;� �,) $*-��

#,)�!*,�( vf
�,) vg

3 $#(�# �*"#&V 8(## 
*-% �E%b8)9-8#99% 0# )*(�*,-9*(� ��# ;!&&!	*,- �	!  �(#(5
8)9 vz < vj < vt < vr < v` < vs < vf < vg

5 *; vz ∈ N(vi)
!$ vj ∈ N(vi)

	# %$*)-# ����( P1
�,) P3��$!9-� vz

8vj
*; vz /∈ N(vi)

9 �,) vr
% �; v` ∈ N(vi) �,) vr /∈ N(vi)

	# %$*)-# P2
�,) P4

��$!9-�
v`

�,) vf
%

8#9 vz < vj < vt < vr < vs < v` < vf < vg
5 *; vz ∈ N(vi)

!$ vj ∈ N(vi)
	# %$*)-# ����( P1

�,) P3��$!9-� vi
8vj

*; vz /∈ N(vi)
9 �,) vr

� !��#$	*(#3 	# %$*)-# P3
�,) P4

��$!9-� vr
8vs

*; vr /∈ N(vi)
9

�,) vf
%


*-9$# �E%b �$#(#,�(  �(#( 8�9-8#9% 79��!(# ���� 	# ��"# ��# �	! ����( P2
�,) P3

!;  �(# 8#9 �,) "#$�#4 vi(##( %!�� vr
�,) vs

3 ���� *(3 P2 = (vt, . . . , va, vb, vc, . . . , v`) �,) P3 = (vr , . . . , vs)
3 	�#$# va < vs < vb

�,)
vs < vc

% ��#,3 ��# %$*)-# !�#$��*!,  !,(�$9 �( ��# ���� P = (vt, . . . , va, vb, vs, . . . , vr, vi, vc, . . . , v`)
% 79�-

�!(# ,!	 ���� 	# ��"# ��# �	! ����( P1
�,) P2

!;  �(# 8 9 �,) "#$�#4 vi
(##( �&& "#$�* #(	*�� *,)#4 -$#��#$

!$ #w9�& �! z 3 ���� *(3 P1 = (vz, . . . , vj) �,) P2 = (vt, . . . , va, vb, vc, . . . , v`)
3 	�#$# va < vj < vb

�,) vj <

vc
% ��#,3 ��# %$*)-# !�#$��*!,  !,(�$9 �( ��# ���� P = (vt, . . . , va, vb, vj , . . . , vz , vi, vc, . . . , v`)

% 79��!(#���� ��#$# #4*(� �	! ����( P2
�,) P3

�( *,  �(# 8)9 �,) "#$�#4 vi
(##( �&& "#$�* #(	*�� *,)#4 k 3 d ≤ k 3	�#$#

r < d ≤ ` 3 ���� *(3 P2 = (vt, . . . , va, vb, vc, . . . , v`) �,) P3 = (vr, . . . , vs)
3 	�#$# va < vr < vb

�,) vr < vc
%

���



P

��� ���
vr

�� �
vs

� � �
vt

� ��
v`

�� �
vj

�� �
vi

=⇒
P1�� �

vr

� � �
vs

� ��
P2

vt

���
v`

�� �
vj

� � �
vi

��� ���
vr

�� �
P

vt

� � �
v`

� ��
vs

�� �
vj

�� �
vi

=⇒

P1
�� �

vr

� � �
P2

vt

� ��
v`

���
vs

�� �
vj

� � �
vi

P�	
 ���
v`

�� �
vt

� � �
vs

� ��
vr

�� �
vj

�� �
vi

=⇒
P2�� �

v`

� � �
vt

� ��
vs

P1 ���
vr

�� �
vj

� � �
vi


*-9$# �E%�5 �&&9(�$��*,- (!'#  �(#( !; ��# ,#	 ���� !�#$��*!,%

�; d < c
��#, ��# %$*)-# !�#$��*!,  !,(�$9 �( ��# ���� P = (vt, . . . , va, vb, vr, . . . , vs, vi, vc, . . . , v`)

�

!��#$	*(#3 *�  !,(�$9 �( ��# ���� P = (vt, . . . , va, vb, vr, . . . , vs, vi, v`, . . . , vc)
% �; ��#$# #4*(� �	! ����-

( P1
�,) P2

�( *,  �(# 8%9 �,) "#$�#4 vi
(##( �&& "#$�* #( 	*�� *,)#4 -$#��#$ !$ #w9�& �! z 3 ���� *(3

P1 = (vz , . . . , va, vb, vc, . . . , vj) �,) P2 = (vt, . . . , v`)
3 	�#$# va < v` < vb

�,) v` < vc
3 ��#, ��#

%$*)-# !�#$��*!,  !,(�$9 �( ��# ���� P = (vt, . . . , v`, vb, va, . . . , vz , vi, vc, . . . , vj)
3 *; c < j 3 !$ ��# ����

P = (vt, . . . , v`, vb, va, . . . , vz , vi, vj , . . . , vc)
3 *; j < c %0# ,#4� )#( $*%# ��# !�#$��*!, ��� 
	�� 	�* �  $#��#( � ,#	 ���� 	�#, ��# "#$�#4 vi

*( �$! #((#)%
��#$# #4*(� ��$##  �(#( 	�#$# !�#$��*!, ,#	 ����  $#��#( � ,#	 ,!,-�$*"*�& ���� 	�*&# *, �&& !��#$
 �(#( *�  $#��#( � ,#	 �$*"*�& ����% 79��!(# ���� vi

(##( �, *,�#$,�& "#$�#4 vj
%#&!,-*,- �! � ����

P = (vs, . . . , vr, vj , v`, . . . , vt) (9 � ���� vr < vs < vt < v` < vj
% 0# $#'!"# ��# #)-# vjv`

;$!'
P �,) 	# !%��*, P1 = (vs, . . . , vr, vj) �,) P2 = (vt, . . . , v`)

% ��#,3 	#  !,,# � vi
�! vj

% ��#  �(#
	�#$# vjvs ∈ E(G) �,) vjvr /∈ E(G) *( (*'*&�$% �; vi

(##( �, *,�#$,�& "#$�#4 vj
%#&!,-*,- �! � ����

P = (vr , . . . , vs, vj , v`, . . . , vt) (9 � ���� vr < vt < v` < vs < vj
3 	# $#'!"# ��# #)-# vsvj

;$!' P �,) 	#
!%��*, P1 = (vr, . . . , vs) �,) P2 = (vt, . . . , v`, vj)

% ��#,3 	#  !,,# � vi
�! vj

% 79��!(# ,!	 ���� vi
(##(

�, *,�#$,�& "#$�#4 vj
%#&!,-*,- �! � ���� P = (v`, . . . , vs, vj , vr, . . . , vt) (9 � ���� v` < vt < vs < vr < vj

%
0# $#'!"# ��# #)-# vjvr

;$!' P �,) 	# !%��*, P1 = (v`, . . . , vs, vj) �,) P2 = (vt, . . . , vr)
% ��#,3 	#

 !,,# � vi
�! vj

% ��# �%!"#  �(#(3 	�#$# ��# !�#$��*!, ,#	 ����  $#��#( � ,#	 ,!,-�$*"*�& ����3 �$#
)#( $*%#) %#&!	5
8�9 vr < vs < vt < v` < vj

5 0#  $#��# ����( P1 = (vs, . . . , vr, vj , vi) �,) P2 = (vt, . . . , v`)
% ��#  �(#

	�#$# vjvs ∈ E(G) �,) vjvr /∈ E(G) *( (*'*&�$%
8%9 vr < vt < v` < vs < vj

5 0#  $#��# ����( P1 = (vr , . . . , vs) �,) P2 = (vt, . . . , v`, vj , vi)
%

8 9 v` < vt < vs < vr < vj
5 0#  $#��# ����( P1 = (v`, . . . , vs, vj , vi) �,) P2 = (vt, . . . , vr)

%

�!�# ����3 ��# $*-��'!(� #,)�!*,� !; � ���� *, PT (G[{v1, . . . , vi−1}])
*( vt

�,)3 ��9(3 ε(i−1)
t = 0 % ��#

��: PT (G) !; ��# -$��� G *, #� � !; ��# �%!"#  �(#(  !,��*,( �	! ,#	 #,)�!*,�(3 "#$�* #( vi
�,) vk′

(9 � ���� t < k′ �
��9(3 ε(i)t = 2 % 
*-9$# �E%� �$#(#,�( ��# �%!"#  �(#(%

��# !�#$��*!, ������� ���	� *( (*'*&�$ �! ��# !�#$��*!, ,#	 ����% 7�# *3 �&&V3 (9��!(# ���� *, ��#
�%!"#  �(#( 8�9-8 9 ��#$# #4*(�( � ���� P = (va, . . . , vb) (9 � ���� vj < va < vb < vi

% ��#,3 ��# !�#$��*!,
 !,,# � %$#�+ 	!$+( (*'*&�$&V �! ��# !�#$��*!, ,#	 ����� ��# !,&V )*�#$#, # *( ���� vi

*( �&(!  !,,# �#)
�! va

%

�CE



:!, #$,*,- ��# !$)#$*,- !; ��# #,)�!*,�( !; ��# ����( !; ��# ��:  !,(�$9 �#) %V 1&-!$*��' 2*,*-
'9' ��:3 	# �$!"# ��# ;!&&!	*,- &#''�%
�rssi ����� �\K

G I\ EC JCK\>�EL ^>EBA �JKA C= K\>HJCEL �\>K\�� �\K Ps � 1 ≤ s ≤ λT � I\ E BEKA JC
KA\ �[GPT (G) =Z KA\ ^>EBA G �=C@K>Y�K\F I� �L^=>JKAH �JCJHYH �[G ECF L\K

vi
ECF vj

I\ KA\ L\Z K ECF
>J^AK \CFB=JCK@ =Z Ps � >\@B\�KJ�\L�� PA\C� KA\>\ J@ C= BEKA Pt ∈ PT (G)� 1 ≤ t ≤ λT � t 6= s� @Y�A KAEK
vi < vt < vj

=> vi < v` < vj � �
A\>\ vk

ECF v`
E>\ KA\ L\Z K ECF >J^AK \CFB=JCK@ =Z Pt � >\@B\�KJ�\L��

������ �#� Ps
3 1 ≤ s ≤ λT

%# � ���� *, ��# ��: PT (G)
 !,(�$9 �#) %V 1&-!$*��' 2*,*'9' ��: �,)

&#� vi
�,) vj

%# *�( &#;� �,) $*-�� #,)�!*,�(3 $#(�# �*"#&V% �#� Pt ∈ PT (G)3 1 ≤ t ≤ λT
3 t 6= s 3 �,)

&#� vk
�,) v`

%# *�( &#;� �,) $*-�� #,)�!*,�(3 $#(�# �*"#&V% 79��!(# ���� vi < vk < vj
% 7*, # vi

�,) vj�$# ��# #,)�!*,�( !; Ps
�,) vi < vk < vj

3 ��# ���� Ps
 !,��*,( �� &#�(� !,# #)-#3 (�V3 vavb

3 (9 � ����
va < vk < vb

% :&#�$&V3 "#$�* #( va
�,) vb

�$# ;$## "#$�* #(% 7*, # vavb ∈ E(G)3 	# �&(! ��"# vkvb ∈ E(G)%��#,3 �  !$)*,- �! 1&-!$*��' 2*,*'9' ��:3	�#, "#$�#4 vb
*( �$! #((#)3 "#$�#4 vk

*( �, #,)�!*,� !; ��#
���� Pt

3 �,)3 ��9(3 vb
%$*)-#( ��# ����( Ps

�,) Pt
��$!9-� "#$�* #( va

�,) vk
3 �  !,�$�)* �*!,% 7*'*&�$&V3

	#  �, �$!"# ���� v` < vi
!$ v` > vj

%
	(*,- (*'*&�$ �$-9'#,�( 	#  �, �$!"# ��# ;!&&!	*,- &#''�5

�rssi ����� �\K
G I\ EC JCK\>�EL ^>EBA �=CKEJCJC^ E K\>HJCEL �\>K\�� �\K Ps � 1 ≤ s ≤ λT � I\ E C=C�K\>HJCEL BEKA JC KA\ �[G PT (G) =Z KA\ ^>EBA G �=C@K>Y�K\F I� �L^=>JKAH �JCJHYH �[G ECF L\K

vi
ECF

vj
I\ KA\ L\Z K ECF >J^AK \CFB=JCK@ =Z Ps � >\@B\�KJ�\L�� PA\C� KA\>\ J@ C= C=C�K\>HJCEL BEKA Pt ∈ PT (G)�

1 ≤ t ≤ λT � t 6= s� @Y�A KAEK vi < vk < vj
=> vi < v` < vj � �

A\>\ vk
ECF v`

E>\ KA\ L\Z K ECF >J^AK \CFB=JCK@
=Z Pt � >\@B\�KJ�\L��

	�
� ����
���
�� ��� ���
 �����
����
�#� G %# �, *,�#$"�& -$��� !, n "#$�* #( �,) m #)-#( �,) &#� T %# � (9%(#� !; V (G)

 !,��*,*,- �
(*,-&# "#$�#4% �, !$)#$ �! �$!"# ��#  !$$# �,#(( !; 1&-!$*��' 2*,*'9' ��:3 	# 9(# *,)9 �*!, !, n %0# �&(! �$!"# � �$!�#$�V !; ��# '*,*'9' ��: PT (G) !; G  !,(�$9 �#) %V !9$ �&-!$*��'5 1&-!$*��'
2*,*'9' ��:  !'�9�#( � '*,*'9' ��: PT (G) !; ��# -$��� G ��"*,- ε(n)

i
#,)�!*,�( vκ

%#&!,-*,- �!
)*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ ∈ (i, n] 3 1 ≤ i ≤ n 3 (9 � ���� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' ��: P ′

T (G)
��"*,-

ε
′(n)
i

#,)�!*,�( vκ′
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (i, n] (9 � ���� ε′(n)

i > ε
(n)
i

3 1 ≤ i < % 3
	�#$# % *( ��# *,)#4 !; ��# $*-��'!(� #,)�!*,� !; � ���� *, PT (G)% 
9$��#$'!$#3 !,# !; ��# ;!&&!	*,-
�!&)(5
8*9 ε′(n)

i ≤ ε
(n)
i

3 % ≤ i ≤ n 3 !$8**9 *; ε′(n)
i = ε

(n)
i + 1 3 % ≤ i < %′ �,) ε′(n)

i = ε
(n)
i

3 %′ ≤ i ≤ n 3 	�#$# %′ *( ��# *,)#4 !; ��# $*-��'!(�
#,)�!*,� !; � ���� *, P ′

T (G)3 ��#, ��#$# #4*(�( � "#$�#4 vz
(9 � ���� ε(n)

z > ε
′(n)
z

3 1 ≤ z < % �,) ��#$#
#4*(�( ,! "#$�#4 vz′

3 1 ≤ z′ < % 3 (9 � ���� ε′(n)
z′ > ε

(n)
z′

%
/# �&& ���� � �$*"*�& ���� ��( �	! #,)�!*,�( ����  !*, *)#% �#, #3 	# �$!"# ��# ;!&&!	*,- ��#!$#'%
�krnlrs ����� �\K

G I\ EC JCK\>�EL ^>EBA =C n �\>KJ�\@ ECF m \F^\@ ECF L\K
v ∈ V (G)

� �L^=>JKAH
�JCJHYH �[G �=HBYK\@ E HJCJHYH �[G PT (G) =Z KA\ ^>EBA G AE�JC^ ε(n)

i

\CFB=JCK@ vκ
I\L=C^JC^ K=

FJ�\>\CK BEKA@ �JKA JCF\� κ ∈ (i, n]� 1 ≤ i ≤ n� @Y�A KAEK KA\>\ J@ C= =KA\> HJCJHYH �[G P ′
T (G)

AE�JC^
ε
′(n)
i

\CFB=JCK@ vκ′
I\L=C^JC^ K= FJ�\>\CK BEKA@ �JKA JCF\� κ′ ∈ (i, n]

@Y�A KAEK ε′(n)
i > ε

(n)
i

� 1 ≤ i < %�
�A\>\ % J@ KA\ JCF\� =Z KA\ >J^AKH=@K \CFB=JCK =Z E BEKA JC PT (G)

� �Y>KA\>H=>\� =C\ =Z KA\ Z =LL=�JC^
A=LF@�

OJT ε′(n)
i ≤ ε

(n)
i

� % ≤ i ≤ n� =>

�C�



OJJT JZ
ε
′(n)
i = ε

(n)
i + 1� % ≤ i < %′ ECF ε′(n)

i = ε
(n)
i

� %′ ≤ i ≤ n� �A\>\ %′ J@ KA\ JCF\� =Z KA\ >J^AKH=@K
\CFB=JCK =Z E BEKA JC P ′

T (G)� KA\C KA\>\ \�J@K@ E �\>K\� vz

@Y�A KAEK ε(n)
z > ε

′(n)
z � 1 ≤ z < % ECF

KA\>\ \�J@K@ C= �\>K\� vz′ � 1 ≤ z′ < %� @Y�A KAEK ε′(n)
z′ > ε

(n)
z′

�

������ 0# 9(# *,)9 �*!, !, n % ��# %�(*( n = 1 *( �$*"*�&% 1((9'# ���� 1&-!$*��' 2*,*'9' ��:
 !'�9�#( � '*,*'9' ��: PT (G[S]) !; #"#$V *,�#$"�& -$��� G[S] 3 S = {v1, v2, . . . , vn−1}

3 	*�� �� '!(�
n−1 "#$�* #( ��"*,- ε(n−1)

i
#,)�!*,�( vκ

%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����(	*�� *,)#4 κ ∈ (i, n−1] 3 1 ≤ i ≤ n−1 3
(9 � ���� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' ��: P ′

T (G[S])
��"*,- ε′(n−1)

i
#,)�!*,�( vκ′

%#&!,-*,- �! )*�#$#,�
����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (i, n−1] (9 � ���� ε′(n−1)

i > ε
(n−1)
i

3 1 ≤ i < d3 	�#$# d *( ��# *,)#4 !; ��# $*-��'!(�
#,)�!*,� !; � ���� *, PT (G[S])% 
9$��#$'!$#3 !,# !; ��# ;!&&!	*,- �!&)(5

8*9 ε′(n−1)
i ≤ ε

(n−1)
i

3 d ≤ i ≤ n− 1 3 !$
8**9 *; ε′(n−1)

i = ε
(n−1)
i + 1 3 d ≤ i < d′ �,) ε′(n−1)

i = ε
(n−1)
i

3 d′ ≤ i ≤ n− 1 3 	�#$# d′ *( ��# *,)#4 !; ��#
$*-��'!(� #,)�!*,� !; � ���� *, P ′

T (G[S])3 ��#, ��#$# #4*(�( � "#$�#4 vq
(9 � ���� ε(n−1)

q > ε
′(n−1)
q

3
1 ≤ q < d �,) ��#$# #4*(�( ,! "#$�#4 vq′

3 1 ≤ q′ < d3 (9 � ���� ε′(n−1)
q′ > ε

(n−1)
q′

%
�#� λT (G[S]) %# ��# (*�# !; PT (G[S])% 0# (�!	 ���� ��# �&-!$*��'  !'�9�#( � '*,*'9' ��: PT (G) !;
��# -$��� G ��"*,- ε(n)

i
#,)�!*,�( vκ

%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ ∈ (i, n] 3 1 ≤ i ≤ n 3 (9 ����� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' ��: P ′
T (G)

��"*,- ε′(n)
i

#,)�!*,�( vκ′
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*��

*,)#4 κ′ ∈ (i, n] (9 � ���� ε′(n)
i > ε

(n)
i

3 1 ≤ i < % 3 	�#$# % *( ��# *,)#4 !; ��# $*-��'!(� #,)�!*,� !; �
���� *, PT (G)% 
9$��#$'!$#3 !,# !; ��# ;!&&!	*,- �!&)(5

8*9 ε′(n)
i ≤ ε

(n)
i

3 % ≤ i ≤ n 3 !$
8**9 *; ε′(n)

i = ε
(n)
i + 1 3 % ≤ i < %′ �,) ε′(n)

i = ε
(n)
i

3 %′ ≤ i ≤ n 3 	�#$# %′ *( ��# *,)#4 !; ��# $*-��'!(�
#,)�!*,� !; � ���� *, P ′

T (G)3 ��#, ��#$# #4*(�( � "#$�#4 vz
(9 � ���� ε(n)

z > ε
′(n)
z

3 1 ≤ z < % �,)
��#$# #4*(�( ,! "#$�#4 vz′

3 1 ≤ z′ < % 3 (9 � ���� ε′(n)
z′ > ε

(n)
z′

%

�i
r �� �#$�#4 vn
*( ,!� ��# �#$'*,�& "#$�#4% �#� λT (G) %# ��# (*�# !; PT (G)% :&#�$&V3 ��# (*�#

λ′T (G) !; � '*,*'9' ��: !; G *( #w9�& �! λT (G[S]) − 1 !$ λT (G[S]) !$ λT (G[S]) + 1 % 0# )*(�*,-9*(���# ;!&&!	*,-  �(#(5
Case A.1

� 0�#, ��# �&-!$*��' �$! #((#( "#$�#4 vn
3 *� 9(#( vn

�! %$*)-# �	! ����( 8!�#$��*!, %$*)-#93
���� *(3 λT (G) = λT (G[S])− 1 �  !,(#w9#,�&V3 PT (G) *( � '*,*'9' ��: !; G3 ���� *(3 λ′T (G) = λT (G)%

GE@\ ����E5 79��!(# ���� ε′(n−1)
i ≤ ε

(n−1)
i

3 d ≤ i ≤ n − 1 % 0# (�!	 ���� ��# �&-!$*��'  !'�9�#( �
'*,*'9' ��: PT (G) !; ��# -$��� G ��"*,- ε(n)

i
#,)�!*,�( vκ

%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4
κ ∈ (i, n] 3 1 ≤ i ≤ n 3 (9 � ���� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' ��: P ′

T (G)
��"*,- ε

′(n)
i

#,)�!*,�( vκ′%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (i, n] (9 � ���� ε′(n)
i > ε

(n)
i

3 1 ≤ i ≤ n % :&#�$&V3 "#$�#4 vn
*(

�, *,�#$,�& "#$�#4 !; � ���� *, �,V !��#$ '*,*'9' ��: P ′
T (G)3 !��#$	*(# $#'!"*,- *� ;$!' P ′

T (G) 	!9&)$#(9&� �! � ��: !; G[S] !; (*�# ≤ λT (G[S]) − 1 3 �  !,�$�)* �*!,% 1((9'# ���� ��#$# #4*(�( � '*,*'9'
��:P ′

T (G)
��"*,- �, *,)#43 (�V3 k−1 3 ;!$ 	�* � 	# ��"# ε′(n)

k−1
#,)�!*,�( vκ′

%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����(
	*�� *,)#4 κ′ ∈ (k − 1, n] (9 � ���� ε′(n)

k−1 > ε
(n)
k−1

% 79��!(# ���� ε′(n)
k−1 − ε

(n)
k−1 = 1 % �!�# ���� ε(n)

1 ≥ ε
′(n)
1

%
�,)##)3 &#� P ′

T (G) %# � '*,*'9' ��: !; G ��"*,- ε′(n)
1 = ε

(n)
1 + 1 #,)�!*,�( vκ′

%#&!,-*,- �! )*�#$#,�
����( 	*�� *,)#4 κ′ > 1 % 79��!(# ���� "#$�#4 v1 *( �, *,�#$,�& "#$�#4 *, PT (G)% ��#,3 ��# �&-!$*��'
 !,(�$9 �( ε(n)

1
����( 	�*&# P ′

T (G)
 !,��*,( �� &#�(� ε(n)

1 + 1 ����(3 �  !,�$�)* �*!,% 79��!(# ���� "#$�#4
v1

*( �, #,)�!*,� *, PT (G)% �!�# ����3 �  !$)*,- �! ��# �&-!$*��'3 *; v1 ��( )#-$## -$#��#$ !$ #w9�&
�! !,#3 ��#, *� %#&!,-( �! � ����  !,��*,*,- '!$# ���, !,# "#$�#4% :!,(#w9#,�&V3 ��# !��#$ #,)�!*,�
!; ��# ����  !,��*,*,- v1 *( !,# !; ��# ε(n)

1
#,)�!*,�(3 �,)3 ��9(3 ��# �&-!$*��'  !,(�$9 �( ε(n)

1
����(

	�*&# P ′
T (G)

 !,��*,( �� &#�(� ε(n)
1 + 1 ����(3 �  !,�$�)* �*!,% 7*, # ε(n)

1 ≥ ε
′(n)
1

��#$# #4*(�( � "#$�#4 vj
3

�CC



1 ≤ j < k − 1 3 (9 � ���� ε(n)
j = ε

′(n)
j

% ��*( *'�&*#( ���� "#$�#4 vj+1
*( ��# $*-�� #,)�!*,� !; � ���� P*, ��# '*,*'9' ��: PT (G)

 !,(�$9 �#) %V ��# �&-!$*��'% 0*��!9� &!(( !; -#,#$�&*�V3 	# �((9'# ����
ε
′(n)
i = ε

(n)
i + 1 3 j + 1 ≤ i < k − 1 %

�#� P ′ = (. . . , va, vn, vb, . . .)
%# ��# ���� !; P ′

T (G)
 !,��*,*,- "#$�#4 vn

% ��#,3 j+1 < a �,) j+1 < b %�,)##)3 (9��!(# ���� �� &#�(� !,# !; va
�,) vb

��( *,)#4 &#(( !$ #w9�& �! j + 1 3 (�V3 a < j + 1 % 7*, #
vavn ∈ E(G) 	# ��"# vj+1vn ∈ E(G)% �#� P = (. . . , vc, vn, vd, . . .)

%# ��# ���� !; PT (G)
 !,��*,*,-

"#$�#4 vn
% 79��!(# ���� vc < vj+1

�,) vd < vj+1
% ��#,3 )9# �! ��# *,)9 �*!, �V�!��#(*(3 %!�� !; ��#

#,)�!*,�( !; P ��"# *,)#4 -$#��#$ ���, j + 1 % �!	#"#$3 �  !$)*,- �! ��# �&-!$*��' 8!�#$��*!, %$*)-#93
(9 � �, !$)#$*,- !; ��# #,)�!*,�(  �,,!� #4*(�3 �  !,�$�)* �*!,% 79��!(# ���� vc > vj+1

�,) vd > vj+1
%

��#,3 )9# �! ��# *,)9 �*!, �V�!��#(*(3 �� &#�(� !,# !; ��# #,)�!*,�( !; P (�!9&) ��"# *,)#4 -$#��#$ ���,
j + 1 % 1-�*,3 �  !$)*,- �! ��# �&-!$*��' 8!�#$��*!, %$*)-#93 (9 � �, !$)#$*,- !; ��# #,)�!*,�(  �,,!�
#4*(�3 �  !,�$�)* �*!,% 79��!(# ,!	 ���� vc < vj+1

�,) vd > vj+1
% ��#,3 )9# �! ��# *,)9 �*!, �V�!��#(*(3

 !'�9�*,- � ��: !; G[S] 	# ��)  �(# 8#9 	�* � *( )#( $*%#) *, 7# �*!, b �,) vj+1 = vs
% �!	#"#$3 *,

��*(  �(#3 "#$�#4 vj+1
	!9&) ,!� %# ��# $*-�� #,)�!*,� !; � ���� *, PT (G[S])3 �  !,�$�)* �*!,%

:!,(#w9#,�&V3 j + 1 < a �,) j + 1 < b % ��#,3 %!�� #,)�!*,�( !; P ��"# *,)#4#( &#(( ���, j + 1 % ��*(
*'�&*#( ���� "#$�#4 vn

��( %$*)-#) �	! ,!,-�#$'*,�& ����( ;!$ 	�* � 	# ��"# �, #,)�!*,� !; !,# ����
%#�	##, ��# #,)�!*,�( !; ��# !��#$3 	�* � *( �  !,�$�)* �*!, �  !$)*,- �! �#''� �E%�%

:!,(#w9#,�&V3 	# ��"# (�!	, ���� ��#$# )!#( ,!� #4*(� � '*,*'9' ��: P ′
T (G)

��"*,- �, *,)#43 (�V3
k− 1 3 ;!$ 	�* � 	# ��"# ε′(n)

k−1
#,)�!*,�( vκ′

%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (k− 1, n] 3 	�#$#
ε
′(n)
k−1 > ε

(n)
k−1

%
:�(# �%%5 79��!(# ���� ε′(n−1)

i = ε
(n−1)
i + 1 3 d ≤ i < d′ �,) ε′(n−1)

i = ε
(n−1)
i

3 d′ ≤ i ≤ n − 1 3 	�#$#
d′ *( ��# *,)#4 !; ��# $*-��'!(� #,)�!*,� !; � ���� *, P ′

T (G[S])3 �,) ��#$# #4*(�( � "#$�#4 vq
(9 � ����

ε
(n−1)
q > ε

′(n−1)
q

3 1 ≤ q < d �,) ��#$# #4*(�( ,! "#$�#4 v′q 3 1 ≤ q′ < d3 (9 � ���� ε′(n−1)
q > ε

(n−1)
q

% 0#
(�!	 ���� ��# �&-!$*��'  !'�9�#( � '*,*'9' ��: PT (G) !; ��# -$��� G

��"*,- ε(n)
i

#,)�!*,�( vκ%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ ∈ (i, n] 3 1 ≤ i ≤ n 3 (9 � ���� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' ��:
P ′
T (G)

��"*,- ε′(n)
i

#,)�!*,�( vκ′
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (i, n] 3 1 ≤ i ≤ % 3 (9 � ����

ε
′(n)
i > ε

(n)
i

3 1 ≤ i < % 3 	�#$# % *( ��# *,)#4 !; ��# $*-��'!(� #,)�!*,� !; � ���� *, PT (G)% 
9$��#$'!$#3
!,# !; ��# ;!&&!	*,- �!&)(5

8*9 ε′(n)
i ≤ ε

(n)
i

3 % ≤ i ≤ n 3 !$
8**9 *; ε′(n)

i = ε
(n)
i + 1 3 % ≤ i < %′ �,) ε′(n)

i = ε
(n)
i

3 %′ ≤ i ≤ n 3 	�#$# %′ *( ��# *,)#4 !; ��# $*-��'!(�
#,)�!*,� !; � ���� *, P ′

T (G)3 ��#, ��#$# #4*(�( � "#$�#4 vz
(9 � ���� ε(n)

z > ε
′(n)
z

3 1 ≤ z < % �,)
��#$# #4*(�( ,! "#$�#4 v′z 3 1 ≤ z′ < % 3 (9 � ���� ε′(n)

z > ε
(n)
z

%
79��!(# ���� ��#$# #4*(�( � '*,*'9' ��: P ′

T (G) (9 � ���� ε(n)
% = ε

′(n)
% = 0 % ��#,3 (*'*&�$&V �!

:�(# 1%�%�3 	# (�!	 ���� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' ��: P ′
T (G) (9 � ���� ε′(n)

i > ε
(n)
i

3 1 ≤ i < n %
79��!(# ,!	 ���� ��#$# #4*(�( � '*,*'9' ��: P ′

T (G) (9 � ���� ε′(n)
i = ε

(n)
i + 1 3 % ≤ i < %′ �,)

ε
′(n)
i = ε

(n)
i

3 %′ ≤ i ≤ n 3 	�#$# %′ *( ��# *,)#4 !; ��# $*-��'!(� #,)�!*,� !; � ���� *, P ′
T (G)% 0# (�!	���� ��#$# #4*(�( � "#$�#4 vz

(9 � ���� ε(n)
z > ε

′(n)
z

3 1 ≤ z < % �,) ��#$# #4*(�( ,! "#$�#4 vz′
3 1 ≤ z′ < % 3

(9 � ���� ε′(n)
z′ > ε

(n)
z′

%
�!�# ����3 ��#$#  �,,!� #4*(� � '*,*'9' ��: P ′

T (G) (9 � ���� ε′(n)
i = ε

(n)
i + 2 3 % ≤ i < %′ % �,)##)3

(9��!(# ���� ��#$# #4*(�( � '*,*'9' ��: P ′
T (G) (9 � ���� ε′(n)

i = ε
(n)
i +2 3 % ≤ i < %′ % :!,(*)#$ ��#  �(#

	�#$# vn
%#&!,-( �! � ���� *, P ′

T (G) �,) *� *(  !,,# �#) �! "#$�* #( va′
�,) vb′

(9 � ���� % < a′ �,) % < b′ %��#,3 $#'!"*,- vn
;$!' P ′

T (G) 	# !%��*, � '*,*'9' ��: !; G[S] (9 � ���� ε′(n−1)
% = ε

′(n)
% +1 = ε

(n)
% +3!$ ε′(n−1)

% = ε
′(n)
% + 2 = ε

(n)
% + 4 % �; vn

%#&!,-( �! � ���� *, PT (G) �,) *� *(  !,,# �#) �! "#$�* #( va
�,)

vb
3 ��#, $#'!"*,- vn

;$!' PT (G) 	# !%��*, � '*,*'9' ��: !; G[S] (9 � ���� ε(n−1)
% ≤ ε

(n)
% + 2 % ��9(3

�Cb



��#$# #4*(� ��$## ����( *, PT (G) (9 � ���� ��#$# �$# ,! &#;� #,)�!*,�( %#�	##, ��#*$ $*-�� #,)�!*,�( *,
π 3 �  !,�$�)* �*!,% :!,(*)#$ ,!	 ��#  �(# 	�#$# vn

%#&!,-( �! � ���� *, P ′
T (G) �,) *� *(  !,,# �#) �!

"#$�* #( va′
�,) vb′

(9 � ���� % < a′ �,) % > b′ % ��#,3 vnv% ∈ E(G)% �!�# ���� vn
%#&!,-( �! � ���� P*, PT (G) �,) *� *(  !,,# �#) �! "#$�* #( va

�,) vb
(9 � ���� a < % �,) % < b % /#'!"*,- vn

;$!' PT (G)
(�!9&) $#(9&� �! � '*,*'9' ��: !; G[S] (9 � ���� ε(n−1)

% = ε
(n)
% + 1 % :!,(#w9#,�&V3 %!�� #,)�!*,�( !; P��"# *,)#4 &#(( ���, % 3 	�* � *'�&*#( ���� ��#$# #4*(�( � (�# *3 !$)#$*,- !; ��# #,)�!*,�( !; ��# ����( *,

PT (G[S])3 	�* �3 �  !$)*,- �! ��# �&-!$*��'3 *( ,!� �!((*%&#3 �  !,�$�)* �*!,% ��#  �(# 	�#$# vn
%#&!,-(

�! � ���� *, P ′
T (G) �,) *� *(  !,,# �#) �! "#$�* #( va′

�,) vb′
(9 � ���� % > a′ �,) % > b′ *( (*'*&�$%

	(*,- (*'*&�$ �$-9'#,�( 	*�� :�(# 1%�%�3 	# (�!	 ���� ��#$# #4*(�( ,! "#$�#4 vz′
3 1 ≤ z′ < % 3

(9 � ���� ε′(n)
z′ > ε

(n)
z′

% 79��!(# ���� ε(n)
i = ε

′(n)
i

3 1 ≤ i < % % �!�# ���� vn
%#&!,-( �! � ���� P =

(v`, . . . , va, vn, vb, . . . , vr) ∈ PT (G) (9 � ���� a > % �,) b > % % ��9(3 vn
%#&!,-( �! � ���� P ′ =

(v`′ , . . . , va′ , vn, vb′ , . . . , vr′) ∈ P ′
T (G) (9 � ���� a′ > % �,) b′ > % % �; 	# $#'!"# vn

;$!' P ′
T (G)

��#,
��#$# #4*(�( � "#$�#4 vz = vb′−1

(9 � ���� ε′(n−1)
z = ε

′(n)
z +1 % ��*( *'�&*#( ���� r′ > b′ % 
9$��#$'!$#3 *; 	#

$#'!"# vn
;$!' PT (G) �,) 	# !%��*, ε(n−1)

z = ε
(n)
z + 1 3 	�* � *'�&*#( ���� b = b′ 3 ��#, ε(n−1)

i = ε
′(n−1)
i

3
1 ≤ i < % 3 �  !,�$�)* �*!,% �; 	# $#'!"# vn

;$!' P ′
T (G) �,) 	# !%��*, ε(n−1)

z = ε
(n)
z + 2 3 ��#, ��#$#

#4*(�( � (�# *3 !$)#$*,- !; ��# #,)�!*,�( !; ��# ����( *, PT (G[S]) 	
�* �3 �  !$)*,- �! ��# �&-!$*��'3 *(

,!� �!((*%&#3 �  !,�$�)* �*!,% :!,(#w9#,�&V3 ��#$# #4*(�( � "#$�#4 vz
(9 � ���� ε(n)

z > ε
′(n)
z

3 1 ≤ z < % %
Case A.2

� 0�#, ��# �&-!$*��' �$! #((#( "#$�#4 vn
3 *�  !,(�$9 �( � ��: !; (*�# λT (G[S]) − 1 !;

PT (G[S] − vt)
!; G[S] − vt

3 	�#$# vt
*( ��# �#$'*,�& "#$�#43 �,) ��#,  !,,# �( ��# ���� (vt, vn)

�!
�, #4*(�*,- ����% ��*( !�#$��*!, *( �#$;!$'#) 	�#, "#$�#4 vn

(##( ��# #,)�!*,�( !; �� &#�(� !,# ,!,-
�#$'*,�& ����3 (�V P1 = (vr , . . . , vs)

3 ��# �#$'*,�& "#$�#4 vt
�,) ,! !��#$ #,)�!*,� !; ��# �#$'*,�& ����3

(�V3 P2 = (vt, . . . , v`)
% ��#,3 ��# �#$'*,�& ����3 P2

3 ��( ��# (�'# #,)�!*,�( �( *, PT (G[S])3 ��# "#$�* #(
!; P1

%# !'# *,�#$,�& "#$�* #( !; P2
3 	�*&# �&& ��# !��#$ ����( *, PT (G) $#'�*, ��# (�'# �( *, PT (G[S])%�� *( #�(V �! (## ���� ��#$# #4*(�( � ���� P *, PT (G[S] − vt)

��"*,- �, #,)�!*,�3 (�V3 vs′
3 	*�� *,)#4

-$#��#$ ���, t 3 �,) ��9(3 vs′ ∈ N(vn)% �!�# ���� 	�#, ��#  !,,# � !�#$��*!, *( �#$;!$'#)3 *� '�V 9(# �
"#$�#4 !; ��# �#$'*,�& ���� *, !$)#$ �! *, $#�(# ��# "�&9# !; �, ε(n−1)

i
3 1 ≤ i < n− 1 3 �,)3 *, ��*(  �(#3

ε
(n−1)
d < ε

′(n−1)
d

% ��#,3 ;!$ ��# #,)�!*,�( !; ��# �#$'*,�& ����3 (�V3 vt ∈ T �,) v`
3 	# ��"# vt < v`

%
:!,(#w9#,�&V3 (*, # "#$�#4 vn

(##( ��# #,)�!*,�( !; P1
3 ��# �#$'*,�& "#$�#4 vt

�,) ,! !��#$ #,)�!*,�
!; ��# �#$'*,�& ���� P2

3 *; !�#$��*!,  !,,# � 	�(  �&&#) �$#"*!9(&V3 *�  �,,!� ��"# 9(#) � "#$�#4 !; ��#
�#$'*,�& ���� �,)3 ��9(3 ε(n)

d < ε
′(n)
d

 �,,!� �!&)% :!,(#w9#,�&V3 ε′(n−1)
i ≤ ε

(n−1)
i

3 d ≤ i ≤ n− 1 %
��# �%!"# �$! #)9$# $#(9&�( �! � ��: !; G !; (*�# λT (G) = λT (G[S]) − 1 �  !,(#w9#,�&V3 PT (G) *( �

'*,*'9' ��: !; G3 ���� *(3 λ′T (G) = λT (G)%0# (�!	 ���� ��# �&-!$*��'  !'�9�#( � '*,*'9' ��: PT (G) !; ��# -$��� G ��"*,- ε(n)
i

#,)�!*,�(
vκ

%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ ∈ (i, n] 3 1 ≤ i ≤ n 3 (9 � ���� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9'
��: P ′

T (G)
��"*,- ε

′(n)
i

#,)�!*,�( vκ′
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (i, n] (9 � ����

ε
′(n)
i > ε

(n)
i

3 1 ≤ i ≤ n % :&#�$&V3 "#$�#4 vn
*( �, *,�#$,�& "#$�#4 !; � ���� *, �,V !��#$ '*,*'9'

��: P ′
T (G)3 !��#$	*(# $#'!"*,- *� ;$!' P ′

T (G) 	!9&) $#(9&� �! � ��: !; G[S] !; (*�# &#(( !$ #w9�& �!
λT (G[S]) − 1 3 �  !,�$�)* �*!,% 79��!(# ���� ��#$# #4*(�( � '*,*'9' ��: P ′

T (G)
��"*,- �, *,)#43 (�V3

k − 1 3 (9 � ���� ε′(n)
k−1 > ε

(n)
k−1

�,) 1 ≤ k − 1 < t − 1 % ��*( *'�&*#( ���� ε′(n)
k = ε

(n)
k

�,) ��#$# #4*(�(
� "#$�#4 vk′−1

(9 � ���� k′ − 1 < k − 1 �,) ε′(n)
k′−1 = ε

(n)
k′−1

% :&#�$&V3 vk′vn /∈ E(G)% /#'!"*,- vn
;$!'

P ′
T (G) $#(9&�( �! � '*,*'9' ��: !; G[S]

��"*,- �� &#�(� �	! ;$## ,#*-�%!$( !; vn
�( #,)�!*,�( %#&!,-*,-

�! )*�#$#,� ����(3 (�V3 vf
�,) vg

� (9��!(# ���� �� &#�(� !,# !; ��#' ��( *,)#4 -$#��#$ ���, k % ��#,3
ε
′(n−1)
k−1 > ε

(n−1)
k−1

3 �  !,�$�)* �*!,% ��9(3 vk′ < vf < vk
�,) vk′ < vg < vk

�,) ��# $*-�� #,)�!*,� !; ��#
���� ���� ��#V %#&!,-3 ��( �&(! *,)#4 &#(( ���, k % ��9(3 ε′(n−1)

k′ = ε
′(n)
k′ + 1 = ε

(n)
k′ + 1 + 1 = ε

(n−1)
k′ + 1 !$

ε
′(n−1)
k′ = ε

′(n)
k′ + 2 = ε

(n)
k′ + 1 + 2 = ε

(n−1)
k′ + 2 3 �  !,�$�)* �*!,% 79��!(# ,!	 ���� t ≤ k − 1 ≤ n % 7*, #

��#$#  �,,!� #4*(� � "#$�#4 v`
(9 � ���� 1 ≤ ` < t− 1 �,) ε′(n)

` > ε
(n)
`

3 ��#$# #4*(�( � "#$�#4 vk′−1
(9 ����� k′− 1 < k− 1 �,) ε′(n)

k′−1 = ε
(n)
k′−1

�,) t ≤ k′ % :&#�$&V3 vk′vn ∈ E(G)% �; vs
*( ��# $*-�� #,)�!*,� !; P1

3

�C�



��#, k− 1 < s �,) ��9( k′− 1 < s % �!	#"#$3 �  !$)*,- �! ��# �&-!$*��'3 ��#$#  �,,!� #4*(� �, #,)�!*,�
%#�	##, "#$�* #( vt

�,) vs
3 �  !,�$�)* �*!,%

Case A.3
� 0�#, ��# �&-!$*��' �$! #((#( "#$�#4 vn

3 *�  !,(�$9 �( � ��: !; (*�# λT (G[S]) !;
PT (G[S] − vt)

!; G[S] − vt
3 	�#$# vt

*( ��# �#$'*,�& "#$�#43 *�  !,,# �( vt
�! ��# &#;�'!(� &#;� #,)-

�!*,� *� (##(3 �,) *� 9(#( vn
�! %$*)-# �	! ����(% ��*( !�#$��*!, *( �#$;!$'#) 	�#, "#$�#4 vn

(##( ��#
#,)�!*,�( !; �� &#�(� !,# ,!,-�#$'*,�& ����3 (�V P1 = (vr, . . . , vs)

3 ��# �#$'*,�& "#$�#4 vt
!; ��# �#$'*,�&

����3 (�V3 P2 = (vt, vj , . . . , v`) �,) �, *,�#$,�& "#$�#4 vj
!; P2

3 �,) *� )!#( ,!� (## v`
% ��#,3 ��# �#$'*,�&

����3 P2
3 ��( ��# (�'# #,)�!*,�( �( *, PT (G[S])3 ��# "#$�* #( !; P1

%# !'# *,�#$,�& "#$�* #( !; P2
3

	�*&# �&& ��# !��#$ ����( $#'�*, ��# (�'#% /# �&& ����3 	�#, ��#  !,,# � !�#$��*!, *( �#$;!$'#)3 *� '�V
9(# � "#$�#4 !; ��# �#$'*,�& ���� *, !$)#$ �! *, $#�(# ��# "�&9# !; �, ε

(n−1)
i

3 1 ≤ i < n − 1 3 �,)3 *,��*(  �(#3 ε(n−1)
d < ε

′(n−1)
d

% ��#,3 ;!$ ��# #,)�!*,�( !; ��# �#$'*,�& ����3 (�V3 vt ∈ T �,) v`
3 	# ��"#

vt < v`
% :!,(#w9#,�&V3 (*, # "#$�#4 vn

(##( ��# #,)�!*,�( !; P1
3 ��# �#$'*,�& "#$�#4 vt

�,) ,!� v`
3 *;

!�#$��*!,  !,,# � 	�(  �&&#) �$#"*!9(&V3 *�  �,,!� ��"# 9(#) � "#$�#4 !; ��# �#$'*,�& ���� �,)3 ��9(3
ε
(n−1)
d < ε

′(n−1)
d

 �,,!� �!&)% :!,(#w9#,�&V3 ε′(n−1)
i ≤ ε

(n−1)
i

3 d ≤ i ≤ n− 1 %
:!,(*)#$ ��#  �(# 	�#$# "#$�#4 vn

(##( ��# #,)�!*,�( !; !,&V !,# ,!,-�#$'*,�& ����3 ���� *(3 !; P1
% �;

���&V*,- ��# �&-!$*��' �! G[S] − vt
$#(9&�( �! � ��: !; (*�# λT (G[S]) − 1

��#, *�  !,��*,( � ���� 	*��
!,# #,)�!*,� vk

(9 � ���� t < k % �,)##)3 (9��!(# ���� ��#$# )!#( ,!� #4*(� (9 � � ���� �,) P1
 !,(*(�(

!; '!$# ���, !,# "#$�#4% ��*( *'�&*#( ���� �&& "#$�* #( !; P1
��"# %$*)-#) �	! ����( �,) ��#$#;!$# 	#

!%��*, � ��: !; (*�# &#(( ���, λT (G[S]) − 1 3 �  !,�$�)* �*!,% 79��!(# ,!	 ���� ��# �&-!$*��' )!#( ,!�
 !,(�$9 � � ���� *, ��# ��: !; G[S]−vt

	*�� !,# #,)�!*,� vk
(9 � ���� t < k �,) &#� ��# ���� P1

 !,(*(�
!; !,# "#$�#43 (�V3 vk′

% ��*( *'�&*#( ���� "#$�#4 vk′

��( %$*)-#) �	! ����( �,) ��# (�'# �!&)( ;!$ #"#$V
"#$�#4 vi

3 t ≤ i ≤ n−1 % ��9(3 *; vk′
*( $#'!"#) ;$!' G[S]−vt

3 ��# �&-!$*��' 	!9&)  !,(�$9 � � '*,*'9'
��: !; (*�# λT (G[S])% 7*, # ��# (*�# !; PT (G[S])

 !,(�$9 �#) %V ��# �&-!$*��' *( λT (G[S])3 $#'!"*,- vt�,) vk′
$#(9&�( �! � ��: !; (*�# λT (G[S]) − 1 % :!,(#w9#,�&V3 vk′

 �,,!� %# 9(#) ;!$ %$*)-*,- �	! ����(
*, PT (G[S]− vt)

% ��*( *'�&*#( ���� ��# ��: !; G[S]− vt
 !,(�$9 �#) %V ��# �&-!$*��'  !,��*,( � ����

	*�� �, #,)�!*,� vk
(9 � ���� t < k % �� *( #�(V �! (## ���� *; "#$�#4 vn

(##( ��# #,)�!*,�( !; '!$# ���,
!,# ,!,-�#$'*,�& ����3 ���&V*,- ��# �&-!$*��' �! G[S]− vt

$#(9&�( �! � ��: !; (*�# λT (G[S])− 1
��"*,-

� ���� 	*�� !,# #,)�!*,� vk
(9 � ���� t < k %

��# �%!"# �$! #)9$# $#(9&�( �! � ��: !; G !; (*�# λT (G) = λT (G[S])− 1 �  !,(#w9#,�&V3 PT (G) *( �
'*,*'9' ��: !; G3 ���� *(3 λ′T (G) = λT (G)%

	(*,- (*'*&�$ �$-9'#,�( �( *, :�(# 1%C3	# (�!	 ���� ��# �&-!$*��'  !'�9�#( � '*,*'9' ��:PT (G)!; ��# -$��� G ��"*,- ε(n)
i

#,)�!*,�( vκ
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ ∈ (i, n] 3 1 ≤ i ≤ n 3

(9 � ���� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' ��: P ′
T (G)

��"*,- ε′(n)
i

#,)�!*,�( vκ′
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����(

	*�� *,)#4 κ′ ∈ (i, n] (9 � ���� ε′(n)
i > ε

(n)
i

3 1 ≤ i ≤ n %
Case A.4

� 0�#, ��# �&-!$*��' �$! #((#( "#$�#4 vn
3 *�  !,,# �( vn

�! � ����3 ���� *(3 λT (G) =

λT (G[S])% 79��!(# ���� ��#$# #4*(�( � ��: P ′
T (G) !; (*�# λT (G[S])− 1 3 ���� *(3 "#$�#4 vn

*( �, *,�#$,�&
"#$�#4 !; � ���� P *, P ′

T (G)% 0# )*(�*,-9*(� ��# ;!&&!	*,-  �(#(5
8*9 P = (vk, . . . , vr, vn, vs, . . . , v`)

% /#'!"*,- vn
;$!' P $#(9&�( �! � '*,*'9' ��: !; G[S]

��"*,-
�	! 8;$##9 ,#*-�%!$( !; vn

�( #,)�!*,�( %#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����(% 7*, # ��# �&-!$*��' )!#( ,!� 9(# vn�! %$*)-# �	! ����(3 ��#  !,(�$9 �#) '*,*'9' ��: !; G[S] )!#( ,!� ��"# �	! 8;$##9 ,#*-�%!$( !; vn
�(

#,)�!*,�( %#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����(% :!,(#w9#,�&V3 ��#$# *( � '*,*'9' ��: !; G[S] ;!$ 	�* � ��#$#
#4*(�( �, *,)#4 i (9 � ���� ε′(n)

i > ε
(n)
i

3 �  !,�$�)* �*!,%
8**9 P = (vt, vn, . . . , vb)

3 	�#$# vt
*( ��# �#$'*,�& "#$�#4% /#'!"*,- vn

�,) vt
;$!' P $#(9&�( �! �

'*,*'9' ��: !; G[S] !; (*�# λT (G[S])− 1 3 �  !,�$�)* �*!,% �,)##)3 (*, # ��# �&-!$*��' )!#( ,!� 9(# vn�! %$*)-# �	! ����(3 $#'!"*,- vt
;$!' G[S] $#(9&�( �! λT (G[S]) ����(%

:!,(#w9#,�&V3 ��#$# )!#( ,!� #4*(� � ��:P ′
T (G) !; (*�# λT (G[S])−1 3 �,)3 ��9(3 ��# ��:  !,(�$9 �#)

%V ��# �&-!$*��' *( '*,*'9'%
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GE@\ ����E5 79��!(# ���� ε′(n−1)
i ≤ ε

(n−1)
i

3 d ≤ i ≤ n − 1 % 0# (�!	 ���� ��# �&-!$*��'  !'�9�#( �
'*,*'9' ��: PT (G) !; ��# -$��� G ��"*,- ε(n)

i
#,)�!*,�( vκ

%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4
κ ∈ (i, n] 3 1 ≤ i ≤ n 3 (9 � ���� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' ��: P ′

T (G)
��"*,- ε

′(n)
i

#,)�!*,�( vκ′%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (i, n] (9 � ���� ε′(n)
i > ε

(n)
i

3 1 ≤ i < % % 
9$��#$'!$#3 !,# !;
��# ;!&&!	*,- �!&)(5

8*9 ε′(n)
i ≤ ε

(n)
i

3 % ≤ i ≤ n 3 !$
8**9 *; ε′(n)

i = ε
(n)
i + 1 3 % ≤ i < %′ �,) ε′(n)

i = ε
(n)
i

3 %′ ≤ i ≤ n
��#, ��#$# #4*(�( � "#$�#4 vz

(9 � ����
ε
(n)
z > ε

′(n)
z

3 1 ≤ z < % �,) ��#$# #4*(�( ,! "#$�#4 vz′
3 1 ≤ z′ < % 3 (9 � ���� ε′(n)

z′ > ε
(n)
z′

%
79��!(# ���� vn

*( ,!� �, #,)�!*,� *, PT (G)� &#� P = (. . . , va, vn, vb, . . .)
% 1  !$)*,- �! !�#$��*!,

 !,,# �3 	# %$#�+ ��# �#$'*,�& ���� !; PT (G[S])3 	�* � ��( ��# �#$'*,�& "#$�#43 vt
3 �( *�( $*-�� #,)�!*,�%

�!�# ���� ��# �#$'*,�& "#$�#4 *( ��# (# !,) $*-��'!(� #,)�!*,� *, PT (G[S]) 8(## 7# �*!, b9% ��# (# !,)
$*-��'!(� #,)�!*,� !; PT (G)

��( *,)#4 -$#��#$ ���, t 3 �,) vt
%# !'#( � &#;� #,)�!*,� !; � ���� *, PT (G)%1((9'# ���� ��#$# #4*(�( � '*,*'9' ��: P ′

T (G)
��"*,- �, *,)#43 (�V3 k − 1 3 ;!$ 	�* � 	# ��"# ε′(n)

k−1#,)�!*,�( vκ′
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (k − 1, n] 3 	�#$# ε′(n)

k−1 > ε
(n)
k−1

% 7*'*&�$&V3 �!
:�(# 1%�3 ��#$# #4*(�( � "#$�#4 vj

3 1 ≤ j < k − 1 3 (9 � ���� ε(n)
j = ε

′(n)
j

%
79��!(# ���� vn

*( �, #,)�!*,� !; � ���� P ′ = (vn, va′ , . . .) ∈ P ′
T (G)% ��#,3 (*, # %′ = n 3 ε′(n)

i =

ε
(n)
i + 1 3 % ≤ i ≤ n % �!�# ����3 ��#$#  �,,!� #4*(� � '*,*'9' ��: P ′

T (G) (9 � ���� ε′(n)
i = ε

(n)
i + 2 3

% ≤ i ≤ n % �,)##)3 (9��!(# ���� ��#$# #4*(�( � '*,*'9' ��:P ′
T (G) (9 � ���� ε′(n)

i = ε
(n)
i +2 3 % ≤ i ≤ n %�; 	# $#'!"# vn

;$!' P ′
T (G) 	# !%��*, ε′(n−1)

% = ε
′(n)
%

!$ ε′(n−1)
% = ε

′(n)
% − 1 % �!	#"#$3 ε′(n)

% = ε
(n)
% + 2

�,) ε
(n)
% = ε

(n−1)
% = 0 3 �  !,�$�)* �*!,% 1  !$)*,- �! ��#  !,,# � !�#$��*!,3 vnvj+1 /∈ E(G)3 ��9(

va′ > vj+1
% �; 	# $#'!"# vn

;$!' P ′
T (G) 	# !%��*, ε′(n−1)

j+1 = ε
′(n)
j+1 = ε

(n)
j+1 + 1 % �!	#"#$3 ε(n)

j+1 = ε
(n−1)
j+1!$ ε(n)

j+1 = ε
(n−1)
j+1 + 1 3 �  !,�$�)* �*!,% :!,(#w9#,�&V3 ��#$# #4*(�( ,! "#$�#4 vz′

3 1 ≤ z′ < % 3 (9 �
���� ε′(n)

z′ > ε
(n)
z′

% 79��!(# ���� ε′(n)
i = ε

(n)
i

3 1 ≤ i < % % �#� vr
%# ��# ,#	 #,)�!*,�  $#��#) %V ��#

 !,,# � !�#$��*!,% 1-�*,3 (*, # vnvr−1 /∈ E(G)3 va′ > vr−1
�,) *; 	# $#'!"# vn

;$!' P ′
T (G) 	# !%��*,

ε
′(n−1)
r−1 = ε

′(n)
r−1 = ε

(n)
r−1

% �!	#"#$3 ε(n)
r−1 = ε

(n−1)
r−1 + 1 3 �  !,�$�)* �*!,% :!,(#w9#,�&V3 *; ε′(n)

i = ε
(n)
i + 1 3

% ≤ i < %′ �,) ε′(n)
i = ε

(n)
i

3 %′ ≤ i ≤ n
��#, ��#$# #4*(�( � "#$�#4 vz

(9 � ���� ε(n)
z > ε

′(n)
z

3 1 ≤ z < %
�,) ��#$# #4*(�( ,! "#$�#4 vz′

3 1 ≤ z′ < % 3 (9 � ���� ε′(n)
z′ > ε

(n)
z′

% 79��!(# ���� ��# (# !,) $*-��'!(�
#,)�!*,� *, PT (G)3 (�V3 vf

3 ��( *,)#4 &#(( ���, ��# (# !,) $*-��'!(� #,)�!*,� *, P ′
T (G)3 (�V3 vf ′

3 ����
*(3 vf < vf ′

% ��#,3 ε(n−1)
f−1 = ε

(n)
f−1 − 1 = ε

′(n)
f−1 − 2 �,) ε′(n−1)

f−1 = ε
′(n)
f−1 − 1 3 �  !,�$�)* �*!,%

79��!(# ���� vn
*( ,!� �, #,)�!*,� *, P ′

T (G)� &#� P ′ = (. . . , va′ , vn, vb′ , . . .)
% :&#�$&V3 !,# !; va′ , vb′*( � "#$�#4 ����  !9&) ,!� %# �, #,)�!*,� *, P ′

T (G)% 0# (�!	 ���� %′ ≤ % % 79��!(# ���� %′ > % % 7*, #
ε
(n−1)
% = ε

(n)
% = ε

′(n)
% − 1 = 0 3 ��#, 	# ��"# ε′(n−1)

% = ε
′(n)
% − 1 3 	�* � *'�&*#( ���� ��# ,#	 #,)�!*,�

*, P ′
T (G)

��( *,)#4 -$#��#$ ���, ��# ,#	 #,)�!*,�  $#��#) *, PT (G)3 �  !,�$�)* �*!,% �� *( #�(V �! (##
���� ��#$#  �,,!� #4*(� � � '*,*'9' ��: P ′

T (G)
��"*,- �, *,)#43 (�V3 k − 1 3 ;!$ 	�* � 	# ��"# ε′(n)

k−1#,)�!*,�( vκ′
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (k − 1, n] (9 � ���� ε′(n)

k−1 = ε
′(n−1)
k−1 + 2 % �#�

vt
%# ��# �#$'*,�& "#$�#4% 0# ��"# ε(n)

t−1 = ε
′(n−1)
t−1

% �� *( #�(V �! (## ���� ��#$#  �,,!� #4*(� � '*,*'9'
��: P ′

T (G)
��"*,- �, *,)#43 (�V3 k − 1 3 k − 1 ≤ t − 1 3 ;!$ 	�* � 	# ��"# ε′(n)

k−1
#,)�!*,�( vκ′

%#&!,-*,-
�! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (k − 1, n] 3 (9 � ���� ε′(n)

k−1 > ε
(n)
k−1

%
79��!(# ���� vn

*( ��# $*-�� #,)�!*,� !; � ���� P = (vn, va, . . .) ∈ PT (G)% ��#,3 ��#$#  �,,!� #4*(�
� '*,*'9' ��: P ′

T (G) (9 � ���� 1 = ε
(n)
%−1 < ε

′(n)
%−1

% 0# (�!	 ���� ��# �&-!$*��'  !'�9�#( � '*,*'9'
��: PT (G) !; ��# -$��� G ��"*,- ε(n)

i
#,)�!*,�( vκ

%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ ∈ (i, n] 3
1 ≤ i ≤ n 3 (9 � ���� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' ��: P ′

T (G)
��"*,- ε′(n)

i
#,)�!*,�( vκ′

%#&!,-*,- �!
)*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (i, n] (9 � ���� ε′(n)

i > ε
(n)
i

3 1 ≤ i ≤ n % 1((9'# ���� ��#$# #4*(�( �
'*,*'9' ��: P ′

T (G)
��"*,- �, *,)#43 (�V3 k − 1 3 ;!$ 	�* � 	# ��"# ε′(n)

k−1
#,)�!*,�( vκ′

%#&!,-*,- �!

�Ca



)*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (k − 1, n] 3 	�#$# ε′(n)
k−1 > ε

(n)
k−1

% 7*'*&�$&V3 �! :�(# �3 ��#$# #4*(�( � "#$�#4
vj

3 1 ≤ j < k − 1 3 (9 � ���� ε(n)
j = ε

′(n)
j

%
79��!(# ���� vn

*( �, #,)�!*,� !; � ���� P ′ = (vn, va′ , . . .) ∈ P ′
T (G)% �!�# ���� *; va′ < vj+1

3 ��#,
vj+1vn ∈ E(G) �,) vk

(�!9&) %# ��# �#$'*,�& "#$�#4 %#&!,-*,- �! � ,!,-�$*"*�& ����3 !��#$	*(# PT (G)
	!9&) ,!� %# '*,*'9'% ��9(3 *; vj+1

*( ,!� ��# �#$'*,�& "#$�#43 va < vj+1
!$ va = vj+1

% ��#,3 *; 	#
$#'!"# vn

;$!' P ′
T (G) �,) PT (G)3 	# !%��*, ε(n−1)

j+1 = ε
(n)
j+1 − 1 = ε

′(n)
j+1 − 2 �,) ε′(n−1)

j+1 = ε
′(n)
j+1 − 1 � ��9(3

ε
(n−1)
j+1 = ε

′(n−1)
j+1 −1 3 �  !,�$�)* �*!,% �, ��# !��#$ ��,)3 *; va′ > vj+1

3 ��#,3 *; 	# $#'!"# vn
;$!' PT (G)

�,) P ′
T (G)3 	# !%��*, ε(n−1)

j+1 = ε
(n)
j+1 − 1 = ε

′(n)
j+1 − 2 !$ ε(n−1)

j+1 = ε
(n)
j+1 = ε

′(n)
j+1 − 1 % 1&(!3 ε′(n−1)

j+1 = ε
′(n)
j+1

�

��9(3 ε(n−1)
j+1 = ε

′(n−1)
j+1 − 1 3 �  !,�$�)* �*!,%

79��!(# ���� vn
*( ,!� �, #,)�!*,� *, P ′

T (G)� &#� P ′ = (. . . , va′ , vn, vb′ , . . .)
% �; va′vb′ ∈ E(G)

��#, *;
	# $#'!"# vn

;$!' P ′
T (G) �,) P ′

T (G)3	# !%��*, ε(n−1)
j+1 = ε

(n)
j+1−1 = ε

′(n)
j+1−2 !$ ε(n−1)

j+1 = ε
(n)
j+1 = ε

′(n)
j+1−1 %

1&(!3 ε′(n−1)
j+1 = ε

′(n)
j+1

� ��9(3 ε(n−1)
j+1 = ε

′(n−1)
j+1 − 1 3 �  !,�$�)* �*!,% :!,(#w9#,�&V3 va′vb′ /∈ E(G)� �!	#"#$3

	# ��"# (�!	, ���� vn
%# !'#( �, #,)�!*,� *, PT (G) !,&V 	�#, � ,#	 $*-�� #,)�!*,�  �,,!� %#  $#��#)

%V '�+*,- vn
�, *,�#$,�& "#$�#43 �  !,�$�)* �*!,%

GE@\ ����I5 79��!(# ���� ε′(n−1)
i = ε

(n−1)
i + 1 3 d ≤ i < d′ �,) ε′(n−1)

i = ε
(n−1)
i

3 d′ ≤ i ≤ n − 1 �,)
��#$# #4*(�( � "#$�#4 vq

(9 � ���� ε(n−1)
q > ε

′(n−1)
q

3 1 ≤ q < d �,) ��#$# #4*(�( ,! "#$�#4 vq′
3 1 ≤ q′ < d3

(9 � ���� ε′(n−1)
q′ > ε

(n−1)
q′

% 0# (�!	 ���� ��# �&-!$*��'  !'�9�#( � '*,*'9' ��: PT (G) !; ��# -$���
G

��"*,- ε(n)
i

#,)�!*,�( vκ
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ ∈ (i, n] 3 1 ≤ i ≤ n 3 (9 � ����

��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' ��: P ′
T (G)

��"*,- ε′(n)
i

#,)�!*,�( vκ′
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4

κ′ ∈ (i, n] (9 � ���� ε′(n)
i > ε

(n)
i

3 1 ≤ i ≤ n %
1((9'# ���� ��#$# #4*(�( � '*,*'9' ��: P ′

T (G)
��"*,- �, *,)#43 (�V3 k− 1 3 ;!$ 	�* � 	# ��"# ε′(n)

k−1#,)�!*,�( vκ′
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (k − 1, n] 3 	�#$# ε′(n)

k−1 > ε
(n)
k−1

% 7*'*&�$&V3 �!
:�(# 1%�3 ��#$# #4*(�( � "#$�#4 vj

3 1 ≤ j < k − 1 3 (9 � ���� ε(n)
j = ε

′(n)
j

% 	(*,- (*'*&�$ �$-9'#,�( �( *,
:�(# 1%�%�3 	# (�!	 ���� vn

*( �, #,)�!*,� !; � ���� P ′ = (vn, va′ , . . .) ∈ P ′
T (G) �,) ���� ��#$#  �,,!�

#4*(� � '*,*'9' ��: P ′
T (G)

��"*,- �, *,)#43 (�V3 k−1 3 ;!$ 	�* � 	# ��"# ε′(n)
k−1

#,)�!*,�( vκ′
%#&!,-*,-

�! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (k − 1, n] 3 	�#$# ε′(n)
k−1 > ε

(n)
k−1

%
Case A.5

� 0�#, ��# �&-!$*��' �$! #((#( "#$�#4 vn
3 *� *,(#$�( vn

*,�! � ����3 ���� *(3 λT (G) =

λT (G[S])% ��*( *'�&*#( ���� ∀i ≥ d 	# ��"# ε(n−1)
i ≤ 1 % 79��!(# ���� ��#$# #4*(�( � ��: P ′

T (G) !; (*�#
λT (G[S]) − 1 3 ���� *(3 "#$�#4 vn

*( �, *,�#$,�& "#$�#4 !; � ���� P *, P ′
T (G)% ��#,3 $#'!"*,- "#$�#4 vn;$!' P ′

T (G) $#(9&�( �! � ��: !; G[S] !; (*�# λT (G[S])3 �,)3 ��9(3 '*,*'9'3 (9 � ���� ��#$# #4*(�( �,
*,)#4 i 3 i ≥ d3 ;!$ 	�* � ε′(n−1)

i = 2 3 �  !,�$�)* �*!,%
:!,(#w9#,�&V3 ��#$# )!#( ,!� #4*(� � ��:P ′

T (G) !; (*�# λT (G[S])−1 3 �,)3 ��9(3 ��# ��:  !,(�$9 �#)
%V ��# �&-!$*��' *( '*,*'9'%

GE@\ ��S�E5 79��!(# ���� ε′(n−1)
i ≤ ε

(n−1)
i

3 d ≤ i ≤ n − 1 % 0# (�!	 ���� ��# �&-!$*��'  !'�9�#( �
'*,*'9' ��: PT (G) !; ��# -$��� G ��"*,- ε(n)

i
#,)�!*,�( vκ

%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4
κ ∈ (i, n] 3 1 ≤ i ≤ n 3 (9 � ���� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' ��: P ′

T (G)
��"*,- ε

′(n)
i

#,)�!*,�( vκ′%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (i, n] (9 � ���� ε′(n)
i > ε

(n)
i

3 1 ≤ i ≤ n %
1((9'# ���� ��#$# #4*(�( � '*,*'9' ��: P ′

T (G)
��"*,- �, *,)#43 (�V3 k− 1 3 ;!$ 	�* � 	# ��"# ε′(n)

k−1#,)�!*,�( vκ′
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (k − 1, n] 3 	�#$# ε′(n)

k−1 > ε
(n)
k−1

% 7*'*&�$&V3 �!
:�(# 1%�3 ��#$# #4*(�( � "#$�#4 vj

3 1 ≤ j < k − 1 3 (9 � ���� ε(n)
j = ε

′(n)
j

%
79��!(# ���� vn

*( �, #,)�!*,� !; � ���� P ′ = (vn, vt) ∈ P ′
T (G)3 (9 � ���� vt ∈ T

% ��#,3 vtvn ∈ E(G)
�,) ��# (*�# !; � '*,*'9' ��: !; G[S]− vt

*( λT (G)− 1 3 �  !,�$�)* �*!,%
79��!(# ���� vn

*( �, #,)�!*,� !; � ���� P ′ = (vn, va′ , . . . , vb′) ∈ P ′
T (G)3 (9 � ���� va′ /∈ T % ��#,3

$#'!"*,- "#$�#4 vn
;$!' P ′

T (G) $#(9&�( �! � ��: !; G[S] !; (*�# λT (G[S])3 �,)3 ��9(3 '*,*'9'3 (9 �

�CD



���� ��#$# #4*(�( �, *,)#4 i ;!$ 	�* � ε′(n−1)
i = 1 3 i ≥ d% ��#,3 d = d′ 3 	�* � *( #w9�& �! ��# *,)#4 !;

��# �#$'*,�& "#$�#43 �,) P ′ *( ��# �#$'*,�& ���� (9 � ���� *�( &#;� #,)�!*,� *, P ′
T (G[S])3 ���� *(3 "#$�#4

va′
3 ��( *,)#4 -$#��#$ ���, ��# *,)#4 !; ��# &#;� #,)�!*,� !; ��# �#$'*,�& ���� *, PT (G[S])% �!�# ����3

va′

 �,,!� %# �, #,)�!*,� *, P ′
T (G[S]) (*, # ε′(n−1)

i ≤ ε
(n−1)
i

3 d ≤ i ≤ n − 1 3 �,)3 ��9(3 � ��: !; G[S]��"*,- va′
�( �, #,)�!*,�  �,,!� %# '*,*'9'% �!	#"#$3 $#'!"*,- vn

;$!' P ′
T (G) $#(9&�( �! � ��: !;

G[S] !; (*�# λT (G[S])
��"*,- va′

�( �, #,)�!*,�3 �  !,�$�)* �*!,%
79��!(# ,!	 ���� vn

*( ,!� �, #,)�!*,� *, P ′
T (G)� &#� P ′ = (. . . , va′ , vn, vb′ , . . .)

% �; va′vb′ ∈ E(G)��#, *; 	# $#'!"# vn
;$!' P ′

T (G) �,) P ′
T (G)3 	# !%��*, ε(n−1)

k−1 = ε
(n)
k−1 = ε

′(n)
k−1 − 1 �,) ε′(n−1)

k−1 = ε
′(n)
k−1

3
�  !,�$�)* �*!,% :!,(#w9#,�&V3 va′vb′ /∈ E(G)% 79��!(# ���� ��# "�&9# !; )- !,,# �*"*�V !; PT (G[S]) *(
c � ��#, ��# "�&9# !; )- !,,# �*"*�V !; PT (G) *( c+ 2 % �!	#"#$3 ��#  !$$#(�!,)*,- "�&9# !; P ′

T (G) *( ,!�
*, $#�(#) %V "#$�* #( va′ , vn

�,) vb′
3 (*, # va′

�,) vb′
�$# *,�#$,�& "#$�* #( ,!� (9  #((*"# *,�! � ���� *, �

��: !; G[S] �,) ��#$# #4*(� �	! "#$�* #(  !,,# �#) �! va′
�,) vb′

*, PT (G[S])3 (�V3 vf
�,) vg

3 $#(�# �*"#&V3
;!$ 	�* � d(vf ) �,) d(vg) �$# $#)9 #)3 �,)3 ��9(3 ��#V $#)9 # ��# )- !,,# �*"*�V %V �	!% �, !$)#$ �!
!%��*, c + 2 ;!$ P ′

T (G)
��# "#$�* #( !; V (G) − {va′ , vb′ , vn}

'9(� *, $#�(# ��# )- !,,# �*"*�V %V �	!%
�!	#"#$3 ��# (*�# !; P ′

T (G) *( �&(! λT (G) �,) "#$�* #( va′ , vb′
�,) vn

�$# �&(! *,�#$,�& *, PT (G)% ��9(3
*, $#�(*,- ��# )- !,,# �*"*�V %V �	! *( ,!� �!((*%&# �,) 	# ��"# �  !,�$�)* �*!,% �!�# ���� vfvg /∈ E(G)�

!��#$	*(# 	# 	!9&) ��"# �&(! vnvf ∈ E(G) �,) vnvg ∈ E(G) �,) ��#$# 	!9&) #4*(� � ��: ��"*,- ��# (�'#
#,)�!*,�( �( P ′

T (G) �,)  !,��*,*,- � ���� P = (. . . , vf , vn, vg, . . .)
	*�� vfvg ∈ E(G)3 �  !,�$�)* �*!,%

GE@\ ��S�I5 79��!(# ���� ε′(n−1)
i = ε

(n−1)
i + 1 3 d ≤ i < d′ �,) ε′(n−1)

i = ε
(n−1)
i

3 d′ ≤ i ≤ n− 1 �,)
��#$# #4*(�( � "#$�#4 vq

(9 � ���� ε(n−1)
q > ε

′(n−1)
q

3 1 ≤ q < d �,) ��#$# #4*(�( ,! "#$�#4 vq′
3 1 ≤ q′ < d3

(9 � ���� ε′(n−1)
q′ > ε

(n−1)
q′

% 	(*,- (*'*&�$ �$-9'#,�( �( *, :�(# 1%�%� 	�#$# vn
*( ,!� �, #,)�!*,� *,

PT (G[S])3 	# (�!	 ���� ��# �&-!$*��'  !'�9�#( � '*,*'9' ��: PT (G) !; ��# -$��� G
��"*,- ε(n)

i#,)�!*,�( vκ
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ ∈ (i, n] 3 1 ≤ i ≤ n 3 (9 � ���� ��#$# *( ,! !��#$

'*,*'9' ��: P ′
T (G)

��"*,- ε′(n)
i

#,)�!*,�( vκ′
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (i, n] (9 �

���� ε′(n)
i > ε

(n)
i

3 1 ≤ i < % % 
9$��#$'!$#3 *; ε′(n)
i = ε

(n)
i + 1 3 % ≤ i < %′ �,) ε′(n)

i = ε
(n)
i

3 %′ ≤ i ≤ n ��#,
��#$# #4*(�( � "#$�#4 vz

(9 � ���� ε(n)
z > ε

′(n)
z

3 1 ≤ z < % �,) ��#$# #4*(�( ,! "#$�#4 vz′
3 1 ≤ z′ < % 3 (9 ����� ε′(n)

z′ > ε
(n)
z′

%
Case A.6

� 0�#, ��# �&-!$*��' �$! #((#( "#$�#4 vn
3 *�  $#��#( � ,#	 ���� ��"*,- "#$�#4 vn

�( �,
#,)�!*,�3 ���� *(3 λT (G) = λT (G[S]) + 1 % ��*( *'�&*#( ���� ∀i ≥ d 	# ��"# ε(n−1)

i ≤ 1 % 79��!(# ����
��#$# #4*(�( � ��: P ′

T (G) !; (*�# λT (G[S]) − 1 3 ���� *(3 "#$�#4 vn
*( �, *,�#$,�& "#$�#4 !; � ���� P *,

P ′
T (G)% ��#,3 $#'!"*,- "#$�#4 vn

;$!' P ′
T (G) $#(9&�( �! � ��: !; G[S] !; (*�# λT (G[S])3 �,)3 ��9(3

'*,*'9'3 (9 � ���� ��#$# #4*(�( �, *,)#4 i ;!$ 	�* � ε′(n−1)
i = 2 3 �  !,�$�)* �*!,%

79��!(# ,!	 ���� ��#$# #4*(�( � ��: P ′
T (G) !; (*�# λT (G[S])% �#� vn

%# �, #,)�!*,� !; � ���� P *,
P ′
T (G)% 0# )*(�*,-9*(� ��# ;!&&!	*,-  �(#(5

8*9 P = (vn, vr, . . . , vs)
% /#'!"*,- "#$�#4 vn

;$!' P ′
T (G) $#(9&�( �! � ��: !; G[S] !; (*�# λT (G[S])3

�,)3 ��9(3 '*,*'9'3 (9 � ���� ��#$# #4*(�( �, *,)#4 i ;!$ 	�* � ε′(n−1)
i = 1 3 i ≥ d% ��#,3 d = d′ 3 	�* �

*( #w9�& �! ��# *,)#4 !; ��# �#$'*,�& "#$�#43 �,) P *( ��# �#$'*,�& ���� (9 � ���� *�( &#;� #,)�!*,� *,
P ′
T (G[S])3 ���� *(3 "#$�#4 vr

3 ��( *,)#4 -$#��#$ ���, ��# *,)#4 !; ��# &#;� #,)�!*,� !; ��# �#$'*,�& ���� *,
PT (G[S])% �!�# ����3 vr

 �,,!� %# �, #,)�!*,� *, P ′
T (G[S]) (*, # ε′(n−1)

i ≤ ε
(n−1)
i

3 d ≤ i ≤ n− 1 3 �,)3��9(3 � ��: !; G[S]
��"*,- vr

�( �, #,)�!*,�  �,,!� %# '*,*'9'% �!	#"#$3 $#'!"*,- vn
;$!' P ′

T (G)$#(9&�( �! � ��: !; G[S] !; (*�# λT (G[S])
��"*,- vr

�( �, #,)�!*,�3 �  !,�$�)* �*!,%
8**9 P = (vt, vn)3 	�#$# vt

*( ��# �#$'*,�& "#$�#4% /#'!"*,- vn
�,) vt

;$!' P $#(9&�( �! � ��: !;
G[S]− vt

!; (*�# λT (G[S])−1 3 �  !,�$�)* �*!,% �,)##)3 (*, # ��# �&-!$*��' )!#( ,!� 9(# vn
�! %$*)-# �	!

����(3 $#'!"*,- vt
;$!' G[S] $#(9&�( �! λT (G[S]) ����(%

�!	 &#� vn
%# �, *,�#$,�& "#$�#4 !; � ���� P = (vr , . . . , vi, vn, vj , . . . , vs)

*, P ′
T (G)% 79��!(# ����

N(vn) > 0 8��#  �(# 	�#$# N(vn) = 0 *( �$*"*�&9 �,) vt /∈ N(vn)3 	�#$# vt
*( ��# �#$'*,�& "#$�#4% 7*, #

��# �&-!$*��'  !,(�$9 �( λT (G[S]) + 1 ����(3 �� &#�(� |N(vn)| − 1 ,#*-�%!$( !; vn
��"# %$*)-#) ����(

�CF



$#)9 *,- ��# (*�# !; ��# ��: �,) �� '!(� !,# !; ��#' 	�( *,(#$�#)� !��#$	*(# ��#$# 	!9&) #4*(� �� &#�(�
�	! (9  #((*"# ,#*-�%!$( *,�! � ���� !$ �� &#�(� !,# !; ��#' 	!9&) %# �, #,)�!*,�% 79��!(# ���� vi

�,)
vj

��"# %!�� %$*)-#) ����(% ��#,3 ���&V*,- ��# �&-!$*��' �! G−{vi, vj , vn}
	!9&) $#(9&� �! � '*,*'9'

��: !; G−{vi, vj , vn}
!; (*�# λT (G[S])+ 2 % �!	#"#$3 *; 	# $#'!"# "#$�* #( vi, vj

�,) vn
;$!' P ′

T (G) 	#!%��*, � ��: !; G− {vi, vj , vn}
!; (*�# λT (G[S]) + 1 3 �  !,�$�)* �*!,% 79��!(# ,!	 ���� vi

	�( *,(#$�#)
�,) vj

��( %$*)-#) ����(% 0# )*(�*,-9*(� ��# ;!&&!	*,-  �(#(5
8*9 j < i % :&#�$&V3 ���&V*,- ��# �&-!$*��' �! G′ = G − {vi, vn}

$#(9&�( �! � '*,*'9' ��: !; G′ !;
(*�# λT (G[S])% 
9$��#$'!$#3 ���&V*,- ��# �&-!$*��' �! G′ − {vj}

$#(9&�( �! � '*,*'9' ��: P ′′
1(G) !;

G′ − {vj}
!; (*�# λT (G[S]) + 1 (9 � ���� ,! ;$## ,#*-�%!$ !; vi

*( �, #,)�!*,� �,) *; vi
(##( ��# �#$'*,�&

"#$�#4 vt
3 *� *( ,!� � �$*"*�& ���� *, P ′′

1(G)% �,)##)3 �,V ,#*-�%!$ va
!; vi

(9 � ���� i < a < n
 �,,!� %#

�, #,)�!*,� *, P ′′
1(G) (*, # #"#$V "#$�#4 va

(9 � ���� i < a < n *( �&(! � ,#*-�%!$ !; vn
% �!�# ����3 t < j %


9$��#$'!$#3 (*, # vi
*( *,(#$�#)3 	�#, "#$�#4 vj+1

	�( �$! #((#)3 ,! ,#*-�%!$ !; vi
	�( �, #,)�!*,�

�,) *; vivt ∈ E(G) "#$�#4 vt
)!#( ,!� %#&!,- �! � �$*"*�& ����% �,)##)3 &#� vk ∈ N(vi)

%# �, #,)�!*,�
	�#, ��# �&-!$*��' �$! #((#( "#$�#4 vj+1

!$ vt
%#&!,-( �! � �$*"*�& ����% ��*( *'�&*#( ����3 	�#, 	#

���&V ��# �&-!$*��' �! G[S] 3 	# ��"# !,# ,#*-�%!$ !; vn
3 (�V3 v`

3 %$*)-*,- ��$!9-� "#$�#4 vk
!$ "#$�#4

vt
� ��#, vi

	!9&) %# *,(#$�#) ��$!9-� ��# #)-# vkv`
!$ vtv`

3 	�* � *( �  !,�$�)* �*!, (*, # ��*( $#(9&�( �!
�	! ,#*-�%!$( !; vn

%#*,- (9  #((*"#% 1))*�*!,�&&V3 ,! ,#*-�%!$ !; vi
%# !'#( �, #,)�!*,� �,) "#$�#4 vt)!#( ,!� %#&!,- �! � �$*"*�& ���� 9,�*& "#$�#4 vn−1

*( �$! #((#)3 (*, # �&& "#$�* #( 	*�� *,)#4 -$#��#$ ���,
j + 1 �$# ,#*-�%!$( !; vn

3 �,)3 ��9(3 ��#V �$# 9(#) �! %$*)-# ����( $#)9 *,- ��# (*�# !; ��# ��:% �!�#
����3 �  !$)*,- �! ��# �&-!$*��'3 "#$�#4 vt

 �,,!� %#&!,- �! � �$*"*�& ���� 9,�*& "#$�#4 vn−1
*( �$! #((#)3

(*, # ,! %$*)-# !�#$��*!, $#(9&�( �! vt
%#&!,-*,- �! � �$*"*�& ����% :!,(#w9#,�&V3 ���&V*,- ��# �&-!$*��'

�! G′ − {vj}
$#(9&�( �! � '*,*'9' ��: P ′′

1(G
′ − {vj})

!; (*�# λT (G[S]) + 1 (9 � ���� ,! ;$## ,#*-�%!$
!; vi

*( �, #,)�!*,� �,) *; vi
(##( ��# �#$'*,�& "#$�#4 vt

3 *� *( ,!� � �$*"*�& ���� *, P ′′
1(G

′ − {vj})
%

8**9 i < j % 7*'*&�$&V �!  �(# 8*93 ���&V*,- ��# �&-!$*��' �! G′ − {vj}
$#(9&�( �! � '*,*'9' ��:

P ′′
1(G

′ − {vj})
!; (*�# λT (G[S]) + 1 (9 � ���� ,! ;$## ,#*-�%!$ !; vi

*( �, #,)�!*,� �,) *; vi
(##( ��#

�#$'*,�& "#$�#4 vt
3 *� *( ,!� � �$*"*�& ���� *, P ′′

1(G
′ − {vj})

% �,)##)3 	�#, "#$�#4 vi+1
*( �$! #((#)3 ,!

,#*-�%!$ !; vi
*( �, #,)�!*,� �,) *; vi

(##( ��# �#$'*,�& "#$�#4 vt
3 *� *( ,!� � �$*"*�& ����% 
9$��#$'!$#3

(*, # ,! ,#*-�%!$ !; vn
 �, %# �, #,)�!*,�3 ,! "#$�#4 	*�� *,)#4 -$#��#$ ���, i + 1 *( �, #,)�!*,�%

1))*�*!,�&&V3 ,! ,#*-�%!$ !; vi
%# !'#( �, #,)�!*,� �,) *; vtvi ∈ E(G)3 "#$�#4 vt

)!#( ,!� %#&!,- �! �
�$*"*�& ���� 9,�*& "#$�#4 vn−1

*( �$! #((#)3 (*, # �&& "#$�* #( 	*�� *,)#4 -$#��#$ ���, i+ 1 �$# ,#*-�%!$(
!; vn

3 �,)3 ��9(3 ��#V �$# 9(#) �! %$*)-# ����( $#)9 *,- ��# (*�# !; ��# ��:% �!�# ����3 �  !$)*,- �!
��# �&-!$*��'3 "#$�#4 vt

 �,,!� %#&!,- �! � �$*"*�& ���� 9,�*& "#$�#4 vn−1
*( �$! #((#)% :!,(#w9#,�&V3

���&V*,- ��# �&-!$*��' �! G′−{vj}
$#(9&�( �! � '*,*'9' ��: P ′′

1(G
′−{vj})

!; (*�# λT (G[S]) + 1 (9 ����� ,! ;$## ,#*-�%!$ !; vi
*( �, #,)�!*,� �,) *; vi

(##( ��# �#$'*,�& "#$�#4 vt
3 *� *( ,!� � �$*"*�& ���� *,

P ′′
1(G

′ − {vj})
%

7*, # vn
*( �, *,�#$,�& "#$�#4 !; � ���� P = (vr , . . . , vi, vn, vj , . . . , vs)

*, P ′
T (G) 	�* � ��( (*�#

λT (G[S])3 *; 	# $#'!"# "#$�* #( vi, vj
�,) vn

;$!' P 	# !%��*, � ��: !; G′ − {vj}
!; (*�# λT (G[S]) + 1

(9 � ���� � ;$## ,#*-�%!$ !; vi
*( �, #,)�!*,�3 �  !,�$�)* �*!,� ��# (�'# �!&)( 	�#, P = (vr, . . . , vi, vn,

vj , vt)
% �; P = (vt, vi, vn, vj , . . . , vs)

��#, vt
%#&!,-( �! � �$*"*�& ���� *, P ′′

1(G)3 �  !,�$�)* �*!,% �;
P = (vi, vn, vj , . . . , vs)

!$ P = (vr , . . . , vi, vn, vj)
3 ��#, $#'!"*,- "#$�* #( vi, vj

�,) vn
;$!' P $#(9&�( �!

� ��: !; G′ − {vj}
!; (*�# λT (G[S])3 �  !,�$�)* �*!,%

�!	 &#� vt ∈ N(vn)3 	�#$# vt
*( ��# �#$'*,�& "#$�#4% ��#  �(# 	�#$# vn

*( �, *,�#$,�& "#$�#4 !; �
���� P = (vr , . . . , vi, vn, vj , . . . , vs)

*, P ′
T (G) 	

�* � ��( (*�# λT (G[S]) &#�)( �! �  !,�$�)* �*!, (*'*&�$&V
�! ��#  �(# 	�#$# vt /∈ N(vn)% 79��!(# ���� vn

*( �, *,�#$,�& "#$�#4 !; � ���� P = (vt, vn, vj , . . . , vs)
*,

P ′
T (G) 	

�* � ��( (*�# λT (G[S])% 1  !$)*,- �! ��# �&-!$*��'3 ,! ,#*-�%!$ !; vn
*( *,(#$�#) 9,�*& "#$�#4 vt*( �$! #((#)% 1&(!3 *� *( #�(V �! (## ����3 ,! ,#*-�%!$ !; vn

	*�� *,)#4 -$#��#$ ���, t *( *,(#$�#)3 #*��#$%
�,)##)3 &#� va

3 t < a < n 3 %# � ,#*-�%!$ !; vn
	�* � *( *,(#$�#) *,�! ��# �#$'*,�& ����% 7*, # ��# �&-!$*��'

�C�



$#(9&�( �! λT (G[S]) + 1 ����(3 va
*( *,(#$�#) ��$!9-� �, #)-# vkv`

(9 � ���� vk, v` /∈ N(vn) �,) vt
*(

 !,,# �#) �! � "#$�#4 vq
(9 � ���� vq /∈ N(vn)% ��*( *'�&*#( ���� ��# !$)#$*,- !; ��# "#$�* #( vt, vk, v`

�,)
vq

!; ��# �#$'*,�& ���� *( �( ;!&&!	(5 vq < vk < v` < vt
!$ vq < v` < vk < vt

� 0*��!9� &!(( !; -#,#$�&*�V
(9��!(# ���� vq < vk < v` < vt

% �#� vb
%# ��# !��#$ #,)�!*,� !; ��# �#$'*,�& ����% :&#�$&V vb < vk

% 1&(!3
	*��!9� &!(( !; -#,#$�&*�V3 (9��!(# ���� vb < vq

% :!,(#w9#,�&V3	�#, "#$�#4 vt
*( �$! #((#)3 ��# �&-!$*��'

��(  !,(�$9 �#) � ���� ��"*,- �	! (9  #((*"# "#$�* #(3 vk
�,) v`

3 	�* � ��"# *,)#4#( -$#��#$ ���, ��!(#
!; ��# #,)�!*,�( !; ��# ����3 ���� *(3 vb

�,) vq
% ��*( *( �  !,�$�)* �*!,3 (*, # *� *'�&*#( ���� ��#$# #4*(�(

�� &#�(� !,# "#$�#4 	*�� *,)#4 -$#��#$ ���, q 	�* � (##( vq
� *, ��*(  �(# ��# �&-!$*��'  !9&) ,!� $#(9&� �!

� ���� ��"*,- vq
�( �, #,)�!*,�% :!,(#w9#,�&V3 	# ��"# (�!	, ���� *; 	# ���&V ��# �&-!$*��' �! G[S] 3,! ,#*-�%!$ !; vn
*( *,(#$�#) *,�! ��# �#$'*,�& ����% 
9$��#$'!$#3 (*, # ��#$# �$# ,! ,#*-�%!$( !; vn(9  #((*"# *,�! � ����3 �&& ,#*-�%!$( !; vn

%$*)-# ����( $#)9 *,- ��# (*�# !; ��# ��:% ��*( *'�&*#( ����3
*; 	# ���&V ��# �&-!$*��' �! G[S] − {vt}

3 	# !%��*, � '*,*'9' ��: !; G[S] − {vt}
!; (*�# λT (G[S])%


9$��#$'!$#3 *; 	# ���&V ��# �&-!$*��' �! G[S]− {vt, vj}
3 	# !%��*, � '*,*'9' ��: !; G[S]− {vt, vj}!; (*�# λT (G[S]) + 1 % �!	#"#$3 $#'!"*,- vt, vn

�,) vj
;$!' P = (vt, vn, vj , . . . , vs)

	�* � *( � ���� *,
P ′
T (G)3 	# !%��*, � ��: !; G[S]− {vt, vj}

!; (*�# �� '!(� λT (G[S])3 �  !,�$�)* �*!,� ��9(3 vn
 �,,!� %#

�, *,�#$,�& "#$�#4 !; � ���� P = (vt, vn, vj , . . . , vs)
*, P ′

T (G) 	
�* � ��( (*�# λT (G[S])%0# ��"# (�!	, ���� ��#$# )!#( ,!� #4*(� � ��: P ′

T (G) !; (*�# λT (G[S])3 �,)3 ��9(3 PT (G) *( �
'*,*'9' ��: !; G3 ���� *(3 λ′T (G) = λT (G) = λT (G[S]) + 1 %

	(*,- (*'*&�$ �$-9'#,�( �( *, :�(# 1%�%� 	�#$# vn
*( �, #,)�!*,� *, PT (G[S])3 	# (�!	 ���� ��# �&-!-

$*��'  !'�9�#( � '*,*'9' ��: PT (G) !; #"#$V *,�#$"�& -$��� G 	*�� n "#$�* #( ��"*,- ε(n)
i

#,)�!*,�(
vκ

%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ ∈ (i, n] 3 1 ≤ i ≤ n 3 (9 � ���� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' ��:
P ′
T (G)

��"*,- ε′(n)
i

#,)�!*,�( vκ′
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (i, n] (9 � ���� ε′(n)

i > ε
(n)
i

3
1 ≤ i ≤ n %

�i
r �� "#$�#4 vn
*( ��# �#$'*,�& "#$�#4% :&#�$&V3 ��# (*�# λ′T (G) !; � '*,*'9' ��: !; G *( #w9�&

�! λT (G[S]) !$ λT (G[S]) + 1 % 0# )*(�*,-9*(� ��# ;!&&!	*,-  �(#(5
Case B.1

� 0�#, ��# �&-!$*��' �$! #((#( "#$�#4 vn
3 *�  !,,# �( vn

�! � ����3 ���� *(3 λT (G) =

λT (G[S])% 7*, # vn
*( ��# �#$'*,�& "#$�#43 ��# ��: PT (G) *( � '*,*'9' ��: !; G3 ���� *(3 λ′T (G) =

λT (G) = λT (G[S])%0# (�!	 ���� ��# �&-!$*��'  !'�9�#( � '*,*'9' ��: PT (G) !; ��# -$��� G ��"*,- ε(n)
i

#,)�!*,�(
vκ

%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ ∈ (i, n] 3 1 ≤ i ≤ n 3 (9 � ���� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' ��:
P ′
T (G)

��"*,- ε′(n)
i

#,)�!*,�( vκ′
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (i, n] (9 � ���� ε′(n)

i > ε
(n)
i

3
1 ≤ i ≤ n %

79��!(# ���� vn ∈ P = (vn, va, . . .) ∈ PT (G)% ��#,3 ��#$#  �,,!� #4*(� � '*,*'9' ��: P ′
T (G)

(9 � ���� 1 = ε
(n)
%−1 < ε

′(n)
%−1

% 1((9'# ���� ��#$# #4*(�( � '*,*'9' ��: P ′
T (G)

��"*,- �, *,)#43 (�V3
k− 1 3 ;!$ 	�* � 	# ��"# ε′(n)

k−1
#,)�!*,�( vκ′

%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (k− 1, n] 3 	�#$#
ε
′(n)
k−1 > ε

(n)
k−1

% 7*'*&�$&V3 �! :�(# 1%�3 ��#$# #4*(�( � "#$�#4 vj
3 1 ≤ j < k − 1 3 (9 � ���� ε(n)

j = ε
′(n)
j

%
79��!(# ���� vn ∈ P ′ = (vn, va′ , . . .) ∈ P ′

T (G)% �; va′ < vj+1
3 ��#, vj+1vn ∈ E(G)3 �,)3 ��9(3

va < vj+1
% ��#,3 *; 	# $#'!"# vn

;$!' PT (G) �,) P ′
T (G)3 	# !%��*, ε(n−1)

j+1 = ε
(n)
j+1 − 1 = ε

′(n)
j+1 − 2 �,)

ε
′(n−1)
j+1 = ε

′(n)
j+1−1 � ��9(3 ε(n−1)

j+1 = ε
′(n−1)
j+1 −1 3 �  !,�$�)* �*!,% �, ��# !��#$ ��,)3 *; va′ > vj+1

3 ��#,3 *; 	#
$#'!"# vn

;$!' PT (G) �,) P ′
T (G)3 	# !%��*, ε(n−1)

j+1 = ε
(n)
j+1 − 1 = ε

′(n)
j+1 − 2 !$ ε(n−1)

j+1 = ε
(n)
j+1 = ε

′(n)
j+1 − 1 %

1&(!3 ε′(n−1)
j+1 = ε

′(n)
j+1

� ��9(3 ε(n−1)
j+1 = ε

′(n−1)
j+1 − 1 3 �  !,�$�)* �*!,%

Case B.2
� 0�#, ��# �&-!$*��' �$! #((#( "#$�#4 vn

3 *�  !,(�$9 �( � ,#	 �$*"*�& ����3 ���� *(3λT (G) =

λT (G[S])+1 % 79��!(# ���� ��#$# #4*(�( � ��: P ′
T (G) !; (*�# λT (G[S])% :&#�$&V3 "#$�#4 vn

 �,,!� %#&!,-
�! � �$*"*�& ���� *, P ′

T (G)3 (*, # $#'!"*,- *� $#(9&�( �! � ��: !; G[S] !; (*�# λT (G[S])−1 3 �  !,�$�)* �*!,%
��9(3 &#� P = (vn, vr, . . .) ∈ P

′
T (G) %# ��# ����  !,��*,*,- vn

% /#'!"*,- "#$�#4 vn
;$!' P ′

T (G) $#(9&�(

�bE



�! � ��: !; G[S] !; (*�# λT (G[S])3 �,)3 ��9(3 '*,*'9'3 ��"*,- � ,#*-�%!$ !; vn
3 ���� *(3 "#$�#4 vr

3 �( �,
#,)�!*,� !; � ����% 7*, # G[S] )!#( ,!�  !,��*, ��# �#$'*,�& "#$�#4 ��*( *( �  !,�$�)* �*!,% :!,(#w9#,�&V3
��# ��: PT (G) *( � '*,*'9' ��: !; G3 ���� *(3 λ′T (G) = λT (G) = λT (G[S]) + 1 %0# (�!	 ���� ��# �&-!$*��'  !'�9�#( � '*,*'9' ��: PT (G) !; ��# -$��� G ��"*,- ε(n)

i
#,)�!*,�(

vκ
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ ∈ (i, n] 3 1 ≤ i ≤ n 3 (9 � ���� ��#$# *( ,! !��#$ '*,*'9' ��:

P ′
T (G)

��"*,- ε′(n)
i

#,)�!*,�( vκ′
%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (i, n] (9 � ���� ε′(n)

i > ε
(n)
i

3
1 ≤ i ≤ n %

7*, # P = (vn)
��#$#  �,,!� #4*(� � '*,*'9' ��: P ′

T (G) (9 � ���� 1 = ε
(n)
%−1 < ε

′(n)
%−1

% 1((9'# ����
��#$# #4*(�( � '*,*'9' ��: P ′

T (G)
��"*,- �, *,)#43 (�V3 k − 1 3 ;!$ 	�* � 	# ��"# ε′(n)

k−1
#,)�!*,�( vκ′

%#&!,-*,- �! )*�#$#,� ����( 	*�� *,)#4 κ′ ∈ (k − 1, n] 3 	�#$# ε′(n)
k−1 > ε

(n)
k−1

% 79��!(# ���� ε(n)
k−1 = x �,)

ε
′(n)
k−1 = x+ 1 % 7*'*&�$&V3 �! :�(# 1%�3 ��#$# #4*(�( � "#$�#4 vj

3 1 ≤ j < k − 1 3 (9 � ���� ε(n)
j = ε

′(n)
j

%
79��!(# ���� vn ∈ P ′ = (vn, va′ , . . .) ∈ P ′

T (G)� ��#  �(# 	�#$# P ′ = (vn) *( �$*"*�&% �; va′ < vj+1
3

��#, vj+1vn ∈ E(G)3 �,)3 ��9(3 "#$�#4 vn
	!9&) %#  !,,# �#)3 �  !,�$�)* �*!,% �; va′ > vj+1

3 ��#,3 *;
	# $#'!"# vn

;$!' PT (G) �,) P ′
T (G)3 	# !%��*, ε(n−1)

j+1 = ε
(n)
j+1 − 1 = ε

′(n)
j+1 − 2 �,) ε′(n−1)

j+1 = ε
′(n)
j+1

3 �
 !,�$�)* �*!,%

�#� G = (V,E) %# �, *,�#$"�& -$��� !, n "#$�* #( �,) m #)-#( �,) &#� T %# � �#$'*,�& (#�  !,��*,*,-
� "#$�#4 v ∈ V (G)% ��#,3 1&-!$*��' 2*,*'9' ��:  !'�9�#( � '*,*'9' ��: PT (G) !; G *, O(n2)�*'# �,) $#w9*$#( &*,#�$ (�� #% /# �&& ���� ��# !$)#$*,- π !; ��# "#$�* #( *(  !,(�$9 �#) *, &*,#�$ �*'#
uDFv% �#, #3 	#  �, (���# ��# ;!&&!	*,- $#(9&�%
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G = (X, Y ; E)
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�� �! ||X| − |Y || > 1 "��# )�"�)#
G �
�� �
� ��
� � ������
���� ������
�� �! |X| = |Y | "��#

$ #&")�$" ��� �����
�� 	���� G′ 	 V (G′) = X ∪ Y
�
E(G′) = E ∪ EY

� ����� EY
�� �� �
��
��	

{y1y2 ∈ EY }
�


y1, y2 ∈ Y
���

N(y1) ∩ N(y2) 6= ∅�
�! ∃yj ∈ Y : |N(yj)| = 1 "��#

PT (G) =��#���� '
��G′ �yj ��
�! λT (G) = 1 "��# )�"�)# �PT (G)��
��&� )�"�)#
G �
�� �
� ��
� � ������
���� ������

��&�
! ) i = 1 " |Y | � 

PT (G) = ��#���� '
��G′, yi��
�! λT (G) = 1 "��# )�"�)# �PT (G)��
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)�"�)#
G �
�� �
� ��
� � ������
���� ������

�� �! |X| − |Y | = 1 "��#
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 �G′��
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��&� )�"�)#
G �
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� � ������
���� ������

�� �! |Y | − |X| = 1 "��#
$ #&")�$" ��� �����
�� 	���� G′ 	 V (G′) = X ∪ Y

�
E(G′) = E ∪ EX

� ����� EX
�� �� �
��
��	

{x1x2 ∈ EX}
�


x1, x2 ∈ X
���

N(x1) ∩ N(x2) 6= ∅�
PT (G) =��� )�"�� �
 �G′��
�! λT (G) = 1 "��# )�"�)# �PT (G)��
��&� )�"�)#
G �
�� �
� ��
� � ������
���� ������

1&-!$*��' �5 1&-!$*��' �� 
* !,"#4
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rl�ijmno ����� 	#��$� �,) 	,! *, u��v  &�*' ���� ��# �� �$!%&#' !, � %* !,"#4 -$���G(X,Y ;E)!, n "#$�* #(  �, %# (!&"#) *, O(n2)
�*'# #"#, *; |X | = |Y | % 7�# *3 �&&V3 ��#V  &�*' ���� G ��( �, �� *;

�,) !,&V *; ��# *,�#$"�& -$��� G′ ��( �, ��3 	�#$# G′ *( �, *,�#$"�& -$��� (9 � ���� V (G′) = X ∪ Y �,)
E(G′) = E∪EY

3	�#$# EY
*( �( ;!&&!	(5 {y1y2 ∈ EY }

*� y1, y2 ∈ Y �,)N(y1)∩N(y2) 6= ∅
% �!	#"#$3 ��*(

*( ,!� �$9#3 (*, # ��#$# #4*(�( �  !9,�#$#4�'�&#3 	�* � *( �$#(#,�#) �� 
*-9$# �E%W% �,)##)3 ��# %* !,"#4
-$��� G !; 
*-9$# �E%W )!#( ,!� ��"# �, �� 	�*&# ;!$ G′ 	# ��"# P = (x1, y2, x2, y1, y4, x3, y3, x4)

%
79��!(# ���� 	#  !,(�$9 � �, *,�#$"�& -$��� G′ (9 � ���� V (G′) = X ∪ Y �,) E(G′) = E ∪ EX

3 	�#$#
EX

*( �( ;!&&!	(5 {x1x2 ∈ EX}
*� x1, x2 ∈ X �,) N(x1) ∩ N(x2) 6= ∅

% ��#,3 G′ ��( �, ��3 ���� *(3
P = (y4, x3, y3, x4, x1, y2, x2, y1)

% ��9(3 ��#$# #4*(�( ,! �&-!$*��' 	*�� �*'#  !'�&#4*�V O(n2) �,) 	#
 �, (���# ��# ;!&&!	*,- $#(9&�%
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O(n3)
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�*'# 	�#, |X | = |Y | !$ |X | − |Y | = 1 % �� *( #�(V �! (## ���� *; |Y | − |X | = 1
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*-9$# �E%W5 1 %* !,"#4 -$��� G%

��# X- !,"#4 -$��� G(X,Y ;E)
��( � ��'*&�!,*�, ���� *; �,) !,&V *; ��# *,�#$"�& -$��� G′ ��( � C��

%#�	##, �,V �	! "#$�* #( !; Y % ��9(3 	#  �, (���# ��# ;!&&!	*,- $#(9&�%
�nlnqqil� ����� PA\ �EHJLK=CJEC BEKA B>=IL\H =C E X �

�=C�\� ^>EBA G(X,Y ;E) =C n �\>KJ�\@ �EC I\
@=L�\F JC O(n3)

KJH\ JZ
|X | = |Y | => |X | − |Y | = 1

�

0# ,#4� )#( $*%# �, �&-!$*��' ;!$ ��# ��� �$!%&#' !, � %* !,"#4 -$��� G = (X,Y ;E)%
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�� �! ||X| − |Y || > 1 "��# )�"�)#
G �
�� �
� ��
� � �����
�� �! |X| = |Y | "��#

$ #&")�$" ��� �����
�� 	���� G′ 	 V (G′) = X ∪ Y
�
E(G′) = E ∪ EY

� ����� EY
�� �� �
��
��	

{y1y2 ∈ EY }
�


y1, y2 ∈ Y
���

N(y1) ∩ N(y2) 6= ∅�
PT (G) =��#���� '
��G′, yt��
�! λT (G) = 1 "��# )�"�)# �PT (G)��
��&� )�"�)#
G �
�� �
� ��
� � �����

�� �! |X| − |Y | = 1 "��# )�"�)#
G �
�� �
� ��
� � �����
�� �! |Y | − |X| = 1 "��#

$ #&")�$" ��� �����
�� 	���� G′ 	 V (G′) = X ∪ Y
�
E(G′) = E ∪ EX

� ����� EX
�� �� �
��
��	

{x1x2 ∈ EX}
�


x1, x2 ∈ X
���

N(x1) ∩ N(x2) 6= ∅�
PT (G) =��#���� '
��G′, yt��
�! λT (G) = 1 "��# )�"�)# �PT (G)��
��&� )�"�)#
G �
�� �
� ��
� � �����

1&-!$*��' �E5 1&-!$*��' ��� 
* !,"#4
7*, # 1&-!$*��' 2*,*'9' ��: $#w9*$#( O(n2)

�*'# �!  !'�9�# � ��� !; �, *,�#$"�& -$��� !, n"#$�* #( �,) ��# -$��� G′  �, %#  !,(�$9 �#) *, O(|X ∪ Y |2)
�*'# ua�v3 1&-!$*��' ��� 
* !,"#4 $#�9$,(

� ���3 *; ��#$# #4*(�(3 !; � %* !,"#4 -$��� !, n "#$�* #( *, O(n2)
�*'#% �#, #3 	#  �, (���# ��# ;!&&!	*,-

$#(9&�%
�krnlrs ����� �\K

G I\ E IJ�=C�\� ^>EBA =C n �\>KJ�\@ ECF L\K
u I\ E �\>K\� =Z V (G)

� PA\ ��[ B>=IL\H
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�#� G(X,Y ;E) %# � X- !,"#4 -$��� !, n "#$�* #( �,) &#� u %# � "#$�#4 !; V (G)% 7*'*&�$&V3 	# (�!	
���� ��# ��� �$!%&#' !, G  �, %# (!&"#) *, O(n2)

�*'# 	�#, 8|X | = |Y | �,) u ∈ Y 9 !$ |X | − |Y | = 1 %:&#�$&V3 *; |Y | − |X | = 1 �,) u ∈ X ��#, G )!#( ,!� ��"# � ���% �� *( #�(V �! (## ���� *; 8|Y | − |X | = 1
�,) u ∈ Y 9 !$ 8|X | = |Y | �,) u ∈ X 9 ��#, ��# X- !,"#4 -$��� G(X,Y ;E)

��( � ��'*&�!,*�, ����
*; �,) !,&V *; ��# *,�#$"�& -$��� G′ ��( � C�� %#�	##, u �,) � "#$�#4 !; Y % ��9(3 	#  �, (���# ��#
;!&&!	*,- $#(9&�%
�nlnqqil� ����� �\K

G(X,Y ;E) I\ E X �
�=C�\� ^>EBA =C n �\>KJ�\@ ECF L\K

u I\ E �\>K\� =Z V (G)
� PA\

��[ B>=IL\H =CG �EC I\ @=L�\F JCO(n2)
KJH\ JZ O|X | = |Y | ECF u ∈ Y T => |X |−|Y | = 1

� �Z
|Y |−|X | = 1ECF u ∈ X KA\C G F=\@ C=K AE�\ E ��[�

	�
� ���������� �
�����
��*(  ����#$ �$#(#,�( �, O(n2)

�*'# �&-!$*��' ;!$ ��# ��: �$!%&#' !, *,�#$"�& -$���(% U*"#, �, *,�#$"�&
-$��� G �,) � "#$�#4 v !; G3 !9$ �&-!$*��'  !,(�$9 �( � '*,*'9' ����  !"#$ !; G (9 � ���� v *( �,
#,)�!*,�% ��9(3 *; ��# -$��� G *( ��'*&�!,*�,3 !9$ �&-!$*��'  !,(�$9 �( � ���% �� 	!9&) %# *,�#$#(�*,-
�! (## *; ��# �$!%&#'  �, %# (!&"#) *, &*,#�$ �*'#% 
9$��#$'!$#3 �, *,�#$#(�*,- !�#, w9#(�*!, *( 	�#��#$
��# k-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ �$!%&#' 8+�:9  �, %# �!&V,!'*�&&V (!&"#) !, *,�#$"�& -$���(% U*"#, �
-$��� G �,) � (9%(#� T !; k "#$�* #( !; V (G)3 � k-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ !; G 	*�� $#(�# � �! T *( �
(#� !; "#$�#4-)*(�!*,� ����( P ����  !"#$( ��# "#$�* #( !; G (9 � ���� ��# k "#$�* #( !; T �$# �&& #,)�!*,�(
!; ��# ����( *, P % ��# +�: �$!%&#' *( �! 3,) � k-34#)-#,)�!*,� ����  !"#$ !; G !; '*,*'9'  �$)*,�&*�V%
�!�# ����3 ��# +�: �$!%&#' -#,#$�&*�#( ��# C�� �$!%&#'� ��#  !'�&#4*�V (���9( !; ��# C�� �$!%&#' !,
*,�#$"�& -$���( $#'�*,( �, !�#, w9#(�*!,%
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�,) �$##(% :����#$ � !; !9$ 	!$+ *( �&(!  !, #$,#) 	*�� ��#(# �$!%&#'(%


!)&�#,)#$ u��v �$!"*)#( � �$!!; ;!$ ��# ��- !'�&#�#,#(( !; ��# ��*$- !'�&#�#  !&!$*,- �$!%&#' ;!$
)*( !,,# �#)  !-$���( �,) )*( !,,# �#) *,�#$"�& -$���(3 �,) #4�#,)( �*( $#(9&�( ;!$ ��#  !,,# �#)  �(#(%�*( �$!!; �&(! #(��%&*(�#( ��# ��-��$),#(( !; ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' ;!$ )*( !,,# �#) *,�#$"�&
-$���( �,) )*( !,,# �#)  !-$���(% 
!)&�#,)#$A( $#(9&�( #(��%&*(� ��# ��-��$),#(( !; ��# ��*$- !'�&#�#
 !&!$*,- �$!%&#' ;!$ ��#  &�(( !; �#$'9���*!, -$���( �,)3 �&(!3 ��# ��-��$),#(( !; ��# ��$'!,*!9(
 !&!$*,- �$!%&#' 	�#, $#(�$* �#) �! )*( !,,# �#) �#$'9���*!, -$���(% .4�#,)*,- ��# �%!"# $#(9&�(3
	# ��"# (�!	, ���� ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' $#'�*,( ��- !'�&#�# !,  !,,# �#) *,�#$"�& �,)
�#$'9���*!, -$���(% 
9$��#$'!$#3 	# �&(! (�!	 ���� ��# �$!%&#' *( �&(! ��- !'�&#�# !, (�&*� -$���(%

:!, #$,*,- ��#  &�(( !; %*��$�*�# -$���( �,) (9% &�((#( !; ��*(  &�(( 
�$%#$ #� �&% ubCv (�!	 ���� ��#
��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' �,) ��# ��*$- !'�#�#  !&!$*,- �$!%&#' �$# ��- !'�&#�# ;!$ ��#  &�(( !;
%*��$�*�# -$���(% �, �))*�*!,3 .)	�$)( #� �&% ubE3 b�v (�!	 ���� ��#(# �$!%&#'( �$# ��- !'�&#�# ;!$
�$##(% ��#*$ $#(9&�( �&(! #(��%&*(� ��# ��- !'�&#�#,#(( !; ��#(# �$!%&#'( ;!$ ��#  &�((#( !;  !,"#4 -$���(
�,) )*( !,,# �#) %*��$�*�# �#$'9���*!, -$���(% 0# ��"# (�!	, ���� ��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#'
�,) ��# ��*$- !'�&#�#  !&!$*,- �$!%&#' *( ��- !'�&#�# ;!$  !,,# �#) %*��$�*�# �#$'9���*!, -$���(3 �,)
��9(3 ��# (�'# �!&)( ;!$ ��#  &�(( !; %* !,"#4 -$���(% 2!$#!"#$3 %�(#) !, 
!)&�#,)#$A( $#(9&�( u��v3
	# (�!	#) ���� ��# ��*$- !'�&#�#  !&!$*,- �$!%&#' *( ��- !'�&#�# ;!$ w9�(*-��$#(�!&) -$���( �,) ����
��# ��$'!,*!9(  !&!$*,- �$!%&#' *( ��- !'�&#�# ;!$ )*( !,,# �#) w9�(*-��$#(�!&) -$���(% 0# ��"# �&(!
(�!	#) ���� ��# ��*$- !'�&#�#  !&!$*,- �$!%&#' *( �!&V,!'*�&&V (!&"�%&# !, ��$#(�!&) -$���( %V �$!�!(*,-
� (*'�&# &*,#�$-�*'# �&-!$*��'%
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�$##(3 �,) (#w9#, #( !; (w9�$# �,) $!9,) %$� +#�(� ��#*$ �&-!$*��' �$!)9 #( � '*,*'9' ����  !"#$ !;
�  !-$��� %V 3,)*,- '�� �*,-( !; %$� +#�( *, ��#(# (#w9#, #(3  !,(�$9 �*,- ���� �$##(3 �,)  !,"#$�*,-
��# ���� �$##( �! � '*,*'9' ����  !"#$ 9(*,- ��# *,!$)#$ �$�"#$(�&% �, uDEv ��#V &#;� !�#, ��# �$!%&#'
!; ���&V*,- ��#*$ �# �,*w9# *,�! !��#$  &�((#( !; -$���(% 0# -#,#$�&*�#) ��#*$ �# �,*w9# �,) ���&*#) *� �!
��#  &�(( !; P4

-(��$(# -$���(% 0# *,"#(�*-��#) ��# (�$9 �9$# !; ��# ����( ���� !  9$ *, � '*,*'9' ����
 !"#$ !; � P4

-(��$(# -$��� �,) ��# (�$9 �9$# !; ��#  !$$#(�!,)*,- ���� �$##(3 �,) �$#(#,�#) � �*'#- �,)
	!$+-!��*'�& �&-!$*��' ���� $9,( *, O(log n)

�*'# 	*�� O(n/ logn) �$! #((!$( !, ��# ./.0 �/12
'!)#&% 0# �&(! (�!	#) ���� !9$ $#(9&�(  �, %# #4�#,)#) �! � �$!�#$ (9�#$ &�(( !; P4

-(��$(# -$���(3
,�'#&V ��# P4

-�*)V -$���(%
7�#*,#$ uFDv (�!	#) ���� ��# k-���� ��$�*�*!, �$!%&#' $#'�*,( ��- !'�&#�# !, ��#  &�(( !;  �!$)�&
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