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�����)��!�� � + *���"��'+ -�( &�� &�# 3 �' -�( ��� 	-'-� �� "�.�"�&'+, 3�� � ! 

(��-�!' ��( ��)*��/� &�� 3�� �  �(!�1' &�� �4�3  &�#�*'3 �' ��( &�#’ %�  �  

*��"&��� � + �(!�"3��$�+ -�+. 
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This dissertation consists of five chapters. In the first chapter, firstly we analyze the 

concept of clustering. Moreover, we present some of the basic clustering algorithms 

that have been proposed in the literature. In the second chapter, we describe 

thoroughly the method of Spectral Clustering. This method uses the information 

derived from the eigenvectors and the eigenvalues of the similarity matrices in order 

to discover the data clusters. In the third chapter, we describe the method of 

Newtonian Clustering. This method is based in the Newton’s equations of motion. 

The application of this method results in each data point shrinking around its center. 

As a result, the data clusters are more obvious. In the fourth chapter, we describe the 

method of Newtonian Spectral Clustering, which we propose. This method combines 

the two methods previously mentioned. It employs the information derived from the 

Newtonian Clustering and leads in the construction of a sparse similarity matrix. 

Lastly, in the fifth chapter we present an experimental evaluation of the proposed 

method. It is experimentally shown that our method outperforms the performance of 

the classical clustering algorithms. 
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�������
 1. �������� 

1.1 �-�*���$ �   

1.2 ��%1�� � + ����"��'+  

1.3 ��-' � + ����"��'+  

 

 

1.1. 
����������  

� �!��(�  *�*�-)!0! �$!�� -�� *��*�&��$�   ���$� *�)��� ����)+ (����3����&)+ 

�.�"-�3)+. 6���&% ����1�$� � + *��*�&��$�+ �(�'+ �$!��   �-�*���$ �  (clustering) 

' &�� 3�"����$ �  (classification) �0! *�*�-)!0! ��( -��"�$ !� �"�&,4�� &��� �  

*��"&��� � +. �-�*���$ �  �$!��   *��$"��  ��( �(!%��( *�*�-)!0! �� �-�*�+ 

%-��0! �!��&��-)!0!. ��� �(3&�&"�-)!�, -$� �-�*� (cluster) ��"�(���7�� -$� *�-' 

��� 12"�. � ��"���!0 *�-' �"��*$*�� ��0��"�&' �(!�1' �� ! �-�*� �� �1)�  -� 

�� ���� *�*�-)!� ��( �(!%��(. ���-)!0+, &�#� �-�*� �������$��� ��% *�*�-)!� 

��( �$!�� %-��� -���/, ��(+ &�� �!%-��� 0+ �"�+ �� *�*�-)!� �0! ���0! �-�*0!. 

 

�$!�� � -�!��&% !� &���!�'��(-� �  *��.�"� �!�-��� �� ! �-�*���$ � , ��( �$!�� 

&�� 3�"����$ �  10"$+ ��$���4 , &�� �� ! &�� 3�"����$ �  -� ��$���4 . �� ! 

��"$��0�  � + �-�*���$ � + ��%1�+ �$!��   *��-)"��  -$�+ �(���3'+ �"��,�0! 

(��"�� "'��0!, *�*�-)!0!-�!��&�$-�!0! ' *��!(�-��0! 1�"�&� "����&2!) 10"$+ 

���&)�� �� �-�*�+. �!�$#���, �� ! &�� 3�"����$ �  -� ��$���4  ��%1�+ �$!��, 

*�*�-)! + -��+ �(���3'+ ��% �"%�(�� -� ���&)��+ (�,!��� �&��$*�(� +), !� *�#�$ 

���&)�� �� )!� !)� �"%�(�� 10"$+ ���&)��. �� ���&)��+, �� �!�$#��  -� ��+ �-�*�+, 

��")1�!��� ���&������&� ��% �� *�*�-)!�.      

 



 

 

2 

� �-�*���$ �  �������$ �� �!��&�$-�!� )"�(!�+ ����2! ��*$0!, �!�-��� ��(+,   

�/%"(/  *�*�-)!0! (data mining) [25],   ��������&',   �!�3!2"��  �"��,�0! 

(pattern recognition) [11, 13],   - 1�!�&' -�# �  (machine learning) [3],   

(����3����&' %"��  (computer vision) [8, 21, 24], &��   �!��(�  ��&%!�+ (image 

analysis) [6].  

 

� �-�*���$ �  �$!�� -�� ��% ��+ ��� �(")0+ *��*�*�-)!�+ ��1!�&)+ �� �.�"-�3)+ 

�/%"(/ + *�*�-)!0! ��( &(-�$!�!��� ��% � ! ����� -�!�&' �/�"�,! �  *�*�-)!0!, 

�� ! �!�&� �  �� "�.�"$�+ &�� �� ! �/%"(/  &��-)!�( [10], ���+ ���"�&)+ 

*��3!2���+, �� ! �!��(�  DNA ��  ����� "�.�"�&' [2, 15, 22], �� ! �!��(�  

��&�,�( &�� ����)+ ����+. ���-)!0+,   �/%"(/  *�*�-)!0! �!��-��0�$7�� -�3���+ 

�����+ *�*�-)!0! -� -�3���+ (����3����&)+ �����'���+. 

 

1.1.1. ������ ��� �	�
��
�� 

8!� � -�!��&% �"%�� -� ��  � 1�!�&' ��# �  �$!��   &���"� � + *������ + 

(curse of dimensionality). � &���"� � + *������ + �!�.)"���� ��� .��!%-�!� 

�,-.0!� -� �� ���$�  &�#2+ �(/�!��   *������ , �� *�*�-)!� 3$!�!��� ��� �"��� 

��� 12"� ��( &�����-��!�(!. ���-)!0+, %��! )1�(-� *�*�-)!� -�3�� + *������ +, 

  ��$*��  �0! ��1!�&2! �-�*���$ � + *�! �$!�� &��'. �$� -)#�*�+ 3�� !� 

�!��-��0�����$ �� ��"���!0 �"%�� -� �$!�� !� �.�"-%��(-� ��1!�&)+ -�$0� + � + 

*������ +. 

 

� -�$0�  � + *������ + )1�� &�� ��"���)"0 � -�!��&� ����!�&�'-���. �"1�&�, 

-��"�$ !� �/���$4�� - -�1���&� 1�"�&� "����&� �0! *�*�-)!0! &�� !� -��2���, &��� 

)!� -)"�+, ��! #%"(��. �����)�!, -��"�$ !� �* 3'��� �� )!� ��� &���!� �% -�!�)�� 

&�#2+, ��)�!, �� -�!�)�� #� ��"�)1�� ��3%��"� 1�"�&� "����&�. 

 

�� ��1!�&)+ -�$0� + � + *������ +, %�0+ �"��!�.)"�-�, �.�"-%7�!��� �� �,!��� 

*�*�-)!0! -� -�3��� �"�#-% 1�"�&� "����&2!. ��� ��"�*��3-�, �� )!� �,!���  

&��-)!0! %��( �� &�#� &�$-�!� �!���"$������ ��% )!� *���� -� �� ����1�$� ��( 

���$�( �$!�� �� �(1!%� ��+ �-.�!�� + � + &�#� �)/ + ��� &�$-�!� �(�%. �� �)����+ 
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��"���2���+, (��"1�(! 1����*�+ 1�"�&� "����&� ()!� 3�� &�#� �)/  ��( 

1" ��-�����$��� ��� ��/�&%). 

1.1.2. ��
	�� 
����� ��� ���������
�� 

 � *��*�&��$� � + �-�*���$ � + ��"���-��!�� �� �&%��(#� �'-���: 

(1). �!���"�����  �0! �"��,�0!. ��� ���*�� �(�% ��"���-��!���� &��   �/�303' 

1�"�&� "����&2! (feature extraction) &��/' �����3' 1�"�&� "����&2! (feature 

selection). 

(2). �����3' �!%+ -)�"�( �-��%� ��+ &����� ��( 3�� �� ��*$� �"��-�, �0! 

*�*�-)!0!. 

(3). �-�*���$ � . 

(4). �.�$"��  *�*�-)!0! (data abstraction). 

(5). �/���%3 �  ��( ������)�-���+. 

 

�� ��! %"� �!���"�����  �0! �"��,�0! �!�.�"%-���� ��� ��'#�+ �0! �-�*0!, 

��� ��'#�+ �0! *��#)��-0! �"��,�0!, &�#2+, ��$� +, &�� ��� ��'#�+, �� �$*�+ &�� 

� ! &�$-�&� �0! 1�"�&� "����&2! �� ���$� �$!�� *��#)��-� �� )!�! ��3%"�#-� 

�-�*���$ � + �"�+ �/����$ � , ���31%-�!� ' - . � �����3' 1�"�&� "����&2! �$!�� 

  *��*�&��$� � + �!�3!2"�� + ��( ��� � -�!��&�, (���(!%��( 1�"�&� "����&2! 

�0! *�*�-)!0! ��( -��"�,! !� 1" ��-���� #�,! &��� � ! �-�*���$ � . � �/�303' 

1�"�&� "����&2! �$!��   1"'�  �!%+ ' ��"�����)"0! -����1 -����-2! 

1�"�&� "����&2! ���%*�( �"�&��-)!�( !� ��"�1#�,! !)� salient 1�"�&� "����&�. �� 

��1!�&)+ �(�)+ 1" ��-�����,!��� 3�� � ! �,"��  �!%+ &����� ��( �(!%��( 

1�"�&� "����&2! �� ���$� -��"�,! !� 1" ��-���� #�,! &��� � ! �-�*���$ � . 

 

� �����3' ��( -)�"�( �-��%� ��+, %�0+ #� *�,-� �!��(��&%��"� &�� ��  �(!)1���, 

&�#�"$7�� ��! �"%�� (����3��-�, � + �-��%� ��+ *,� � -�$0!. 

 

� �-�*���$ � , * ��*'   *��$"��  ��( �(!%��( *�*�-)!0! �� �-�*�+ %-��0! 

�!��&��-)!0!, -��"�$ !� 3$!�� -� �����,+ �"%��(+. � �"%��+ � ���$�+ �&���(#�$��� 

�/�"����� ��% ��! ��3%"�#-� �-�*���$ � + ��( 1" ��-�����$��� �� &�#� ��"$��0� . 
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�.�$"��  *�*�-)!0! �$!��   *��*�&��$� �/�303'+ -��+ ���'+ &�� �(-��3�,+ 

�!���"����� + ��( �(!%��( *�*�-)!0!. 

 

� �/���%3 �  ��( ������)�-���+ )3&����� �� ! �&�$- �  ��( ������)�-���+ � + 

�-�*���$ � +, * ��*' ��� &��� �%��   �-�*���$ �  ��( �"�&,���� �$!�� &��' ' 

%1�. 

 

��"�&��0, �!�.)"�(-� ��+ ��� �(")0+ *��*�*�-)!�+ -�#%*�(+ �-�*���$ � + [18] 

��� ��*$� � + �/%"(/ + *�*�-)!0!.  

1.1.3. �������	�����
� ��� ���������� ���������
�� 

��� �1'-� 1.1 ��"�(���7�(-� -$� ��/�!%- �  �0! *��.%"0! �"���33$��0! � + 

�-�*���$ � + *�*�-)!0!. ��� &�"(.�$� ��$��*�, �� ��3%"�#-�� �-�*���$ � + 

10"$7�!��� �� ��"�"1�&�,+ (hierarchical) &�� *��-�"����&�,+ (partitional). �� 

��"�"1�&�$ ��3%"�#-�� ��"�3�(! -$� �-.0��(-)!  ���"� *��-�"$��0!. �!�$#���, �� 

*��-�"����&�$ ��3%"�#-�� ��"�3�(! -$� -%!� *��-)"�� .    

 

 

�1'-� 1.1 	�/�!%- �  �0! �"���33$��0! �-�*���$ � +. 

�"�! � ! �!��(�  � + ��"���!0 ��/�!%- � +, �/$7�� !� �!�.)"�(-� � ! *��.�"� 

-���/, ��3�"$#-0! �(��2"�(� + &�� *���"��2! ��3�"$#-0!   ���$� �� "��7�� ��+ 

��"���!0 �"���33$���+ �!�/�"� �� ��% �  #)�  ��(+ �� ! ��/�!%- � .  
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���(+ ��3�"$#-�(+ �(��2"�(� + (agglomerative), �"1�&� �� &�#� ����1�$� �������$ 

/�10"���' �-�*�, �!2 ��  �(!)1��� �&���(#�,! �(310!�,���+ �0! ����1�$0! �� 

*��*�1�&� -�3��,��"�+ �-�*�+ (bottom-up). ���(+ *���"���,+ ��3�"$#-�(+ (divisive), 

�"1�&� (��"1�� -$� �-�*� ��( �������$��� ��% �� �,!��� �0! ����1�$0!, �!2 ��  

�(!)1��� �&���(#�,! *��10"��-�$ �� *��*�1�&� -�&"%��"�+ �-�*�+ (top-down). � 

*��*�&��$� �(!�1$7���� -)1"� !� ��1,��� )!� &"��'"�� ��"-����-�, (�(!'#0+, � 

�"�#-%+ �0! �-�*0! !� ���,��� -� K). 

1.1.3.1. ��"�"1�&�$ ��3%"�#-�� �-�*���$ � + 

� �"%��+ �����("3$�+ �!%+ ��"�"1�&�, ��3�"$#-�( �-�*���$ � + -��"�$ !� 

��"�(������$ 1" ��-����2!��+ �� ��"�*��3-� *�*�-)!0! ��( �1'-���+ 1.2. 

�(3&�&"�-)!�, ��"�(���7�!��� 7 �"%�(�� -� ���&)��+ A, B, C, D, E, F &�� G -)�� �� 

�"��+ �-�*�+. 8!�+ ��"�"1�&%+ ��3%"�#-�+ &����&�(�7�� ��+ �-�*�+ ���*��&� 

�"3�!2!�!��+ �� *�*�-)!� �� -$� *�!*"�&' *�-'.  

 

��� �1'-� 1.3 ��"�(���7�(-� �� *�!*"%3"�--� ��( �!������1�$ ��� 7 � -�$� ��( 

�1'-���+ 1.2. 

 

 

�1'-� 1.2 �.�� � -�$� ��( �!'&�(! �� �"��+ �-�*�+. 
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�1'-� 1.3 	� *�!*"%3"�--� ��( �!������1�$ ��� � -�$� ��( �1'-���+ 1.2. 

��  ��"���%��"�� ��"�"1�&�$ ��3%"�#-�� *��&"$!�!��� �� single-link &�� complete-link 

��3�"$#-�(+. ���(+ single-link ��3�"$#-�(+   ��%����  -���/, *,� �-�*0! �$!��   

���1���  -���/, �0! ��������0! %�0! �0! 7�(32! �"��,�0! ��( �"�&,���(! ��% 

��+ *,� �-�*�+. ���(+ complete-link ��3�"$#-�(+   ��%����  -���/, *,� �-�*0! 

�$!��   -)3���  %�0! �0! �!� 7�,3  ��������0! -���/, �0! �"��,�0! �0! *,� 

�-�*0!. �� complete-link ��3%"�#-�� ��"�3�(! �*��$��"� �(-��3�$+ �-�*�+.  

�!�$#���, �� single-link ��3%"�#-�� )1�(! � ! ���  !� ��"�3�(! �!�&���+ ' 

*��-'&��+ �-�*�+. 

 

� agglomerative single-link ��3%"�#-�+ �-�*���$ � +:  

(1). 	���#���,-� &�#� �"%�(�� �� ! �-�*� ��(. �����&�(�7�(-� -$� �$��� 

��������0! 3�� %�� �� 7�,3  �"��,�0! &�� � ! ��/�!�-�,-� &��� �,/�(�� ���"�. 

(2). �����&�(�7�(-� 3�� &�#� ��-' ��%���� + dk )!� 3"�.� �"��,�0! %��( �� 

7�,3  �0! �"��,�0! ��( ��)1�(! ��%����  -�&"%��"  ��% dk �(!*)�!��� -� �&-'. 

�! %�� �� �"%�(�� �$!�� -)�  �!%+ �(!*�*�-)!�( 3"�.�( �"�10"�-� ��� �'-� (3) 

����2+, ���!���-��!�(-� �� �'-� (2). 

(3). � )/�*�+ ��( ��3�"$#-�( �$!�� -$� �-.0��(-)!  ��"�"1$� 3"�.0!. � ��"���!0 

��"�"1$� -��"�$ !� *��10"����$ �� ���)+ �(!*�*�-)!�+ �(!���2��+ ��( 3"�.�( 

(�-�*���$ � ). 

 

� agglomerative complete-link ��3%"�#-�+ �-�*���$ � +:  
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(1). 	���#���,-� &�#� �"%�(�� �� ! �-�*� ��(. �����&�(�7�(-� -$� �$��� 

��������0! 3�� %�� �� 7�,3  �"��,�0! &�� � ! ��/�!�-�,-� &��� �,/�(�� ���"�. 

(2). �����&�(�7�(-� 3�� &�#� ��-' ��%���� + dk )!� 3"�.� �"��,�0! %��( �� 

7�,3  �0! �"��,�0! ��( ��)1�(! ��%����  -�&"%��"  ��% dk �(!*)�!��� -� �&-'. 

�! %�� �� �"%�(�� �$!�� -)�  �!%+ ��'"�(+ �(!*�*�-)!�( 3"�.�( �"�10"�-� ��� 

�'-� (3) ����2+, ���!���-��!�(-� �� �'-� (2). 

(3). � )/�*�+ ��( ��3�"$#-�( �$!�� -$� �-.0��(-)!  ��"�"1$� 3"�.0!. � ��"���!0 

��"�"1$� -��"�$ !� *��10"����$ �� ��'"��+ �(!*�*�-)!�+ �(!���2��+ ��( 3"�.�( 

(�-�*���$ � ). 

 

�� ��"�"1�&�$ ��3%"�#-�� �-�*���$ � + �$!�� ��"���%��"� �(�"���"-����� ��% ��(+ 

*��-�"����&�,+. ��� ��"�*��3-�, � single-link ��3%"�#-�+ �-�*���$ � + ��"�(���7�� 

&��' ��$*��  3�� �,!��� *�*�-)!0! ��( �!'&�(! �� - -����"���&)+ �-�*�+ (%�0+ 

�$!�� �� &��2+-*��10"$��-�+ �-�*�+, �� �-%&�!�"�+, &�#2+ &�� �� �-�*�+ -� �  

-�".' ��(�$*�+), �!2 )!�+ *��-�"����&%+ ��3%"�#-�+, %�0+ �$!�� � K-means ��( 

��"�3"�.���� ��  �(!)1���, )1�� &��' ��$*��  3�� *�*�-)!� ��( �!'&�(! �� 

����"���&)+ �-�*�+. �!�$#���,   1"�!�&' &�� 10"�&' ���(���&%� �� �0! 

*��-�"����&2! ��3�"$#-0! �$!�� -�&"%��"  ��% �(�' �0! ��"�"1�&2!. 

 

� ��"�"1�&%+ agglomerative ��3%"�#-�+ �-�*���$ � +:  

(1). �����3$7�(-� ��! �$!�&� �-��%� ��+ (�$!�&�+ ��������0! -���/, ��( &�#� 

7�,3�(+ �"��,�0!). ��0"�,-� %�� &�#� �"%�(�� �������$ -$� �-�*�. 

(2). 6"$�&�(-� �� ��� %-��� 7�,3  �-�*0! (-� ���  ��! �$!�&� �-��%� ��+) &�� �� 

�(310!�,�(-� �� -$� �-�*�. ��  �(!)1���, �! -�"2!�(-� ��! �$!�&� �-��%� ��+. 

(3). � ��3%"�#-�+ ���-��� �! %�� �� �"%�(�� �$!�� -)�  -$�+ �-�*�+. ����2+, 

���!���-��!�(-� �� �'-� (2).   

1.1.3.2. ���-�"����&�$ ��3%"�#-�� �-�*���$ � +  

�� *��-�"����&�$ ��3%"�#-��, �� �!�$#��  -� ��(+ ��"�"1�&�,+, &�#�"$7�(! %��+ ��+ 

�-�*�+ ��(�%1"�!�. ��� �(3&�&"�-)!�, �"����#�,! !� �!�&��,4�(! �-�*�+ 

�����������2!��+ -$� �(!�"� � -&"��'"�� �"��-)!  �$�� ����&� (�� )!� (���,!��� 

�"��,�0!), �$�� &�#���&� (�"��-)!  ��!0 �� %�� �� �"%�(��). �"�&��&�, �� 
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*��-�"����&�$ ��3%"�#-�� �&����,!��� ���!�� ���&� �����2!�!��+ )��� ���*��&� ��+ 

�-�*�+, -� ����)���-� ����&� !� )1�(-� ���, &��� ������)�-���. ��"%��, �)����, 

��( (��"��"�,! �� �.�"-�3)+ %��( (��"1�(! -�3��� �,!��� *�*�-)!0!, )!� 

-���!)&� -� ��( �(!*)���� -� �  1"'�  ��(+ �$!�� %�� �")��� !� �����1#�$ � �"�#-%+ 

�0! �-�*0!.  

  

�� ��3%"�#-�� ���"�30!�&�, �.��-���+ (squared error): 	� ��� *��*�*�-)!� 

&"��'"�� ���+ *��-�"����&)+ ��1!�&)+ �-�*���$ � + �$!�� �� &"��'"�� ��( 

���"�30!�&�, �.��-���+ ��( ��$!�� !� *$!�� &��� ������)�-��� �� ��"���2���+ 

*�*�-)!0! -� ���-�!0-)!�+ ' �(-��3�$+ �-�*�+. 	� ���"�30!�&% �.��-� � + L 

�-�*���$ � + �!%+ �(!%��( K �-�*0! �$!�� $�� -�: 

22 ( )

1 1

( , ) ,
jnK

j
i j

j i

e K L x c
� �

� ���                         �/. 1.1 

%��(, ( )j
ix �$!�� �� i-���% �"%�(�� &�� jc  �� &�!�"���*)+ � + j-���'+ �-�*�+.   

� K-means �$!�� � ��� *��*�*�-)!�+ &�� ��� ���%+ ��3%"�#-�+ ���"�30!�&�, 

�.��-���+. 

 

� ��3%"�#-�+ K-means: � K-means �$!�� � ��� �(")0+ *��*�*�-)!�+ &�� ��� ���%+ 

��3%"�#-�+ ���"�30!�&�, �.��-���+. � ��3%"�#-�+ /�&�!� -� -$� �(1�$� *��-)"��  

�0! �"��,�0! �� �-�*�+ &�� ��  �(!)1���, ���!�����#���$ �� �"%�(�� ���+ �-�*�+ 

-� ���  � ! �-��%� �� -���/, �(�2! &�� �0! &)!�"0! �0! �-�*0!. 8�����, �� 

&)!�"� &�#� �-�*�+ �! -�"2!�!��� -� ���  �� � -�$� ��( �!��$#�!��� ��  

�(3&�&"�-)!  �-�*�. ���!���-��!�(-� ��+ �!�#)���+ &�� ��+ �! -�"2���+ -)1"� !� 

��"�-)!�� �-����� �    �-�*� &�#�!%+ � -�$�( ' -)1"� �� ���"�30!�&% �.��-� !� 

-��0#�$ � -�!��&�. ��� �1'-� 1.4 ��"�(���7�(-� �� �'-��� ��( K-means 

��3�"$#-�(.  
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��3%"�#-�+ K-means 

1: ����)3�(-� K &)!�"� )��� 2��� !� �(-�$���(! -� K �(1�$� �����3-)!� �"%�(��.   

2: ���!���-��!�(-�  

3:    * -��("3�,-� K �-�*�+ �!�#)��!��+ &�#� �"%�(�� ��� &�!��!%��"% ��( &)!�"�. 

4:    �! -�"2!�(-� �� &)!�"� � + &�#� �-�*�+.   

5: ����� �� &)!�"� !� - ! -��������!��� ' � ! ���1������$ �  ��( ���"�30!�&�, 

�.��-���+. 

�1'-� 1.4 6'-��� ��3�"$#-�( K-means. 

� ��3%"�#-�+ K-means �$!�� �*��$��"� *��*�*�-)!�+ &�#2+ )1�� 1"�!�&' 

���(���&%� �� O(n) (%��( n � �"�#-%+ �0! �"��,�0!). 8!� ����&% -���!)&� -� ��( 

K-means �$!�� %�� �� ����)���-� � + �.�"-�3'+ ��( �/�"����� ��% � ! �"1�&' 

*��-)"�� . ���-)!0+, �!   �"1�&' *��-)"��  *�! )1�� �����1#�$ �0��� -��"�$ � 

��3%"�#-�+ !� �(3&�$!�� �� ����&% ���1����. ��� �1'-� 1.5 -��"�,-� !� 

*��&"$!�(-� �  � -��$� � + �"1�&'+ *��-)"�� + 3�� ��! K-means. �(3&�&"�-)!�, �� 

��"�*��3-� (��"1�(! 7 �"%�(��. �! /�&�!'��(-� � ! �.�"-�3' ��( K-means 

)1�!��+ �� �"%�(�� A, B &�� C 0+ �"1�&� &)!�"� 3,"0 ��% �� ���$� #� 

* -��("3 #�,! �� �"��+ �-�*�+,   ����&' -�+ *��-)"��  #� �$!�� {{A}, {B, C}, {D, 

E, F, G}}. 9-0+, �� ! ��"���!0 ��"$��0� , �� ���"�30!�&% �.��-� �$!�� ���, 

-�3��,��"� �� �1)�  -� �(�% ��( )1�(-� %��!   ����&' *��-)"��  �$!��   �)�����  

* ��*', {{A, B, C}, {D, E}, {F, G}}. � �0��' ����&' *��-)"��  ��")1���� %��! 3�� 

��"�*��3-� �����1#�,! 0+ �"1�&� &)!�"� �0! �-�*0! �� �"%�(�� A, D &�� F.   

 

 

�1'-� 1.5 � �/�"� �  ��( K-means ��% � ! �"1�&' *��-)"�� . 
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�"�.�#�0" ��&' �-�*���$ � : � ��� 3!0��%+ divisive 3"�.�#�0" ��&%+ 

��3%"�#-�+ �-�*���$ � + ���$7���� �� ! &����&�(' ��( ���1����( �&�����&�, 

*)!�"�( (Minimal Spanning Tree ' MST) &�� ��  -��)����� *��3"�.' �0! MST 

�&-2! -� �� -�3��,��"� -'& . ��� �1'-� 1.6 ��"�(���7�(-� �� MST ��( �"�'�#� 

��% )!� �,!��� 9 *�*�-)!0!. ��� �!��(��&�, *��3"�.����   �&-' CD -'&�(+ 6 

-�!�*0! &�� * -��("3�,!��� *,� !)�+ �-�*�+ ({�, 6, C} &�� {D, E, F, G, H, I}).  

 

 

�1'-� 1.6 � -��("3$� �-�*0! -)�0 ��( ���1����( �&�����&�, *)!�"�(. 

�� mixture-resolving &�� mode-seeking ��3%"�#-��: ���(+ mixture-resolving 

��3�"$#-�(+ (��#)��(-� %�� �� �"%�(�� ��( �"%&����� !� �-�*���� #�,! 

����)3�!��� ��% -$� -���/, ����2! ���0! &���!�-2!. �� ���� �%3��, �� ��"���!0 

-)#�*�� (��#)��(! %�� �� *�*�-)!� * -��("3�,!��� ��% -�� -$/  &���!�-2! 

��#�!%� ��+ �� ! ���$�, &�#� �(!���2�� �!������1�$ �� -$� *��.�"���&' �-�*�. 

��%1�+ ��(+ �$!��   �!�3!2"��  �0! ��"�-)�"0! � + &�#� &���!�-'+ &��, $�0+,   

�,"��  ��( ��'#�(+ �0! &���!�-2!. �(!'#0+, (��#)��(-� �0+ �� /�10"���)+ 

�(!���2��+ �$!�� �&��(���!)+ &���!�-)+. ���+ �"��!�.�"#�$��+ -�#%*�(+, �(1!� 

����)3�(-� 3�� ��! �(!��!��-% �0! -�&�2! ��"�-)�"0! ��! ��3%"�#-� �"%���4 +-

-�3������$ � + (Expectation Maximization � EM). � ��3%"�#-�+ EM �$!�� -$� 

3�!�&' -)#�*�+ �,"�� + �&��- �2! -)3��� + ��#�!�.�!���+ (maximum likelihood 

estimators) �0! ��"�-)�"0! -��+ *�#�$��+ &���!�-'+, �� �"���'-��� ��� ���$� 

&�����+ -����� �)+ *�! )1�(! ��"�� " #�$. �� ! �"�/  �$!�� ��� ����&% !� 

-�3�������'��(-� ��! ��3�"�#-� � + �(!�"� � + ��#�!�.�!���+.  
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�-�*���$ �  -)�0 	�1! �2! ��("0!�&2! ��&�,0! (ANNs): 	� �1'-��� 

�-�*���$ � + ��( ���$7�!��� �� ANNs �������,! !�("0!�&)+ �.�"-�3)+ �0! 

��3�"$#-0! �-�*���$ � +. �(!'#0+ 1" ��-�����,!��� �� competitive neural 

networks ��3%"�#-�� �-�*���$ � + ���(+ ���$�(+ %-��� �"%�(�� �-�*�����,!��� 

��% �� *$&�(� &�� �!���"$���!��� -)�0 �!%+ !�("2!�. 	� ��� 3!0��� ANNs )1�(! 

)!� -%!� ��$��*�, �� �"%�(�� ��( ��"�(���7�!��� �� ! �$��*� ��( *�&�,�( &�� 

�1��$7�!��� -� ��(+ &%-��(+ �/%*�(, �!2 �� ��"  -���/, �0! &%-�0! ���%*�( &�� 

�/%*�( -��������!��� *��*�1�&�, )0+ %��( �� "�$��� )!� &"��'"�� ��"-����-�, 

(����
�). 

 

���.'+ �-�*���$ �  (fuzzy clustering): �� ��"�*����&�$ ��3%"�#-�� �-�*���$ � + 

��"�3�(! -$� *��-)"��  �� ! ���$� &�#� �"%�(�� �!'&�� �� -$� -%!� �-�*� (hard 

clustering). �!�$#���, �� ���.�$+ ��3%"�#-�� �-�*���$ � + �(!*)�(! �� &�#� 

�"%�(�� -� %��+ ��+ (��"1�(��+ �-�*�+ -)�0 �!%+ ��#-�, �(--���1'+. ���-)!0+, 

�� ! ����&' �-�*���$ �  (��"1�(! ���&��(��%-�!�+ �-�*�+. 	� � -�!��&%��"� 

�"%�� -� �� ! ���.' �-�*���$ �  �$!�� � �1�*���-%+ �0! �(!�"�'��0! ��( 

&�#�"$7�(! �� ��#-% �(--���1'+ &�#� �"��,��( �� &�#� �-�*�. � ��� *��*�*�-)!�+ 

���.'+ ��3%"�#-�+ �-�*���$ � + �$!�� � �
���� c-means ��3%"�#-�+ (FCM 

��3%"�#-�+), � ���$�+ �$!�� &��,��"�+ ��% ��! ��"�*����&% K-means ��3%"�#-� 0+ 

�"�+ � ! ���.(3' ����&2! ���1$��0!. �� ��"���!0 ��3%"�#-�� -��"�,! !� 

1" ��-���� #�,! 3�� �!�&� �  &��-)!0! (document retrieval) ' %��! )1�(-� -�&��,+ 

�,��(+ *�*�-)!0!. 8!� -���!)&� -�, ��!�0+, � + ���.�,+ �-�*���$ � + �$!�� �� 

��'#�+ (����3��-2! ��( ������$, ��%�� &�� *�! �!*�$&!(��� 3�� -�3��� �,!��� 

*�*�-)!0!.   

 

�/���&��&)+ �"���33$���+ (evolutionary approaches) 3�� �-�*���$ � : �� 

�"���33$���+ �(�)+ ���$7�!��� ��  #�0"$� � + .(��&'+ �/)��/ + &�� 1" ��-�����,! 

�/���&��&�,+ ������)+ (evolutionary operators), &�#2+ &�� )!� (��4'.�� �,!��� 

�,��0!, ��( -��"�$ !� �$!�� �(1�$�+ k-*��-�"$���+ 0! *�*�-)!0!, )��� 2��� !� 

����,1�(-� � ! ���&� �)�����  *��-)"��  �0! *�*�-)!0!. �� (��4'.��+ �,���+ ��( 

�"���'-���+ �-�*���$ � + &0*�&�����,!��� 0+ 1"0-��2-���, �!2 �� �/���&��&�$ 

������)+ �$!��   �����3' (selection), � �!��(!*(��-%+ (recombination) &��   

-������/  (mutation). ��#� )!�+ ��% ��(+ ��"���!0 ������)+ -����")��� )!� 
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1"0-%�0-� ���%*�( �� )!� ' ��"���%��"� 1"0-��2-��� �/%*�(, ��( �������,! 

� ! ��%-�!  3�!�� (��4'.�0! �,��0!, �!2 -$� �(!�"� �  (fitness function) ��( 

�.�"-%7���� �� &�#� !)� 1"0-%�0-� &�#�"$7�� � ! ��#�!%� �� ��( )1�� �� 

1"0-%�0-� �(�% !� �����2��� -)1"� � ! ��%-�!  3�!�� (%�0+ &�� �� ! ��"$��0�  

� + .(��&'+ �/)��/ +). � *��*�&��$� �(!�1$7���� )0+ %��( �� "�$��� &����� &"��'"�� 

��"-����-�,. �� �/���&��&)+ �"���33$���+ ��"���-��!�(! ��(+ 3�!���&�,+ 

��3�"$#-�(+ (genetic algorithms ' GAs), ��+ ��"�� 3�&)+ �/)��/ + (evolutionary 

strategies ' ESs) &�� ��! �/���&��&% �"�3"�--����-% (evolutionary programming ' 

EP). �/$7�� !� � -��0#�$ �0+   ��$*��  %�0! �0! ��3�"$#-0! �(�'+ � + &�� 3�"$�+ 

�/�"����� ��% � ! �����3' �0! ��"�-)�"0!. 

1.1.4. ��������� ��� ���������� ���������
�� 

��  �(!)1���, ��"�(���7�(-� �(!����&� &����� ��% �� ��*$� ��� ���$� 

�/������,!��� �"�&��&� �� ��3%"�#-�� �-�*���$ � +. ��� ��*$� �(�� 

��"���-��!�!���: (1)   &����- �  ��&%!�+ (image segmentation), (2)   �!�3!2"��  

�!��&��-)!0! &�� 1�"�&�'"0! (object and character recognition), (3)   �!�&� �  

&��-)!0! (document retrieval) &�� (4)   �/%"(/  *�*�-)!0! (data mining). 

�� ! &����- �  ��&%!�+, ���1��"�,-� !� *��-�"$��(-� -�� ��&%!� �� ��"��1)+, &�#� 

-�� ��% ��+ ���$�+ ��"�(���7�� -$� �-���3)!��� 0+ �"�+ &����� �*�%� �� � + ��&%!�+ 

��( -�+ �!*��.)"�� (�.1. )!��� , 1"2-�, (.'). �� ! �!�3!2"��  �!��&��-)!0!, 

���1��"�,-� !� �-�*����'��(-� %4��+ �"��*������0! �!��&��-)!0!, * ��*' ��&%!�+ 

�!��&��-)!0! �� ���$�+ )1�(! � .#�$ ��% *��.�"���&% � -�$� ��"��'" � +, )��� 

2��� !� �!�3!0"$��(-� ����&� �� $*�� �� �!��&�$-�!�. �� ! �!�3!2"��  

1�"�&�'"0!, ���1��"�,-� !� �!�3!0"$��(-� 1��"%3"�.�(+ 1�"�&�'"�+, 

�!�/�"�'�0+ ��( �"%��( 3"�.'+ ��( &��-)!�(. �� ! �!�&� �  �� "�.�"$�+, 

���1��"�,-� !� &�� 3�"�����'��(-� &�$-�!� ����� &����0! &"�� "$0!. � �/%"(/  

*�*�-)!0!,  �)��+, ����")��� � ! �/�303' 1"'��-0! �� "�.�"�2! ��( -�+ 

�!*��.)"�(! ��% )!� ��"����� �,!��� *�*�-)!0!. 	� ��'#�+ �(�2! �0! ����2! &�� 

*��.�"���&2! �.�"-�32! �!�*��&!,�� �  -�3��  1" ��-%� �� �0! ��3�"$#-0! 

�-�*���$ � + -� ��(+ ���$�(+ ��1���,-���� �� ! ��"�,�� *���"��'. 
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��  �(!)1���, ��"�3"�.�(-� ��(+ ��%1�(+ � + *���"��'+ �(�'+, &�#2+ &�� �  *�-' 

� +. 

1.2. ������ ��  !���"�#$  

��%1�+ � + -��)� + -�+ �$!��, �� �"2�  .�� ,   ��"�(�$��  -��+ �(�� -���&'+ 

-�#�*���3$�+, � + ��(�2!���+ 
��-���&'+ �-�*���$ � + (NSC), ��( ���$7���� ��  


��-���&' �-�*���$ �  -)�0 ��(�2!��0! *(!�-�0!. � -)#�*%+ -�+, -)�0 �0! 

��(�2!��0! �/��2��0! &$! � +, �* 3�$ �� ! &����&�(' �!%+ �"���, �$!�&� 

�-��%� ��+ ��( -��"�$ !� 1" ��-���� #�$ �� ! ��$�(�  �"��� -��0! 
��-���&'+ 

�-�*���$ � +. 

 

�� ! �(!)1���, �.�, �"������'��-� ���."� � ! -)#�*% -�+, ���&��$!�-� �  -��)�  

-�+ �� ! �!��-��2���  ��( �"���'-���+ � + �-�*���$ � + *�*�-)!0! -�3�� + 

*������ +. �(3&�&"�-)!�, �.�"-%��-� �  -)#�*% -�+ �� �"���'-��� �-�*���$ � + 

&��-)!0!. 

 

8�����, ��%1�+ -�+ �$!��   ����$- �  � + �"����!�-)! + -�#%*�(. �/�����-� �  

-)#�*% -�+ �� �(")0+ 3!0��)+ *�&�-��$�+ ���*%��0+ ��( &(-�$!�!��� ��% �(!�1' 

*�*�-)!� �� &����- �  ��&%!�+ &�� �� �"���'-��� �-�*���$ � + &��-)!0!. �&%-�, 

�(3&"$!�-� �� ���"�-���&� ������)�-��� � + -�#%*�( -� �(�� � + &�#��"0-)! + 

-�#%*�( ��( ���$7���� ��  
��-���&' �-�*���$ �  &�� ��( ��3�"$#-�( �-means. 

1.3. !��$ ��  !���"�#$  

� *���"��' ��"�)1�� �)!�� &�.�����. ��� �"2�� &�.����� �!��,�(-� � ! )!!��� � + 

�-�*���$ � +. ��� *�,��"� &�.����� ��"�(���7�(-� *��/�*�&� � ! -)#�*� � + 


��-���&'+ �-�*���$ � +. ��� �"$�� &�.����� ��"�(���7�(-� �  -)#�*� � + 

��(�2!���+ �-�*���$ � +. ��� �)��"�� &�.����� ��"�(���7�(-� &�� �"���$!�(-� 

�  -)#�*� � + ��(�2!���+ 
��-���&'+ �-�*���$ � +, ��( �(!*(�7�� ��+ *,� 

��"���!0 -�#%*�(+. ��� �)-��� &�.����� �&���(#�$   ���"�-���&' -��)�  &�� 

�/���%3 �  � + �"����!%-�! + -�#%*�(. 
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�������
 2. ��������� 
��!
�
���� 

2.1 ����303' 

2.2 �)�"� �-��%� ��+  

2.3 �$!�&�+ Laplace &�� �� 6���&)+ ��(+ �*�%� ��+  

2.4 �)#�*�� 
��-���&'+ �-�*���$ � +     

 

2.1. ����%&%$ 

��� &�.����� �(�%, #� ��"�(�����(-� �  -)#�*� � + 
��-���&'+ �-�*���$ � + 

[19, 20]. �� ��1!�&)+ 
��-���&'+ �-�*���$ � + 1" ��-�����,! �� .��-� ��( 

�$!�&� �-��%� ��+ �0! � -�$0! -� ��%1�, � ! -�$0�  � + *������ + &�� � ! ����&' 

�-�*���$ �  �0! � -�$0! �� -�&"%��"  *������ . �(3&�&"�-)!�,   
��-���&' 

�-�*���$ �  1" ��-�����$ �� "�.�"$� ��% �� �*��*��!,�-��� &�� ��+ �*����-)+ �0! 

��!�&0! �-��%� ��+. � 
��-���&' �-�*���$ �  �������$ -$� �"��)33��  � + 

*��-)"�� + 3"�.�( (graph partitioning). � *��-)"��  3"�.�( �������$ ��! 

*��10"��-% ��( 3"�.�( -� �)���� �"%�� 2��� �� �&-)+ -���/, �0! *��.�"���&2! 

�-�*0! !� )1�(! -�&"% ��"�+ �!2 �� �&-)+ -���/, � -�$0!  � + $*��+ �-�*�+ !� 

)1�(! -�3��� ��"�+. ��#� *�*�-)!� �������$ &�� )!� � -�$�-&�"(.' ��( 

�!�$����1�( 3"�.�(. �&%-�, *,� &�"(.)+ �(!*)�!��� �!   �-��%� �� -���/, �0! 

�!�$����10! *�*�-)!0! �$!�� #���&'(' -�3��,��"  ��% )!� �"��-)!� &��2.��). 

�����)�!, -� ��! %"� ��"�+ -���/, *,� � -�$0!-&�"(.2! �!�.�"%-���� �� ! 

-���/, ��(+ �-��%� ��. ��� �1'-� 2.1 ��"�(���7�(-� )!� 3"�.� ���! ���$� 

*��&"$!�(-� *,� �-�*�+ (�$!�� &(&�0-)!�+).   
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�� *��.�"�+ -)#�*�� �-�*���$ � + 1" ��-�����,! *��.�"���&� -)�"� �-��%� ��+. 

���-)!0+, )!� � -�!��&% �'-� �� ! �-�*���$ �  �$!��   �����3' �!%+ -)�"�( 

�-��%� ��+, �� ���$� &�#�"$7�� ��! �"%�� (����3��-�, � + �-��%� ��+ *,� � -�$0!. 

��  �(!)1���, #� �!��,��(-� � ! )!!��� � + �-��%� ��+ &�� #� ��"�(�����(-� 

&����� *��*�*�-)!� -)�"� �-��%� ��+. 

 

 

�1'-� 2.1 �"�.�+ -� *,� �-�*���� -)!� �,!��� &�"(.2!. 

�� 
��-���&�$ ��3%"�#-�� ���$7�!��� ��� �*��*��!,�-��� �0! ��!�&0! Laplace. 

��"�&��0, #� �"$��(-� ��(+ �$!�&�+ Laplace &�� ��+ ����&)+ ��(+ �*�%� �)+ ��(+. 

�&%-�, #� ��"�(�����(-� �� ����&% �1'-� � + -�#%*�( 
��-���&'+ 

�-�*���$ � + &�� ��  �(!)1��� *��.�"�+ ��"����3)+ � +. 

2.2. �'�"� 
��������                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               

2.2.1. ��	
��� 
������
�� ���	������ 

�! )1�(-� *,� �!��&�$-�!� x, y �!%+ 12"�(, )!� -)�"� �-��%� ��+ ' -$� �(!�"� �  

�-��%� ��+ �&."�7�� �"�#- ��&� �� ���% � + �-��%� ��+ ��(+. �!�$#���,   

�!�-��%� �� -���/, *,� �!��&��-)!0! �&."�7�� �"�#- ��&� �� &��� �%�� �� *,� 

�(�� �!��&�$-�!� *��.)"�(!. 8!� �$*�+ �!�-��%� ��+ -� �(3&�&"�-)!�+ �*�%� ��+, ��+ 

���$�+ &�� #� ��"�(�����(-� ��  �(!)1���, �$!��   ��%���� .  
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�(1!�, -��"�,-� !� �.�"-%��(-� &����� -����1 -����-% 3�� !� -����")4�(-� )!� 

-)�"� �-��%� ��+ �� )!� -)�"� �!�-��%� ��+ ' �� �!�$#���. �����)�!, (��"1�(! 

*��.�"�� -����1 -����-�$ )��� 2��� )!� -)�"� �-��%� ��+ ' )!� -)�"� 

�!�-��%� ��+ !� &(-�$!���� -���/, �!%+ �"��-)!�( �,"�(+ ��-2!. �(!'#0+,   

�-��%� �� �$!�� - -�"! ��&' &�� &(-�$!���� -���/, 0 (&�#%��( �-��%� ��) &�� 1 

(��'" + �-��%� ��) �!2,   �!�-��%� �� &(-�$!���� �(!'#0+ ��� *���� -� [0, 1] ' 

��� �,"�+ ��% 0 )0+ � . 

 

�(3&�&"�-)!�, �! w(x,y) �$!��   �-��%� �� -���/, �0! � -�$0! x &�� y, �%�� �� 

��1,�(! �� ��"�&��0 �*�%� ��+: 

1. ( , ) 1 .(0 1) . 2.1

2. ( , ) ( , ) ( ). . 2.2

w x y x y w

w x y w y x x y

��	� 
	 �

�

 ��
 �
 �������
�� 
�
����
 �

� � � � �

� �
 

�&%-�, �! d(x, y) �$!��   ��%����  -���/, �0! � -�$0! x &�� y, �%�� ��1,�(! �� 

��"�&��0 �*�%� ��+: 

1. �*�%� �� #���&%� ��+: 

( , ) 0 . . 2.3

( , ) 0 . . 2.4

d x y x y

d x y x y

�

 ��
 �
 �

��	� 
	 �

� �

� � �
 

2. �(--��"�&' �*�%� ��: 

( , ) ( , ) . . 2.5d x y d y x x y�

 ��
 �
 �� �  

3. 	"�30!�&' �!��%� ��: 

 ( , ) ( , ) ( , ) . . 2.6d x y d x y d y z x y x y z�

 ��
 �
 �

 ��
 �
 �

 �� � �  

2.2.2. �����	�����	��� ���	����� (cosine similarity) 

	� &�$-�!� �(!'#0+ ��"�(���7�!��� 0+ *��!,�-��� %��(, &�#� 1�"�&� "����&% 

�&."�7�� �  �(1!%� �� -� � ! ���$� )!�+ �(3&�&"�-)!�+ %"�+ (�)/ ) �-.�!$7���� 

��� &�$-�!�. 8!� ��% �� ��� * -�.��' -)�"� �-��%� ��+ ��� 12"� � + 

�-�*���$ � + &��-)!0! �$!�� �(�% � + �(! -���!���*�,+ �-��%� ��+. ��*�-)!�( %�� 
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x, y �$!�� *,� *��!,�-��� &��-)!0!,   �(! -���!���*'+ �-��%� �� (����3$7���� ��% 

� ! �1)� :   

� �� �
2 2 2 2

cos , , . 2.7
|| || || || || || || ||

x y x y
x y

x y x y
� �

� � � ��
� � � ��  �  � ! " ! "

                                                              

%��(,  

1
. 2.8

n

k kk
x y x y �

�
� � ��   

&�� ||x||, ��( �$!�� �� -'&�+ �� *��!,�-���+ x, �$!�� $�� -�: 

2
1

|| || . . 2.9
n

kk
x x x x �

�
� � � ��   

�/���$�+ � + *�,��" + ��%� ��+ �� ! �/$�0�  (2.7)   �(! -���!���*'+ �-��%� �� 

*�! ��-��!�� (�%4  �� -�3)#  �0! x &��  y &�#2+, �� &�!�!�&�����$ !� )1�(! -'&�+ 

1.  

 

���-)!0+,   �(! -���!���*'+ �-��%� �� �$!�� )!� -)�"� ��( �(! -$��!�( � + 30!$�+ 

-���/, �0! x &�� y. :"�, �!   �(! -���!���*'+ �-��%� �� �$!�� $�  -� 1,   30!$� 

-���/, �0! x &�� y �$!�� $�  -� 0� , &�� �� x, y �$!�� $*�� (%��+ �� �)/��+ ��(+ �$!�� 

&��!)+, �� -'&�+ ��(+ %-0+ *��.)"��). �!   �(! -���!���*'+ �-��%� �� �$!�� $�  -� 

0,   30!$� -���/, �0! x &�� y �$!�� $�  -� 90� , &�� *�! )1�(! &�-$� &��!' �)/ .    

2.2.3. �������
�	� ������ (kernel functions) 

�� �(!�"�'���+ �("'!� �$!�� �(!�"�'���+ �-��%� ��+ -���/, 7�(32! �!��&��-)!0! 

�� ���$�+ �! &�� 1��"$7�!��� ���(#�$�+ �� �"�3-���&� �!��&�$-�!�, *$!�(! ���*,!�-� 

������)�-��� -� �� !� �"������-� �� �!��&�$-�!� �� )!�! ���� 12"� &�� ,���"� !� 

(����3$7�-� � ! �-��%� ��+ ��(+ -)�0 � + �"�/ + ��( ��0��"�&�, 3�!�-)!�(.   

 

	2"�, 3�� )!� -�!�)�� ��( ���$7���� �� )!� &�#�"��-)!�, -  3"�--�&% 12"� 

1�"�&� "����&2! ( )x# , -$� �(!�"� �  �("'!� �"$7���� -)�0 � + �1)� +: 

( , ) ( ) ( ). . 2.10T
i j i jk x x x x# # �� �  

��"�� "�,-� %�� �� �(!�"�'���+ �("'!� �$!�� �(--��"�&)+ &�#2+ ��1,�� %��:  
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( , ) ( , ). . 2.11i j j ik x x k x x �� �  

�")��� !� *���.��$��(-� %��   �(!�"� �  ��( #� ����)/�(-� #� �$!�� )3&(" , 

* ��*', #� �&."�7�� �-��%� �� ��� 12"� 1�"�&� "����&2! ( )x# . � ��"���!0 

���$� �  -��"�$ !� *���.������$ �! �&�!�����$��� �� #�2" -� ��( Mercer. 

 

��2" -� 1.1 (Mercer’s Theorem). �$� �(!�"� �  �("'!� ( , )i jk x x  -��"�$ !� 

�&."����$ -)�0 � + �1)� +: 

( , ) ( ) ( ) . 2.12T
i j i jk x x x x# # �� �  

�! &�� -%!� �!, 3�� &�#� �(!�"� �  g(xi) �)���� 2��� �� 2( )i ig x dx$  !� �$!�� 

����"��-)!�, ��1,�� %��: 

( , ) ( ) ( ) 0. . 2.13i j i j i jk x x g x g x dx dx �� �$  

 

��"�&��0, ��"�(���7�(-� &����� ��"�*�$3-��� �(!�"�'��0! �("'!� ��( 

1" ��-�����,!��� �(1!�. �(3&�&"�-)!�, -$� �(!�"� �  �("'!� �$!�� �� ��0��"�&% 

3�!%-�!�. �(3&"�-)!�, �� ! ��"$��0�  �(�' ��1,�� %��: 

( , ) T
i j i jk x x x x�  (linear kernel).                          �/. 2.14   

M$� ���  �(!�"� �  �("'!� �$!��   ���(0!(-�&' �(!�"� �  ��( �&���(#�$: 

� �( , ) ,
pT

i j i jk x x x x c� �  %��( c>0 (polynomial kernel).           �/. 2.15 

�$� ���  �(!�"� �  �("'!� �$!��   3&��(���!' &�� )1�� �  -�".': 

� �2 2( , ) exp || || / 2i j i jk x x x x �� � �  (Gaussian kernel).           �/. 2.16 

	)��+, )!� ���� ��"�*��3-� �(!�"� � + �("'!� �$!��   ��3-���*'+ &�� )1�� � ! 

�&%��(#  -�".': 

� �( , ) tanh T
i j i jk x x ax x b� �  (sigmoidal kernel).                       �/. 2.17 
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2.2.4.  ����
	��� 
������
� ������ (Gaussian kernel) 

� �&��(���!' �(!�"� �  �("'!� �"$7���� ���+ *,� *��������+ %�0+ .�$!���� �� ! 

�/$�0�  (2.16). ��� (4 �)+ *��������+, )��0 �, -��"�$ !� ��"�3"�.�$ 0+ �� 

3�!%-�!� �0! � -�!�*������0! �(!�"�'��0! �("'!�. � -����� �' � &�#�"$7�� �� 

�,"�+ � + �&��(���!'+ �(!�"� � + �("'!� &�� -��"�$ !� )1�� -%!� #���&' ��-'.  

 

� &�!�!�&���� -)!  �&��(���!  �(!�"� �  �("'!� )1�� �  -�".' ��( �&���(#�$: 

� �2 2
2

1
exp || || / 2

2 i jx x �
%�

� � .                                                 �/. 2.18 

� %"�+ 
1

2%�
 �� ! �/$�0�  (2.18) �������$ � ! ���#�"� &�!�!�&���$ � +. �� ! 

&�!�!�&���� -)!  �&��(���!' �(!�"� �  �("'!� ��1,�� %��   ��"��1' &��0 ��% � ! 

&�-�,�  �$!�� �(!�1'+ 10"$+ ���&�$���+. ��! ����)���-�,   �,/ �  � + -����� �'+ 

� �(!���3���� �  -�$0�  ��( �����(+ � + �(!�"� � +. ��� ��"�*��3-�, ��� �1'-� 

2.2 ��"�(���7�(-� ��+ &�!�!�&���� -)!�+ �(!�"�'���+ �("'!� 3�� �=0.3, �=1 &�� 

�=2. 

 

   

�1'-� 2.2 � �&��(���!' �(!�"� �  3�� �=0.3, �=1 &�� �=2. 

� �(312!�4  *,� �&��(���!2! �(!�"�'��0! �("'!� �(!���3���� -$� !)� 

-�3��,��"�( �,"�(+ �&��(���!' �(!�"� �  -� *��&,-�!�  (�2) $�  -� �� �#"���-� 

�0! *��&(-�!��0! �0! �(310!�(-)!0! �(!�"�'��0!. 

2.2.5. ��
	�� ����� ���
��
��  

	� -)�"� � + ��%���� + Minkowski �"$7���� 0+ �/'+: 
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1

1

( , ) | | ,
n r

r
k k

k

d x y x y
�

� �
� ��  
! "
�                            �/. 2.19 

%��( r �$!�� -$� ��"�-��"�+.  

�� �(! #)���"�+ �����3)+ �$!��: �) 3�� r=1,   ��%����  Manhattan, )!� ��"�*��3-� 

�$!��   ��%����  Hamming ��( �!������1�$ ���! �"�#-% �0! bits ��� ���$� 

*��.)"�(! *,� �!��&�$-�!� -� -%!� *(�*�&� 1�"�&� "����&� �) 3�� r=2,   ��������	� 

��%���� , 3) 3�� r=3,   ��%����  Tschebyshev.   

 

	� -)�"� � + ��%���� + Mahalanobis �������$ -$� 3�!$&�(�  � + �(&��$*���+ 

��%���� + &�� 1" ��-�����$��� %��! &����� ��% �� 1�"�&� "����&� �0! *�*�-)!0! 

�(�1��$7�!���, )1�(! *��.�"���&% �,"�+ ��-2! &��   &���!�-' ��( �&���(#�,! 

�"���33$7�� � ! 3&��(���!' &���!�-'. �(3&�&"�-)!�,   ��%����  Mahalanobis 

-���/, �0! � -�$0!  x, y �"$7���� 0+ �/'+: 
1( , ) ( ) ( ) ,Tmahalanobis x y x y x y�� � & �            �/.  2.20 

%��( � �-1 �$!�� � �!�$��"�.�+ ��( �$!�&� �(--����� �%� ��+ �0! *�*�-)!0!. � 

�$!�&�+ � �$!�� �(--��"�&%+ &�� #���&�  -��"��-)!�+. 8!�+ �$!�&�+ &���$��� #���&� 

 -��"��-)!�+ �! %��+ �� �*����-)+ ��( �$!�� - -�"! ��&)+ (#���&)+ ' - *)!).  

� �$!�&� � )1�� � ! �&%��(#  -�".': 

2
1 12 1

12

2
1 2

D

D D D

� � �

�

� � �

' (
) *
) *

& � ) *
) *
) *
+ ,

�

�

�

�

 

2.3. ��(�)*  Laplace )�� �� +���)'  ��,  �������*  

� �$!�&�+ Laplace, ��! ���$� �(-���$7�(-� -� L, �������$ �!���"�����  �� �$!�&� 

�!%+ 3"�.�(. ��"�&��0, #�0"�,-� )!� -  &���(#(!%-�!� 3"�.� G(V, E) -� ��'#�+ 

&�"(.2! ||V||=n, &�� �$!�&� ��"2! (' �-��%� ��+) , 1,...,( )ij i j nW w ��  %��( 0ijw � . �! 

wij=0, �%��, �� &�"(.)+ i &�� j *�! �(!*)�!���. �,� &�"(.)+ �(!*)�!��� -� -$� �&-' 

�!   �-��%� �� -���/, �0! �!�$����10! � -�$0!-&�"(.2! �$!�� � -�!��&'(' 
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-�3��,��"  ��% )!� �"��-)!� &��2.��). �&%-�, ����*' � G �$!�� -  

&���(#(!%-�!�+, ��1,�� %�� wij=wji (� G �$!�� �(--��"�&%+). �&%-�, #�0"�,-� �0+ � 

��#-%+ (degree) �!%+ � -�$�(-&�"(.'+ i V-  �"$7���� 0+ �� ��'#�+ �0! ��"2! �0! 

�&-2! ��( &����'3�(! �� ! &�"(.' i  * ��*',  

1

.
n

i ij
j

d w
�

��                                 �/. 2.21 

�� ��! %"� D, �(-���$7�(-� ��! *��32!�� n n.  �$!�&� -� ��-)+ d1,…dn �� ! &,"�� 

*��32!��. 

,

, . 2.22

0, . 2.23

i
i j

d i j
d


	 �


��
/0 �

1
� �2

� 3
2 �4

 

2.3.1. !�	��	��"
���� ��	 	�	��	��� 

��#)!��+ �!%+ 3"�--�&�, -����1 -����-�,, ��( �!���"$������ -)�0 �!%+ 

���"�30!�&�, �$!�&� �, )!� -  - *�!�&% *��!(�-� x �"$7���� 0+ �*��*��!(�-� ��( � 

�! �&�!�����$ � ! ��"�&��0 �/$�0� : 

,Ax x��                                  �/. 2.24 

%��( � �$!�� )!� ��#-0�% -)3�#�+ ��( &���$��� �*����-' ��( A &�� �!������1�$ ��� 

�*��*��!(�-� x. ��*�-)!�( %�� (��"1�� � �!�$��"�.�+ ��( �$!�&� �, -��"�,-� !� 

(����3$��(-� ��+ �*����-)+ ��( ����,�!��+ � ! ��"�&��0 �/$�0� : 

det( ) 0,A I�� �                      �/. 2.25 

%��( � �$!�� � ��(����&%+ �$!�&�+ (* ��*', � �$!�&�+ -� -�!�*�+ �� ! &,"�� 

*��32!�� &�� - *�!�&� ���+ (�%�����+ #)���+). 

 

	� �*��*��!,�-��� ��( �!������1�,! �� *��.�"���&)+ �*����-)+ �$!�� 3"�--�&� 

�!�/�"� ��, * ��*', �� )!� n-*������� 12"� � 3"�--�&%+ -����1 -����-%+ � *�! 

-��"�$ !� )1�� ��"���!0 ��% n �*��*��!,�-��� -� *��.�"���&)+ �*����-)+. � 

�������%� �� -��+ �*����-'+ �$!�� � �"�#-%+ �0! 3"�--�&� �!�/�"� �0! 

�*��*��!(�-��0! ��( )1�(! � ! $*�� �*����-'.  

 



 

 

 

 

 

22 

8!� �*��*��!(�-� �!%+ 3"�.�( G �"$7���� 0+ )!� �*��*��!(�-� ��( �$!�&� 

�-��%� ��+ ��( 3"�.�( ' 0+ )!� �*��*��!(�-� ��( �$!�&� Laplace ��( 3"�.�( 

�(��,.  

2.3.2. � ������� Laplace  

�� 
��-���&�$ ��3%"�#-�� ���$7�!��� ��� �*��*��!,�-��� �0! ��!�&0! Laplace, ��( 

�������,! )!� �(!*(��-% �0! ��!�&0! D (�$!�&�+ ��#-2!) &�� W (�$!�&�+ 

�-��%� ��+). 

 

� - -&�!�!�&���� -)!�+ �$!�&�+ Laplace �"$7���� 0+: 

 ,L D W� �                          �/. 2.26 

 &�� )1�� � ! �&%��(#  -�".': 

,

,

( )

,

1, ,

0,

i j n n

i

i j

L l

d i j

l i j i j


	


	 �

 ��	���	�

 �� 
���


��
/0

.�

1 �2
2

� � 53
2
2
4

         �/. 2.27 

 

��#)!��+ 3"�.�( G &�� ��( �$!�&� Laplace ��( L -� �*����-)+ 0 1 1... n� � � �� � � , 

��1,�(! �� ��"�&��0 �*�%� ��+: 

1. � L �$!�� ��!�� #���&�  -��"��-)!�+ (* ��*', %��+ �� �*����-)+ ��( �$!�� #���&)+ ' 

$��+ -� - *)!). 

2. � �"�#-%+ �0! .�"2! ��( �-.�!$7����   �*����-' 0 ��� L �$!�� $��+ -� ��! �"�#-% 

�0! �(!*�*�-)!0! �(!���0�2! ��( 3"�.�(. � 3"�.�+ G �$!�� �(!*�*�-)!�+ �! *,� 

������*'���� &�"(.)+ ��( -��"�,! !� �(!*�#�,! -)�0 �!%+ -�!������, %��( %��� 

�� �!*��-���� ���#-�$ !� �!'&�(! &�� �(��$ ���! G. �(!*�*�-)!  �(!���2�� 

�!�-�7���� )!� (���,!��� 6 ��( G �! �$!�� �(!*�*�-)!� &�� �����)�! �! *�! 

(��"1�(! �(!*)���+ -���/, �0! ���#-2! ��( 6 &�� ��( B . 



 

 

 

 

 

23 

3.   �*����-' �1 �$!�� -�3��,��"  ��% �� 0 �! &�� -%!� �! � 3"�.�+ G �$!�� 

�(!*�*�-)!�+.  

4.   -�&"%��" , -  - *�!�&' �*����-' ��( L �!�-�7���� .��-���&% &�!% (spectral 

gap).  

 

� &�!�!�&���� -)!�+ �$!�&�+ Laplace �"$7���� -� *,� *��.�"���&�,+ �"%��(+: 
1 1 1 1
2 2 2 2: 1symL D LD D WD

� � � �
� � �  (�(--��"�&%+ �$!�&�+)                �/. 2.28 

1 1: 1rwL D L D W� �� � � (�(1�$�+ ��"$����+)                                     �/. 2.29 

&�� )1�� � ! ��"�&��0 -�".': 

,

,

( )

1, 0

1
, ,

0,

i j n n

i

i j
i j

L l

i j d

l i j i j
d d


	 �




	 �

 ��	���	�

 �� 
���


��
/0

.�

1
� 52

22
� � 53
2
2
24

      �/. 2.30 

��#)!��+ 3"�.�( G &�� ��( �$!�&� Laplace ��( L &�����+ �*�%� ��+ ��( ��1,�(! 

�$!�� �� ��"�&��0: 

1. �� Lsym &�� Lrw �$!�� ��!�� #���&�  -��"��-)!�� &�� )1�(! n �"�3-���&)+, -  

�"! ��&)+ �*����-)+ 1 10 ... n� � �� � � � . 

2. � �"�#-%+ �0! .�"2! ��( �-.�!$7����   �*����-' 0  ���(+ Lsym &�� Lrw ��� L �$!�� 

$��+ -� ��! �"�#-% �0! �(!*�*�-)!0! �(!���0�2! ��( 3"�.�(. 

2.4. �'-���� �������)$  
����������     

�� ��1!�&)+ 
��-���&'+ �-�*���$ � + 1" ��-�����,! �� .��-� ��( �$!�&� 

�-��%� ��+ �0! � -�$0! -� ��%1�, � ! -�$0�  � + *������ + &�� � ! ����&' 

�-�*���$ �  �0! � -�$0! �� -�&"%��"  *������ . �� ��! %"� .��-� �!%+ �$!�&� 

�!�.�"%-���� ���+ �*����-)+, ��� �*��*��!,�-��� &�� ��� �*��*����'-��� ��(. 

��#)!��+ �!%+ 3"�--�&�, -����1 -����-�,, )!� �*��*���� -� 3�� -$� �(3&�&"�-)!  
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�*����-' �$!�� �� �,!��� �0! �*��*��!(�-��0! ��( �(!*)�!��� -� � ! �*����-' �(�' 

-�7$ -� �� - *�!�&% *��!(�-�.       

 

���"1�(! *��.�"�� ��3%"�#-�� 
��-���&'+ �-�*���$ � + ��( *��.)"�(! &("$0+ 

0+ �"�+ ��! �"�#-% �0! �*��*��!(�-��0! ��( 1" ��-�����,! 3�� ��! *��10"��-%. 

�(3&�&"�-)!�, �� ��3%"�#-�� 
��-���&'+ �-�*���$ � + *��&"$!�!��� �� recursive 

&�� multiway. �� recursive ��3%"�#-�� 1" ��-�����,! )!� -%!� �*��*��!(�-� 

���!�� ���&� 3�� ��(+ *��10"��-�,+ �!2, �� multiway ��3%"�#-�� 1" ��-�����,! 

����� �*��*��!,�-��� &�� (����3$7�(! ���(#�$�+ ��! *��10"��-% �0! *�*�-)!0!.   

 

�$� ��1!�&' 
��-���&'+ �-�*���$ � + �$!�� � ��3%"�#-�+ �0! Shi &�� Malik ��( 

*��10"$7�� �� *�*�-)!� �� *,� �,!��� -� ���  �� �*��*��!(�-� ��( �!������1�$ �� ! 

*�,��"  -�&"%��"  �*����-' ��( �$!�&� Laplace. 

 

�-�$+ 1" ��-�����,-� ��! ��3%"�#-� 
��-���&'+ �-�*���$ � + �0! Ng, Jordan &�� 

Weiss (NJW). � NJW ��3%"�#-�+ �-��"�)1�� � ! �����3' �0! &�"(.�$0! 

�*��*��!(�-��0! ��( �$!�&� �-��%� ��+ &�� �� ! �(!)1��� � ! 1" ��-���$ �' ��(+ 

3�� � ! �-�*���$ �  �0! *��.%"0! � -�$0!.    

2.4.1. #����	���� ��� Ng, Jordan ��	 Weiss 

���! ��3%"�#-� NJW, �(-���$7�(-� -� � �$!�� �� �,!��� �0! *�*�-)!0!, &�� -� |�| 

�� ��'#�+ �0! � -�$0! ��(, #�0"�,-� �2+ |�|=n. �&%-�, �(-���$7�(-� -� 

6 71 2, ,... KC C C C� , %��( � �� ��'#�+ �0! �-�*0!,  -$� *��-)"��  ��( N �� - -�*��� 

&�� - -�(!*�*�-)!� (���,!��� 1 2, ,... .KC C C   

 

�,-.0!� -� ��! ��3%"�#-% NJW, �"1�&� &����&�(�7�(-� ��! �$!�&� �-��%� ��+ 

-���/, �0! � -�$0! &�� - *�!$7�(-� �� *��32!�� ����1�$� ��(. ��  �(!)1���, -� 

���  ��! �$!�&� �-��%� ��+, (����3$7�(-� ��! �$!�&� Laplace %�0+ �(�%+ �"$7���� 

�� ! �/$�0�  2.28. 8�����, &����&�(�7�(-� )!� �$!�&� U, -�3)#�(+ � �n K. , ��( 
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)1�� 0+ ��'��+ �� � &�!�!�&���� -)!� �*��*��!,�-��� ��( �!������1�,! ���+ � 

-�3��,��"�+ �*����-)+ ��( �$!�&� Laplace. �&���,#0+, &����&�(�7�(-� )!� �$!�&� 

�, -�3)#�(+ � �n K. , -)�0 ��( �$!�&� U. ��� �!��(��&�, � � �$!�� ����)���-� � + 

&�!�!�&���$ � + �0! �#"���-��0! �0! 3"�--2! ��( U �� -�!�*��$� -'&�+. ��� 

����&% �'-� ��( ��3�"$#-�( NJW �-�*�����,-� ��+ 3"�--)+ ��( � -)�0 ��( K-

means ��3�"$#-�( �-�*���$ � + �� � �-�*�+.  ���"�,-� !� ��"�� "'��(-� 

�!��(��&� �� �'-��� ��( NJW ��3�"$#-�( ��� �1'-� 2.3. 
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��3%"�#-�+ �0! Ng, Jordan &�� Weiss (NJW) 

+$�� 1�: �����&�(�7�(-� ��! �$!�&� �-��%� ��+ W, � �"�#-%+ �0! �-�*0! �$!�� 

K. ��  �(!)1���, #)��(-� �� *��32!�� ����1�$� ��( (wii) $�� -� - *)!.  

 

+$�� 2�: �����3$7�(-� ��! �$!�&�  
1 1
2 2 ,L D WD

� �
�   

%��( L �$!�� � �$!�&�+ Laplace ��( W. 

 

+$�� 3�: 8��0 %�� �$!�� 1 21 ...� � �8� � � �  �� K -�3��,��"�+ �*����-)+ ��( &�� 

1 2, ,..., Ku u u  �$!�� �� �!�$����1� �*��*��!,�-���. 9�� �� �*��*��!,�-��� �$!�� 

&�!�!�&���� -)!� 2��� !� )1�(! -�!�*��$� -'&�+. �����&�(�7�(-� ��! �$!�&� 
n KU R .-  ��( )1�� 0+ ��'��+ �� �*��*��!,�-��� 1 2, ,..., Ku u u .    

 

+$�� 4�: �����&�(�7�(-� ��! �$!�&� n kY R .-  ��% ��! U &�!�!�&����2!��+  �� 

�#"�$�-��� �0! 3"�--2! �� -�!�*��$� -'&�+. ���-)!0+, &�#� ����1�$� ��( �$!�&� 

� )1�� �  -�".' 

2

1
/ ,ij ij ijj

y u u
�

� �   

3�� &�#� i=1, …,n )��0 %�� K
iy R-  �$!�� �� *��!(�-� ��( �!������1�$ �� ! i-���' 

3"�--' ��( U. 

 

+$�� 5�: �-�*�����,-� �� � -�$� 1,...( )i i ny � ��� KR , -)�0 ��( ��3�"$#-�( �-means, 

���+ �-�*�+ 1,..., kC C . 

�1'-� 2.3 6'-��� ��3�"$#-�( NJW.    

2.4.2. $	����	
� ������ (Graph Cut) 

9�0+ �"��!�.)"�-�, ��%1�+ � + 
��-���&'+ �-�*���$ � + �$!�� � *��10"��-%+ 

�0! � -�$0! �� K �-�*�+ -� ���  ��! �$!�&� �-��%� ��+. ���"�,-� !� 
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�!�*���(�2��(-� �� ��"���!0 0+ �/'+: ��%1�+ � + �-�*���$ � + �$!��   *��-)"��  

��( 3"�.�( )��� 2��� �� �&-)+ -���/, *��.�"���&2! �-�*0! !� )1�(! �*��$��"� 

-�&"% ��"�+ &�� �� �&-)+ -)�� �� -$� �-�*� !� )1�(! -�3��� ��"�+. ���-)!0+, ��  


��-���&' �-�*���$ �  #)��(-� !� ���1�������'��(-� � ! �-��%� �� -���/, �0! 

*��.%"0! �-�*0! &�� !� -�3�������'��(-� � ! �-��%� �� -���/, �0! *�*�-)!0! 

� + $*��+ �-�*�+. 

 

��  �(!)1���, �(-���$7�(-� �� ��'#�+ �0! &�"(.2! ��( � -� |�|. �&%-�, 

�(-���$7�(-� -� ( )vol A  �� �#"���-� �0! ��#-2! �0! &�"(.2! ��( �!'&�(! ��� � 

&�� �� �"$7�(-� 0+: 

( ) : ,i
i A

vol A d
-

��                           �/. 2.31 

 

	� �,!��� �0! �&-2! -���/, *,� -  �(!*�*�-)!0! �(!%�0! ,A B N9 �!�-�7���� 

edge cut ' ���� cut -���/, �0! A, B. �&%-�, �"$7�(-� �� �(-��'"0-� ��( 

(���(!%��( A V:  0+ A . �&%-�, #�0"�,-� %�� �� �,!��� �1,…�k �������,! -$�  

*��-)"��  ��( 3"�.�( �! �$!�� �!� *,� /)!� -���/, ��(+ (* ��*' i jA A; � < ) &�� 

�!   )!0�  ��(+ *$!�� �� 3"�.� V (* ��*' 1 ... kA A V= = � ).    

   

���#)��(-� %�� )1�(-� *,� -  �(!*�*�-)!� (���,!��� ,A B  �%��, ��1,�� %�� 

, ,A B V A B= � ; � <  ���� �.��"2!��+ ��+ �&-)+ ��( �(!*)�(! �� *,� �(�� 

(���,!���. ���"�,-� !� (����3$��(-� ��! ��#-% �!�-��%� ��+, -���/, �0! *,� 

(���(!%�0!, 0+ �� �(!���&% ��"�+ �0! �&-2! ��( )1�(-� �.��")���. ���-)!0+, #� 

)1�(-�:  

,

( , ) . 2.32ij
i A j B

cut A B w �
- -

� ��  

� ��� ���%+ &�� �(#,+ �"%��+ !� &����&�(���(-� -$� *��-)"��  ��( 3"�.�( �$!�� 

-)�0 � + ��$�(� + ��( �"���'-���+ ���1��� + &����- � +. �(3&�&"�-)!�, 

����)3�(-� � ! *��-)"��  1,... kA A  ��( ���1��������$ ��  
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1
1

( ,..., ) : ( , ) . 2.33
k

k i i
i

cut A A cut A A �
�

� �� .  

 

��"%�� �(��,   ��$�(�  ��( �"���'-���+ ���1��� + &����- � +, �� ����)+ 

��"���2���+ �* 3�$ ���! *��10"��-% -$�+ /�10"���'+ &�"(.'+ ��% �� (�%����� 

3"�.�. 	� ��"���!0 �$!�� )!� -  ���#(- �% ����)���-� &�#2+ ��%1�+ � + 

�-�*���$ � + �$!�� �"&��� -�3���+ �-�*�+. 8!�+ �"%��+ !� �!��-��0�$��(-� �� 

��"���!0 �"%�� -� �$!�� !� ������,-� �� �,!��� 1,..., kA A  !� �$!�� �"&��� -�3���, 

#� �!�.)"�(-� ��+ *,� ��� &��!)+ �(!�"�'���+ ��( ����,�(! �� �"%�� -� -� ��! 

�"%�� �(�%. 

 

� �(!�"� �  RatioCut ��"�(����� &� �"2�  .�"� �� 1992 ��% ��(+ Hagen &�� 

Kahng &�� �"$7���� 0+:  

1
1

( , )
( ,..., )

| |

k
i i

k
i i

cut A A
RatioCut A A

A�

�� .                   �/. 2.34 

� �(!�"� �  Ncut (Normalized cut) [24] ��"�(����� &� �"2�  .�"� �� 2002 ��% 

��(+ Shi &�� Malik &�� �"$7���� 0+:  

1
1

( , )
( ,..., )

( )

k
i i

k
i i

cut A A
Ncut A A

vol A�

�� .                          �/. 2.35  

� -��2!�(-� %�� &�� �� *,� �(!�"�'���+ ���&��,! -�&"' ��-' �! �� �-�*�+ Ai *�! 

�$!�� ���, -�&")+. �(3&�&"�-)!�,   �(!�"� �  
1

(1/ | |)
k

i
i

A
�
�  ���1��������$��� �! %�� 

�� |Ai| �(-�$���(! &��   �(!�"� �  
1

(1/ ( ))
k

i
i

vol A
�
�  ���1��������$��� �! %�� �� 

vol(Ai) �(-�$���(!. 

2.4.3. %��
� ��&���� ���	����� (Random Walks)   

8!�+ ����+ �"%��+ !� �/ 3'��(-� �  
��-���&' �-�*���$ �  ���$7���� ���(+ 

�(1�$�(+ ��"�����(+ ��� 3"�.� �-��%� ��+ [14]. � �(1�$�+ ��"$����+ �� )!� 3"�.� 

�$!�� -$� ���1����&' *��*�&��$� ��( -� �(1�$� �"%�� -�����$!�� ��% � ! -$� &�"(.' 
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�� ! ��� . ���"�,-� !� �!�*���(�2��(-� �� �"%�� -� 0+ �/'+: ��%1�+ � + 

�-�*���$ � + �$!��   *��-)"��  ��( 3"�.�( )��� 2��� � �(1�$�+ ��"$����+ !� 

��"�-)!�� ��$ -�&"2! -)�� �� -$� �-�*� &�� ���!�� !� -�����$!�� �� &����� ��� .  

 

�(3&�&"�-)!�,   ��#�!%� �� -������ + �� )!� �'-� ��% � ! &�"(.' i �� ! &�"(.' 

j �$!�� �!���3  ��( ��"�(+ wij &�� $�  -� : /ij ij ip w d� . ���-)!0+, � �$!�&�+ 

-������ + , 1,...,( )ij i j nP p ��  ��( �(1�$�( ��"�����( �"$7���� 0+:  

1P D W�� .                                         �/. 2.36 

��"�� "�,-�, ��% ��! ��"���!0 �,��, %�� (��"1�� ���!' �1)�  �!�-��� ���! 

�$!�&� -������ + &�� ���! �$!�&� Laplace. 
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�������
 3. ��	������ 
��!
�
���� 

 

3.1 ����303' 

3.2 �/��2���+ �$! � + ��( ��,�0!�  

3.3 ��(�2!��� �-�*���$ �  

3.4 ��#�"��-%+ ��( �,"�(+ ��( �(!�-�&�, (�) 

 

3.1. ����%&%$ 

��� &�.����� �(�%, #� ��"�(�����(-� -$� *(!�-�&' -)#�*� �-�*���$ � +, � ! 

��(�2!��� �-�*���$ �  [4], ��( ���$7���� ���+ �/��2���+ &$! � + ��( ��,�0!�. 

�,-.0!� -� �  -)#�*� � + ��(�2!���+ �-�*���$ � + �.�"-%7���� �"1�&� -$� 

*(!�-�&' *��*�&��$� ��� � -�$� ��( �(!%��( *�*�-)!0!, 1" ��-����2!��+ � ! 

�"2�  �/$�0�  &$! � + ��( ��,�0!�. �(�% )1�� 0+ ����)���-� �  -���&$! �  ��( 

&�#� � -�$�( �"�+ �� &)!�"� � + �-�*�+ �� ! ���$� �!'&��. ��� &�.����� �(�%, #� 

�"$��(-� ��+ �/��2���+ &$! � + ��( ��,�0!� &�� #� �!�.)"�(-� &�����+ )!!���+ &�� 

�"��-�,+. 8�����, #� �!��,��(-� �  .��  � + �(""$&!0� + �0! �-�*0! *�*�-)!0! 

&�� #� �!�.)"�(-� ��+ ����)+ .����+ ��( �(!����,! � ! -)#�*� � + ��(�2!���+ 

�-�*���$ � +. 	)��+, #� ��"�(�����(-� -$� -)#�*� (����3��-�, � + ��"�-)�"�( 

�. � ��"�-��"�+ �(�' �"��*��"$7�� �� �,"�+ ��( *(!�-�&�, &�� �$!�� �*��$��"� 

� -�!��&', �.�, �� "��7�� �  *(!�-�&' *��"3��$� �-$&"(!� + �0! �-�*0!, &�#2+ 

&�� � ! ��$*��  � + ���&%��(# + �-�*���$ � +. 
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3.2. �.��/�*�  ��(���  ��, �*0�&(� 

�� �"��+ �/��2���+ &$! � + ��( ��,�0!� ��-��!�(! (�%4  � ! �"1' � + 

�1���&%� ��+ ��( ������$�(   ���$� �"���)��� %��,   ���,#�"  &$! �  �0! 

�!��&��-)!0! �$!�� �� �(#�$� 3"�--' &�� )1�� ���#�"' ��1,� ��. ��"�&��0, �"1�&� 

#� (��!#(-$��(-� �� �2+ �"$7�!���   ��1,� �� &��   �����1(!�  &�� ��  �(!)1��� 

#� ��"�(�����(-� ��+ �"��!�.�"#�$��+ �/��2���+. 

     

9�0+ 3!0"$7�(-�,   ��1,� �� �$!�� � "(#-%+ ����3'+ � + -����%��� +. �� ���� 

�%3��, �$!��   *��!(%-�!  ��%����  �!� 1"�!�&' -�!�*�. ���-)!0+, �! s �$!��   

*��!(%-�!  ��%����  ��% )!� �2-� �� 1"%!� t,   ��1,� �� v ��( �2-���+ �$!�� $�  

-�:  

/v s t� .                                        �/. 3.1 

 

��  �(!)1���,   �����1(!�  �$!�� � "(#-%+ ����3'+ � + ��1,� ��+. �� ���� �%3��, 

�$!��   ����3' �� !  ��1,� �� �!� 1"�!�&' -�!�*�. ���-)!0+, �! u �$!��   �"1�&' 

��1,� �� (  ��1,� �� %��! t=0) �!%+ &�!�,-�!�( �2-���+ &�� v �$!��   ����&' 

��1,� �� ��( �2-���+ �� 1"�!�&% *���� -� t, �%��   �����1(!�  ��( �2-���+ �� 

1"%!� t �$!�� $�  -�: 

( ) / .a v u t� �                                �/. 3.2  

��"���!0, #�0"�,-� %��   �����1(!�  ��( �2-���+ ��"�-)!�� ���#�"' �� %�� �� 

1"�!�&% *���� -� t. ��% � ! �/$�0�  (3.2) �,&��� �"�&,����   �"2�  �/$�0�  

&$! � + ��( ��,�0!�:  

                                    �/. 3.3 

 

8��0 %�� )!� �2-� &�!�$��� -� ���#�"' ��1,� �� v �%�� ��% � ! �/$�0�  (3.1) 

��1,�� %�� .s vt�  8��0 �2"� %�� )!� �2-� &�!�$��� -� ���#�"' �����1(!� , �! u   

�"1�&' ��( ��1,� �� &�� v   ��1,� �� ��( -��� ��% 1"%!� t �%��,   -)�  ��1,� �� 

��( �2-���+ �$!�� $�  -�: 

( ) / 2.u v�                                     �/. 3.4 

:"�, ��% ��+ �/��2���+ (3.1) &�� (3.4) �"�&,���� %��:  

.v u at� �  
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[( ) / 2] .s u v t� �                            �/. 3.5 

��% � ! �/$�0�  (3.3) (�"2�  �/$�0�  ��( ��,�0!�) &�� � ! �/$�0�  (3.5) 

�"�&,����    *�,��"  �/$�0�  ��( ��,�0!�: 

                         �/. 3.6 

    

 

	2"�, ��% � ! �/$�0�  (3.3) )1�(-� %��:  

2 2 21
2

2
v u a ut at

� �� �� � ��  �  
! "! "

         �/. 3.7 

&�� -)�0 � + �/$�0� + (3.6) (*�,��"  �/$�0�  ��( ��,�0!�), �"�&,����   �"$�  

�/$�0�  &$! � + ��( ��,�0!�:  

 

                               �/. 3.8 

 

� -)#�*�+ � + ��(�2!���+ �-�*���$ � +, ��( #� ��"�(�����(-� ��  �(!)1���, 

���$7���� �� ! �"2�  �/$�0�  &$! � + ��( ��,�0!�. 

3.3. �*,�/(*�� 
���������� 

� -)#�*�+ � + ��(�2!���+ �-�*���$ � + ���"�#-�$ &�� �!���$7�� � + �-�*�+ ��( 

��"�)1�!��� �� )!� �,!��� *�*�-)!0!. �(3&�&"�-)!�, �������$��� ��% *,� .����+.  

 

�� ! �"2�  .�� , �"��*��"$7���� � �"�#-%+ K �0! �-�*0! &�� �"���33$7����   #)�  

�0! &)!�"0! ��(+. �(3&�&"�-)!�, �.�"-%7���� -$� *(!�-�&' *��*�&��$� ��� � -�$� 

��( �(!%��( *�*�-)!0! -� ����)���-� !� �(3&�!�"2���, �� &�#)!� ��% �(��, 3,"0 

��% �� &)!�"� � + �-�*�+ �� ! ���$� �!'&��. 	� -�!����� ��( �&���(#�$ �� &�#� 

� -�$� &�#�"$7�� �� �,"�+ -$�+ �1���&'+ �(!�"� � + �(&!%� ��+ ��#�!%� ��+ (pdf). 

	� ��'#�+ �0! ��"���!0 �(!�"�'��0! �(&!%� ��+ ��#�!%� ��+ �(!����$ �� -$� 

�(!�"� �  ���(�"���&�, -�!�)��(, %��(, &�#� -)3���� �!������1�$ �� *��.�"���&' 

�-�*� -� &)!�"� ��( �"���33����&� ����#���$��� ��  #)�  ��1-'+. 	� ��'#�+ �0! 

� -�$0! ��1-'+ �������$ ��! �"�#-% �0! �-�*0! ��( �(!%��( *�*�-)!0! �!2, �� 

21
.

2
s ut at� �� ��  

! "

2 2 2 .v u as� �  
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#)���+ *$!�(! -$� �"��)33��  � + ����#)� � + �0! &)!�"0! �0! �-�*0!. ��� � ! 

�,"��  ��( �"�#-�, �0! �-�*0! &�� �0! &)!�"0! ��(+ 1" ��-�����,!��� -)#�*�� 

���1����&'+ &�� &�#���&'+ ����������$ � + (global optimization) ��( 

�!�&��,���(! �� ����&� -)3���� [1, 7, 16, 17, 26, 27]. 	� ��'#�+ �0! ����&2! 

-)3���0! � + �(!�"� � + �!������1�$ ���! �"�#-% K �0! �-�*0! ��( (��"1�(! ��� 

�,!��� *�*�-)!0!.  

 

��  *�,��"  .�� , 1" ��-�����$��� -$� ��1!�&' 3�� � ! ����&' �-�*���$ � . ��  

�(!)1���, #� ��"�3"�4�(-� � ! *��*�&��$� �(3&)!�"0� + �0! *�*�-)!0! 3,"0 ��% 

�� &)!�"� �0! �-�*0! ���+ ���$�+ �!'&�(! &�� ��! (����3��-% � + ��"�-)�"�( �. 

	� (�%����� ���*�� � + -�#%*�( *�! #� �!��(#�,! &�#2+ (��"��$!�(! ��(+ 

�&���,+ � + *���"��'+.        

3.3.1. ��������
� ��� ������ 

�(-���$7�(-� -� 1{ ,... }NX x x�  )!� �,!��� *�*�-)!0!. �&%-�, #�0"�,-� %�� � 

�"�#-%+ �0! �-�*0!, ���+ ���$�+ #)��(-� !� *��-�"$��(-� �� �,!��� *�*�-)!0!, 

�$!�� 3!0��%+ &�� $��+ -� K. �&%-�, �(-���$7�(-� -� Vij �� *(!�-�&% ��( 

�!���,������ -���/, �0! �0-���*$0!-� -�$0! ��( �(!%��( ��( �$!�� ����#�� -)!� 

���+ #)���+ xi &�� xj. ���#)��(-� %��   Vij *$!���� ��% -$� �(!�"� �  ��( Gauss (* �. 

�&��(���!% *(!�-�&%) � ! ���$� &�� ��"�#)��(-�: 
2 2exp( || || / 2 )ij i jV x x �� � � � ,                          �/. 3.9 

%��(   &��-�&0�' ��"�-��"�+ (�) �"��*��"$7�� �� �,"�+ ��( *(!�-�&�,. �&�%+ � + 

3!0��'+ �&��(���!'+ �(!�"� � +, #� -��"�,��-� !� �$1�-� 1" ��-����'��� 

�����*'���� ���  �(!�"� �  �("'!� �!���3� -� �0! �,�� �0! *�*�-)!0! &�� �� 

�"%�� -� ��( �/���7�(-�. ��  �(!)1��� � + *���"��'+, #� *�,-� �0+ -��"�,-� !� 

�.�"-%��(-� � ! ��(�2!��� �/$�0�  &$! � + �� *�*�-)!� -�3�� + *������ + &�� 

�(3&�&"�-)!�, ��� �"%�� -� � + �-�*���$ � + &��-)!0!. 

 

� ��"�-��"�+ � �$!�� �*��$��"� � -�!��&' &�#2+ �� "��7�� �  *(!�-�&' *��*�&��$� 

�(""$&!0� + �0! �-�*0! &�� �"� �!��%.�(&�� � ! ��$*��  � + �-�*���$ � +. 	� 
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� �/�"����� ��% �� �,!��� *�*�-)!0!. ��� �!��(��&�, �"��� �,!��� *�*�-)!0! 

������,! -�3��,��"�( �,"�(+ *(!�-�&% �� �1)�  -� �(�% ��( ������,! �(&!%��"� 

�,!���. �(3&�&"�-)!�, �! �� � ��( #� ����)/�(-� �$!�� �*��$��"� -�3��� #� )1�� 0+ 

����)���-� �&��(���!% *(!�-�&% -�3���( �,"�(+ &�� ���-)!0+, �/���$�+ ��( 

-�3���( �"�#-�, ���&��,4�0!, ����&� #� &����'3�(-� �� -$� -%!� �-�*�. 

�!�$#���, �! �� � ��( #� ����)/�(-� �* 3�$ �� �*��$��"� “���!%” �&��(���!% 

*(!�-�&%, �/���$�+ ��( %�� �&%-� &�� &�!��!� � -�$� #� &����'3�(! �� *��.�"���&)+ 

�-�*�+, �� ! ����&' �-�*���$ �  #� )1�(-� -�3��� �"�#-% ��% �-�*�+.     

 

� &$! �  �0! *�*�-)!0! -�+ �� "��7���� ��% � ! ,��"/  -$�+ *,!�- +. 	� 

*�*�-)!� ��( &�!�,!��� �"�+ *��.�"���&)+ �-�*�+ �$�� ��0#�,!��� -���/, ��(+, �$�� 

�$!�� ���, -�&"�� 3�� !� (��"/�� ��� ���$*"��  -���/, ��(+. ���� ��% )!� ���"&' 

�"�#-% � -��0!, �� � -�$� ��( �!'&�(! �� ! $*�� �-�*� #� -���&�! #�,! ��� &�!�� 

�� )!� ��� ���� &�� ���-)!0+,   �-�*� #� �(""�&!0#�$. � *(!�-�&' *��*�&��$� 

���$7���� ���+ �/��2���+ &$! � + ��( ��,�0!� ��( �&���(#�,!, %��( &�� #�0"�,-� 

%��   �����1(!�  �$!�� ���#�"': 

2 2

1

( ) /
N

i i ij i
j
j i

d x t dt V F
�
5

� �> ?� ,     1, 2,...,i N@ �                       �/. 3.10 

��0"�,-� %�� �� �"1�&)+ #)���+ �$!�� �� �"1�&� -�+ *�*�-)!�, �.1. ( 0)i ix t x� �  

( 1,..., )i N@ �  &�� %�� �� �"1�&)+ ��1,� ��+ ( / )i iu dx dt?  �$!�� $��+ -� - *)!. 

�!�0-��2!�(-� ��+ �/��2���+ &$! � + �� -�&"� 1"�!�&� �'-���, *t, %��( #�0"�$��� 

%�� �� *(!�-��+ Fi ��"�-)!�(! ���#�")+ &�#’ %�  �  *��"&��� ��( ��"���!0 -�&"�, 

1"�!�&�, *����'-���+. �� &�#� �'-�, ���!�.)"�(-� ��+ ��1,� ��+ ��� - *)! 3�� !� 

���.,3�(-� ��1!�("3'-��� �/���$�+ � + #�"-�&'+ �!)"3���+. 	���&�, )1�(-� �� 

�&%��(#� �1'-� &$! � +: 

21
( ) ( ) .

2i i ix t t x t t F� �� � �                               �/. 3.11 

 

� -����� �' *t �$!�� �*��$��"� � -�!��&'. �(3&�&"�-)!�, �! �� � -�$� ��( �(!%��( 

*�*�-)!0! )1�(! -�&")+ ��-)+ �� *t �")��� !� )1�� ��"� ���, -�&"' ��-', �!�$#���, 
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�! �� � -�$� ��( �(!%��( *�*�-)!0! )1�(! -�3���+ ��-)+ �� *t �")��� !� )1�� -�&"' 

��-' %-0+ -�3��,��"  �� �1)�  -� �"�!. ��%1�+ -�+ �$!�� �� 1"�!�&% �'-� �0! 

� -�$0! !� �"�&���$ ���, -�&"' ����3' � + #)� + ��(+ �� �1)�  -� � ! 

�"� 3�,-�!  ��(+ #)� .   

  

����*'   ��� ���$*"��  �$!�� ��&��&', -��� ��% -$� 1"�!�&' ��"$�*� 	 �� 

�0-��$*�� ��( �!'&�(! �� ! $*�� 3����!��-�-�*� #� �(3&�!�"0#�,! 3,"0 ��% �� 

&)!�"� � +. ���-)!0+, -$� �"1�&� *������  �-�*� ��  �(!)1��� -�7�,���� �� 

-)3�#�+. ���� ��% &�#�"��-)!� �"�#-% � -��0! ' %��! �� �'-��� &������,! �%�� 

-�&"� 2��� �� �����)�! ���!��'4��+ !� - ! �"�&���,! &����� �*��$��"  

*��.�"���$ � ,   �"���-�$0�' ���&� "2!����. �"���1', �! � �"�#-%+ �0! 

� -��0! �$!�� -�3��,��"�+ ��% �� �"�����%-�!�, �� � -�$� ��( �(!%��( 

*�*�-)!0! #� ��$!�(! !� �(3&�!�"0#�,! 3,"0 ��% -�!�*�&% &)!�"�. �(3&�&"�-)!�, 

1" ��-�����,-� �� �&%��(#� &"��'"��: 

1

1

| ( ) ( ) |
,

| ( ) |

N

i ii
N

i ii

x t t x t

x t t x

�
�

�
�

�

� �
A

� �

�
�

                       �/. 3.12 

%��(   �$!�� -$� -�&"' #���&' ��-' (%�0+ �.1. 10-3).   

 

��� �1'-��� 3.1, 3.2, 3.3 &�� 3.4 ��"�#)��(-� &����� ��"�*�$3-��� �(""$&!0� + 

�-�*0!. �(3&�&"�-)!�, * -��("3'��-� -� �(1�$� *��3-���� 4$� ��% � ! &�!�!�&' 

&���!�-' *,� �,!��� *�*�-)!0! (�1'-��� 3.1 &�� 3.2) -� 200 � -�$� �� &�#)!�, *t 

$�� -� 10-4 &�� � ��"$��( $�� -� 0.03. �� ��! $*�� �"%�� * -��("3'��-� �&%-� *,� 

�,!��� *�*�-)!0! (�1'-��� 3.3 &�� 3.4) -� 1000 � -�$� �� &�#)!�, *t $�� -� 10-4 

&�� � ��"$��( $�� -� 0.3. ��� &�#� �,!��� *�*�-)!0! �.�"-%��-� �  -)#�*� 3�� 

�(/�!%-�!� &�#� .�"� �"�#-% ��(�2!��0! � -��0!. ��� �1'-��� 3.2 &�� 3.5 

��"�� "�,-� %�� �$!�� ��"���%��"� �(*��&"���+ �� �-�*�+ ��( (��"1�(! ��� �,!��� 

*�*�-)!0! -��� � ! �.�"-�3' � + �(""$&!0� + (* ��*' -��� ��% &����� �"�#-% 

��(�2!��0! � -��0!) �� �1)�  -� �� �%�� �(*��&"���+ �$!�� ��� �"1�&� (-  

�(""�&!0-)!�) �,!���. 
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�) �"1�&% �,!��� *�*�-)!0! 
�) �$!�&�+ �-��%� ��+ ��( �"1�&�, 

*�*�-)!0! 

 
 

�) �,!��� *�*�-)!0! -��� ��% 50 

��(�2!��� �'-��� 

�) �$!�&�+ �-��%� ��+ ��( �(!%��( 

*�*�-)!0! -��� ��% 50 ��(�2!��� 

�'-��� 
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3) �,!��� *�*�-)!0! -��� ��% 100 

��(�2!��� �'-��� 

3) �$!�&�+ �-��%� ��+ ��( �(!%��( 

*�*�-)!0! -��� ��% 100 ��(�2!��� 

�'-��� 

 
 

*) �,!��� *�*�-)!0! -��� ��% 150 

��(�2!��� �'-��� 

*) �$!�&�+ �-��%� ��+ ��( �(!%��( 

*�*�-)!0! -��� ��% 150 ��(�2!��� 

�'-��� 

�1'-� 3.1 �"2�� �,!��� *�*�-)!0! (�=2, �=200). 
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�) �"1�&% �,!��� *�*�-)!0! 
�) �,!��� *�*�-)!0! -��� ��% 25 

��(�2!��� �'-��� 

  
3) �,!��� *�*�-)!0! -��� ��% 75 

��(�2!��� �'-��� 

*) �,!��� *�*�-)!0! -��� ��% 200 

��(�2!��� �'-��� 

�1'-� 3.2 ��,��"� �,!��� *�*�-)!0! (�=2, �=200). 
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�) �"1�&% �,!��� *�*�-)!0! 
�) �$!�&�+ �-��%� ��+ ��( �"1�&�, 

�(!%��( *�*�-)!0! 

 
 

�) �,!��� *�*�-)!0! -��� ��% 20 

��(�2!��� �'-��� 

�) �$!�&�+ �-��%� ��+ ��( �(!%��( 

*�*�-)!0! -��� ��% 20 ��(�2!��� 

�'-��� 

 
 

3) �,!��� *�*�-)!0! -��� ��% 30 

��(�2!��� �'-��� 

3) �$!�&�+ �-��%� ��+ ��( �(!%��( 

*�*�-)!0! -��� ��% 30 ��(�2!��� 

�'-��� 
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*) �,!��� *�*�-)!0! -��� ��% 40 

��(�2!��� �'-��� 

*) �$!�&�+ �-��%� ��+ ��( �(!%��( 

*�*�-)!0! -��� ��% 40 ��(�2!��� 

�'-��� 

 

 

�1'-� 3.3 	"$�� �,!��� *�*�-)!0! -� (�=3, �=1000). 

 

  

�) �"1�&% �,!��� *�*�-)!0! 
�) �,!��� *�*�-)!0! -��� ��% 20 

��(�2!��� �'-��� 
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3) �,!��� *�*�-)!0! -��� ��% 30 

��(�2!��� �'-��� 

*) �,!��� *�*�-)!0! -��� ��% 40 

��(�2!��� �'-��� 

�1'-� 3.4 	)��"�� �,!��� *�*�-)!0! -� (�=3, �=1000).  

3.4. ��-�"����  ��, �0"�,  ��, !,(���)�0 (�) 

9�0+ �"��!�.)"�-�, � (����3��-%+ � + ��"�-)�"�( � )1�� �*��$��"  � -��$�. 

�(3&�&"�-)!�,   ��-' ��( � &�#�"$7�� �� �,"�+ ��( �&��(���!�, *(!�-�&�, &�� 

���-)!0+ �� ��'#�+ �0! �-�*0! � + ����&'+ �-�*���$ � +. �� ! �"3��$� [20] )1�� 

�"���#�$ -$� ���' -)#�*�+ �&�$- � + � + ��-'+ ��( � -)�0 ���!�� ���&'+ 

�&�)��� + ��( ��3�"$#-�( �-�*���$ � + 3�� *��.�"�+ ��-)+ ��( � -� )!� �'-� 

*��&"�����$ � + ��� B Cmin max,� � . 	���&�,   -)#�*�+ ����)3�� �&�$!� �� � ��( �* 3�$ 

��  �,�  -� � ! &��,��"  �-�*���$ � . 

 

��"�&��0, ��"�(���7�(-� -$� ��"���%��"� �(�� -���&' -�#�*���3$�. 	� ����&� 

����1�$� ��( 1" ��-�����,-� �� ! �!��(�  -�+ �$!��   -)�  ��%����  ��( 

&�!��!%��"�( 3�$��!� &��   #�0"$� �0! *������3-)!0! ��"�� "'��0! (order 

statistics). �(3&�&"�-)!�, �(-���$7�(-� -� ( )i
jd  � ! ��%����  -���/, ��( � -�$�( xi 

&�� ��( j-����, &�!��!%��"�, ��( 3�$��!�. ���-)!0+, )1�(-� � ! �&%��(#  

*������3-)!  ���"� ��������0! (&��� �,/�(�� ���"�):   
( ) ( ) ( )

1 2 1...i i i
Nd d d �A A      1, 2,..., 1i N@ � �                      �/. 3.13 

� -)�  *��3-���&' ��%����  � + -����� �'+ jd ��% ��! j-���% &�!��!%��"� 3�$��!� 

�� )!� �,!��� � � -�$0! *$!���� ��%: 
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( )

1

1 N
i

j j
i

d d
N �

� �     1, 2,..., 1j N@ � �                          �/. 3.14   

�&%-�,   -)�  ���"�30!��-)!  *��3-���&' ��%����  � + -����� �'+ jd  ��% ��! j-

���% &�!��!%��"� 3�$��!� �� )!� �,!��� � � -�$0! *$!���� ��%: 

2 ( ) 2

1

1
( )

N
i

j j
i

d d
N �

� �      1, 2,..., 1j N@ � �                     �/. 3.15 

���-)!0+,   *��3-���&' *��&,-�!�  � + -����� �'+ jd  -��"�$ !� (����3����$ 0+ 

�/'+: 

22 2
,

1

1
( ),

m

N m k k
k

d d
m

�
�

� ���     1, 2,..., 1m N@ � �         �/. 3.16 

%��( m �$!�� �� ��'#�+ �0! &�!��!%��"0! 3���%!0!. �� ! �"3��$� [4] )1�� ���*��1#�$ 

%��, �� ! ��"$��0�  ��( (��"1�� -$� -%!� �-�*�, ��1,�� %��: 
2 2

, ( )( 1) ( )( 1),N m N m N m� 
 D� � � ��                             �/. 3.17                   

%��( ( )a N  &�� ( )ND  *,� �(!������)+. � ��*', %�� (��"1�� -$� *�(�)"�( ��#-�, 

�1)�  ��( *�)��� �� � 0+ �(!�"� �  ��( m. 9��! (��"1�(! ��"���%��"�+ ��% -$� 

�-�*�+,   ��%����  jd  ���&�� ��(!)1���+ &�� �� 2
,N m��  �"�&,���� ��% -$� 

�!��%#��  ��% ��!0 �0! -����1 -����-)!0! ���"�32!0!. ��  �(!)1���, ��%1�+ 

-�+ �$!�� !� �&��-'��(-� �� �,"�+ ��( *(!�-�&�,. ���-)!0+, �"����#�,-� !� 

�!���$��(-� � ! -�&"%��"  ��-' ��( -��"�$ !� )1�� �� m, � ! ���$� �(-���$7�(-� -� 

m*, &�� 3�� � ! ���$� ��1,�� %��   *�,��"  ��"�303�+ ��( 2
, /( 1)N m m� �� ,0+ �"�+ m, 

- *�!$7����. ����*',   ���%� �� 
2

,

1
N m

m

�
�

�
 �$!�� 3"�--�&' 0+ �"�+ �� m,   *�,��"  

��"�303�+ - *�!$7����. ��%��, -� m* 
#� �(-���$7�(-� �  -�&"%��"  ��-' ��( 

-��"�$ !� )1�� �� m &�� 3�� � ! ���$� ��1,�� %��   *�,��"  ��"�303�+ ��( 
2

, /( 1)N m m� �� ,0+ �"�+ m, - *�!$7����. 

�"�&��&�, �!�7 ��,-� �� ���1���� m 3�� �� ���$� ��1,�� %��: 
2 2 2 2

, 1 , 1 , ,2
| | | | .

2 1 1
N m N m N m N m

m m m m

� � � �
�� �� � A

� � �

� � � �
                        �/. 3.18 
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��% �� ���"�-��� ��( �"�3-������'��-�, ��"�� "�,-� %��, 3,"0 ��% �� m* 

(��"1�� -$� �("�$� &�� ���#�"' ��"��1' 3�� !� (����3$��(-� �  ��-' � + 

*��&,-�!� + � �*
2 2ˆ ,

m
� ��  %��( &��   ��$*��  � + �"��)33��'+ -�+ '��! 

��!�-��%�(� . �� ���� �%3��, �����*'���� ��-' ��( � �!'&�� ��� �"��!�.�"#)! 

���#�"% *���� -� �* 3�$ ���! $*�� �"�#-% �-�*0!.  

 

��� �1'-��� 3.8 &�� 3.9 ��"�#)��(-� *,� ��"�*�$3-��� �(!%�0! *�*�-)!0! -� *,� 

�-�*�+ (K=2) &�� �"��+ �-�*�+ (�=3) �!�$����1�. �&%-�, ��"�#)��(-� �� *��3"�--� 

� + �"2� + ��"�323�( ��( 
2

,

1
N m

m

�
�

�
 0+ �"�+ m &�� �� *��3"�--� � + *�,��" + 

��"�323�( ��( 
2

,

1
N m

m

�
�

�
 0+ �"�+ m. � -��2!�(-� �� � -�$� m*, ��( �"�)&(4� -)�0 

� + �/$�0� + (3.18), -� )!� �)��+.   
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�) �,!��� *�*�-)!0! -� �=2                                    �) 2
,N m��  

  

 

  

 

3) 1  ��"�303�+ ��( 
2

,

1
N m

m

�
�

�
                           *) 2  ��"�303�+ ��(

2
,

1
N m

m

�
�

�
 

 

�1'-� 3.5  �"2�� �,!��� *�*�-)!0! -� *��3"�--��� ��( 
2

,

1
N m

m

�
�

�
. 
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�) �,!��� *�*�-)!0! -� �=3                                      �) 2
,N m��  

  

3) 1  ��"�303�+ ��( 
2

,

1
N m

m

�
�

�
                           *) 2  ��"�303�+ ��(

2
,

1
N m

m

�
�

�
 

�1'-� 3.6 ��,��"� �,!��� *�*�-)!0! -� *��3"�--��� ��( 
2

,

1
N m

m

�
�

�
. 
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�������
 4. ��	������ ��������� 


��!
�
���� 

4.1 ����303'  

4.2 �"����!%-�!  �)#�*�+ 

4.3 ��)&���  �� �-�*���$ �  ���-)!0! 

 

4.1. ����%&%$  

�� �(�% �� &�.�����, ��"�(���7�(-� &�� �!��,�(-� �  ��(�2!��� 
��-���&' 

�-�*���$ �  [5]   ���$� �(!*(�7�� �� 1�"�&� "����&� � + 
��-���&'+ &�� � + 

��(�2!���+ �-�*���$ � +. � -)#�*%+ -�+, -)�0 �0! ��(�2!��0! �/��2��0! 

&$! � +, �* 3�$ �� ! &����&�(' �!%+ �"���, (sparse) �$!�&� �-��%� ��+ ��( -��"�$ 

!� 1" ��-���� #�$ �� ! ��$�(�  �"��� -��0! 
��-���&'+ �-�*���$ � +. � 

��$*��  ��( �-.�!$7�� �$!�� &��,��"  �� �1)�  -� �(�'! � + 
��-���&'+ 

�-�*���$ � +. ��  �(!)1���, ��"�3"�.�(-� �2+ �"������'��-� �  -)#�*% -�+ 2��� 

!� -��"�,-� !� �!��-��0�$��(-� �"���'-��� -�3�� + *������ + %�0+ �(�� � + 

�-�*���$ � + &��-)!0! (document clustering). �(3&�&"�-)!�, ����)/�-� -$� 

*��.�"���&' *(!�-�&' �(!�"� �  &�� ���-)!0+ -$� ���."2+ �"������ -)!  

�/$�0�  &$! � +. 

4.2. �"��*�(��'(� �'-���  

��!�"�&% 7'� -� � + �"����!%-�! + -�#�*���3$�+ �$!��   &����&�(' �!%+ �"���, 

�$!�&� �-��%� ��+ &�� � �-���(���-%+ ��( -� -�3��,��"  �� "�.�"$�.  
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��!��7%-�!  ����1�$� ��% � ! ��(�2!��� �-�*���$ � ,   -)#�*�+ 1" ��-�����$ ��+ 

�/��2���+ &$! � + ��( ��,�0!� 2��� !� -���&�!'��� �� *�*�-)!�. 8���, 

�(""�&!2!�� �� 3����!�&� � -�$� )�&�!��+ �� �"�+ �� &)!�"� � + 3����!��+, &�� 

��0#�$ �� ���-�&"(�-)!� � -�$� &�#2+, *�! �!'&�(! �� ! $*�� �-�*�. �� ��! 

�"%�� �(�%, “�!��-�$���” �� 3����!�&� � -�$� �!��1,�!��+ �� ���% � + -���/, ��(+ 

�-��%� ��+ &�� “��-0"�$” �� �!%-��� � -�$� -��2!�!��+ ' - *�!$7�!��+ �� ���% 

�-��%� ��+ ��(+. 	� ��"���!0 �.�$����� ��  -�$0�  � + �(&��$*���+ ��%���� + 

-���/, �0! 3����!�&2! � -�$0! &�� �� ! ��"���$"0 �,/ �' � + %��! �� � -�$� �$!�� 

-���/, ��(+ �!%-���. 	���&�,   *��*�&��$� �(�' ����")��� ��! �-���(���-% ��( 

�$!�&� �-��%� ��+ -� -�3��,��"  �� "�.�"$� &�� � ! -����"��' ��( �� �"��% 

�$!�&� -� � -�!��&� ����!�&�'-���.          

 

��  �(!)1���, )1�!��+ (����3$��� �� �$!�&� �-��%� ��+ W, �.�"-%7�(-� �� �'-��� 

��( NJW ��3�"$#-�( %�0+ ��"�(���7�!��� ��� �1'-� 2.3. � ��*', ��"�� ���&�, 

(����3$7�(-� ��! �$!�&� Laplace L ��( W. 8�����, (����3$7�(-� �� K &�!�!�&� 

�*��*��!,�-��� u1,u2,…,uK ��( �!������1�,! ���+ -�3��,��"�+ �*����-)+. 	���&�, 

&����'3�(-� �� ! ����&' �-�*���$ �  -� �  ��'#��� ��( ��3�"$#-�( K-means. ��� 

�1'-� 4.1 ��"�#)��(-� ��! 4�(*�&2*�&� � + �"����!�-)! + -�#%*�(. 
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5�(*�&2*�&�+ � + ��(�2!���+ 
��-���&'+ �-�*���$ � + 

������ : 6 71,..., ,NX x x�  %��( '  �� ��'#�+ �0! ��"�� "'��0! 

 

+$�� 1�: �����3��-%+ ��( � &�� �!�#��  ��-'+ ��  -����� �' *t (1"�!�&% �'-�) 

(&����� �!*��&��&' ��-' �$!�� �� 10-4). 

  

+$�� 2�: �.�"-�3' � + ��(�2!���+ �-�*���$ � + E  �(""$&!0�  �0! �-�*0! 

�! (0), 1,..., :ix i N@ �    �"1�&' #)�  �0! *�*�-)!0! �%�� ( )ix F E   ����&' ��(+ 

#)�  -��� ��% 1"�!�&% �'-� (. 

  

+$�� 3�: �����3��-%+ ��( �"���, �$!�&� �-��%� ��+ W:  

(����3��-%+ �0! �(&��$*��0! ��������0! %�0! �0! � -�$0! ��( �"1�&�, �(!%��( 

*�*�-)!0! �!� 7�,3  (0)ijdistE . 

(����3��-%+ �0! �(&��$*��0! ��������0! %�0! �0! � -�$0! %�0+ �"�)&(4�! -��� 

�  �(""$&!0�  ��( 2�( �'-���+ ( )ijdist TE . 

�! (0) ( ) 0ij ijdist dist T� A  �%�� 0ijW �  (- *�!��-%+ �0! #)��0! ��( W ��( 

�!������1�,! �� � -�$� ��( -��� � ! ����&' ��(+ -���&$! �  ���&�$!�(!). 

 

+$�� 4�: �.�"-�3' ��( NJW ��3�"$#-�(. 

�1'-� 4.1 5�(*�&2*�&�+ �"����!%-�! + -�#%*�(.   

 

��� �1'-��� ��( �&���(#�,! ��"�(���7�(-� ���*��&� %��+ ��+ .����+ � + -�#%*�( 

� + ��(�2!���+ 
��-���&'+ �-�*���$ � + �� *,� *��.�"���&� �,!��� *�*�-)!0!.  

�(3&�&"�-)!�, * -��("3'��-� �� �,!��� *�*�-)!0! (�1'-��� 4.2 &�� 4.4) -� �(1�$� 

*��3-���� 4$� ��% � ! &�!�!�&' &���!�-'. ���� � ! *��"&��� �0! ���"�-��0!, � 
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�"�#-%+ �0! ��(�2!��0! � -��0! (	)  '��! $��+ -� 50, �� 1"�!�&% �'-� (*t) '��! 

$�� -� 10-4 &�� �� � ��"$��( $�� -� 0.05 &�� 0.3 �!�$����1�. �"1�&�, ��"�(���7�(-� 

3�� &�#� �,!��� *�*�-)!0! �� � -�$� %�0+ )1�(! -���&�! #�$ �"�+ �� &)!�"� � + 

�-�*�+ �� ! ���$� �!'&�� �� &�#)!�. �&%-�, ��"�(���7�(-� �� *��3"�--� �0! K 

����&2! �*��*��!(�-��0!. �����)�!, ��"�(���7�(-� �� � �*��*��!,�-��� -��� � ! 

����&' �-�*���$ �   -)�0 ��( ��3�"$#-�( K-means. 	)��+, ��"�(���7�(-� �� 

�,!��� *�*�-)!0! -��� � ! ����&' �-�*���$ � . 

 

�1'-� 4.2 ��,��"� �,!��� *�*�-)!0!. 

�) �,!��� *�*�-)!0! -��� ��% 50 

��(�2!��� �'-��� 

�) ���3"�--� �0! *,� &,"�0! 

�*��*��!(�-��0!. 

  

  

  



 

 

 

 

 

50 

  

3) �,!��� �0! *�*�-)!0! -��� � ! ����&' 

�-�*���$ � . 
*) -��� � ! �&�)���  ��( K-means. 

�1'-� 4.3 	� �'-��� � + ��(�2!���+ 
��-���&'+ �-�*���$ � + ��� �,!��� ��( 
�1'-���+ 4.2. 

 

�1'-� 4.4 	"$�� �,!��� *�*�-)!0!. 
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�) �,!��� *�*�-)!0! -��� ��% 50 

��(�2!��� �'-��� 

�) ���3"�--� �0! �"�2! &,"�0! 

�*��*��!(�-��0! 

 
3) �,!��� �0! *�*�-)!0! -��� � ! ����&' 

�-�*���$ �  
*) -��� � ! �&�)���  ��( K-means. 

�1'-� 4.5 	� �'-��� � + ��(�2!���+ 
��-���&'+ �-�*���$ � + ��� �,!��� ��( 
�1'-���+ 4.4. 

��� �1'-��� 4.6 &�� 4.7, 3�� !� ��!$��(-� �  � -��$� ��( 1"�!�&�, �'-���+ 

(-����� �' *t), ��"�(���7�(-� � ! �.�"-�3' � + -�#%*�( -�+ ��� �,!��� 

*�*�-)!0! ��( ��"�(���7�!��� ��� �1'-��� 4.2 &�� 4.4. �(3&�&"�-)!�, �(3&"$!�-� 

� ! ��$*��  &�� � ! ��������-���&%� �� � + -�#%*�( -�+ -� �� ������)�-��� � + 

&����&'+ -�#%*�( � + 
��-���&'+ �-�*���$ � + &�� ��( ��"�*����&�, �-means 

��3�"$#-�(. �.�"-%��-� � ! -)#�*% -�+ �� &�#� �(!%��( *�*�-)!0!, -� ��%1� �  

�(3&)!�"0�' �0! � -�$0! ��( 3,"0 ��% �� &)!�"� � + �-�*�+ �� ! ���$� �!'&�(!. 
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�����)�!, 3�� � ! *��/�303' �0! ���"�-��0! -�+, �(!�12+ -��������-� �� �,"�+ 

�0! �-�*0! ��( &�#� �(!%��( *�*�-)!0! )��� 2��� �� &�#� �'-� �� �-�*�+ 

*�*�-)!0! !� “�� ���7�(!” %�� &�� ��"���%��"� &�� !� 3$!�!��� -� �(�%! ��! �"%�� 

��3%��"� �(*��&"���+. �� ���� �%3��, �"��#)��-� #%"(�� ��� *�*�-)!�. 

�(3&�&"�-)!�, *��/'3�-� 40 ���"�-��� 3�� &�#� *��.�"���&' ��-' #�",��(. ��� 

�1'-��� 4.6(�) &�� 4.7(�) �� 1"�!�&% �'-� '��! $�� -� 10-4. �!2 ��� 4.6(�), 4.7(�) 

&�� 4.6(3), 4.7(3) �� 1"�!�&% �'-� '��! $�� -� 10-6 (-�&"% �� �1)�  -� ��+ ��-)+ �0! 

� -�$0! ��( �(!%��( *�*�-)!0!) &�� 10-2 (-�3��� �� �1)�  -� ��+ ��-)+ �0! 

� -�$0! ��( �(!%��( *�*�-)!0!) �!�$����1�.   

 

��� �1'-� 4.7, 3�� *t $�� -� 10-4, -��"�,-� !� ��"�� "'��(-� %�� �� ���*%���+ �0! 

%�0! �0! -�#%*0! *$!�(! �/$��( &��' ��$*�� . ��� ��+ (�%�����+ ��-)+ ��( *t 

��"�� "�,-� %��   ��$*��  � + -�#%*�( -�+ �! &�� �$!�� �"&��� �&�!���� ��&' *�! 

(��"��"�$ 0+ �"�+ ��+ (�%�����+ 1" ��-�����,-�!�+ -�#%*�(+.     

 

��� �1'-� 4.8, 3�� *t $�� -� 10-4, -��"�,-� �,&��� !� ��"�� "'��(-� %��   ��$*��  

� + �"����!�-)! + -�#%*�( (NSC) �$!�� &��,��"  �� �1)�  -� �  ��$*��  � + 

&����&'+ -�#%*�( 
��-���&'+ �-�*���$ � + �*��$��"� �� ��"������! (4 ��, 

#�",��(. �&%-�, � ��"�*����&%+ K-means ��3%"�#-�+ ����(31�!�� �� ! �,"��  

�0! �-�*0! ��� *�#)!�� �,!��� *�*�-)!0! &�#2+ �� �1'-� �0! �-�*0! *�! �$!�� 

�.��"�&%. ��� *t $�� -� 10-6, -��"�,-� !� ��"�� "'��(-� %��   ��$*��  � + -�#%*�( 

-�+ *�! '��! �"&��� �&�!���� ��&' �! &�� ��")-��!� &��,��"  �� �1)�  -� ��+ 

���*%���+ � + &����&'+ -�#%*�( 
��-���&'+ �-�*���$ � + &�� ��( �-means 

��3�"$#-�(. ��� *t $�� -� 10-2, ��"�� "�,-� %��   ��$*��  � + -�#%*�( -�+ �,�� 

�$!�� �"&��� �&�!���� ��&' �,�� �$!�� &��,��"  �� �1)�  -� ��+ ���*%���+ � + 

&����&'+ -�#%*�( 
��-���&'+ �-�*���$ � + &�� ��( �-means ��3�"$#-�(. 	� 

��"���!0 �(-��$!�� &�#2+ *�! �$!�� ���#(- �% �� �'-� &$! � + �0! � -�$0! !� 

�"�&���$ ���, -�3��  ����3' � + #)� + ��(+ �� �1)�  -� � ! �"� 3�,-�!  ��(+ 

#)� .     
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�) *t=10-4 

 
�) *t=10-6                                                3) *t=10-2 

�1'-� 4.6 �(3&"���&� ������)�-��� 3�� *��.�"���&)+ ��-)+ ��( *t ��� �,!��� 
*�*�-)!0! ��( �1'-���+ 4.2. 
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�) *t=10-4 

 
�) *t=10-6                                               3) *t=10-2 

�1'-� 4.7 �(3&"���&� ������)�-��� 3�� *��.�"���&)+ ��-)+ ��( *t ��� �,!��� 
*�*�-)!0! ��( �1'-���+ 4.4. 

��"�&��0, #� �!�.)"�(-� -$� �"�����$ �  � + -�#%*�( -�+ 2��� !� -��"�,-� !� 

�!��-��0�$��(-� �"���'-��� -�3�� + *������ + %�0+ �(�� � + �-�*���$ � + 

&��-)!0!. 	� �"%�� -� � + �-�*���$ � + &��-)!0! �.�"� � ! *��$"��  -$�+ 

�(���3'+ &��-)!0! �� �-�*�+ -� ���  � ! �-��%� �� ��(+.  

4.3. ��')���� �* 
���������� �*��'(&( 

�(3&�&"�-)!�, ��  -��)�  -�+, -����")��(-� �� &�$-�!� ���%*�( �� )!� *��!(�-� 

1�"�&� "����&2! M
ix R- , %��( �� M �$!�� �� -)3�#�+ ��( ��/�&�, &�� �$!�� �)���� 

2��� �� &�#� 1�"�&� "����&% !� �������$ �� ��"�+ ��( %"�( ���! ���$� �!������1�$. 

��� �� &�#�"��-% ��( ��"�(+, 1" ��-����'��-� �� TF-IDF (�(1!%� �� %"�(, 
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�!�$��"�.�+ �(1!%� ��+ &��-)!�() �1'-�. �����)�!, 3�� !� (����3$��(-� � ! 

�33,� �� -���/, &�#� 7�,3�(+ &��-)!0!, 1" ��-����'��-� � ! �(! -���!���*' 

�-��%� ��. �&%-�, &�#2+ �� &�$-�!� �$!�� &�!�!�&� *��!,�-���, -��"�,-�, -� ���% 

�"%��, !� (����3$��(-� � ! �-��%� �� -� ��! �&%��(#� �,��: 
T

ij i jV x x� .                       �/. 4.1 

� ��"���!0 �,��+ �������$ � ! !)� *(!�-�&' �(!�"� � , ��%��, #� ����)/�(-� &�� 

-$� ���."2+ �"������ -)!  �/$�0�  &$! � +. 

 

�"1�&�, #�0"�,��-� %�� �� *�*�-)!� -�+ �!������1�,! �� �0-��$*�� ��( 

��� ����*"�,! *��-)��( �!%+, �.�"-%��-�( -���/, *,� �0-��0!, ��&��&�, 

*(!�-�&�,. ��)�!,   ��� ���$*"��  -���/, �0! �0-���*$0! *�! �$!�� ��!���� 

��&��&'. �(3&�&"�-)!�, &�#� �0-��$*�� �� "��7���� #���&� ��% ��"%-��� &�$-�!� 

(* ��*', &�$-�!� � + $*��+ �-�*�+) &��   -���/, ��(+ ��� ���$*"��  �$!�� ��&��&' 

(�.�"-%7���� #���&' *,!�- ). �!�$#���,   ��� ���$*"��  -���/, *��.�"���&2! 

&��-)!0! �$!�� ��0���&' (�.�"-%7���� �"! ��&' *,!�- ). 	���&�, (����3$7�(-� �  

*,!�-  Fi -� ���  ��! �,�� ��( �&���(#�$ 

1

( )
N

i ij j
j
j i

F c t x
�
5

�� , %��( 
1,

( )
1,

ij ij
ij

V V
c t


	


��
/0

1� G2
� 3

�24
        �/. 4.2 

�� ! �"�3-���&%� ��,   ���%� �� ijV *"� ��! &��2.�� �-��%� ��+ 3�� � ! *��&"��  

-���/, �0! %-��0! &�� �0! �!%-��0! &��-)!0!. 
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�������
 5. ����������� ������ ��� 

�1�
�
���� 

 

 

5.1 ����303'  

5.2 ���"�-���&' ���)�  �� ��*�-)!� -� �"�#- ��&� ��"�&� "����&� 

5.3 ���"�-���&' ���)�  �� �!0��� ��*�-)!� -� �"�#- ��&� ��"�&� "����&� 

5.4 ���"�-���&' ���)�  �� �-�*���$ �  ��$-�!0! 

5.5 ���"�-���&' ���)�  �� �"���'-��� �����- � + ��&%!�+ 

5.1. ����%&%$ 

�� �(�% �� &�.����� ��"�(���7�(-� �� ���"�-���&� ������)�-��� � + -�#%*�( � + 

��(�2!���+ 
��-���&'+ �-�*���$ � + 3�� *��.�"� �,!��� *�*�-)!0!. ��*�&%��"�, 

� �"���!������-%+ &�� ��%1�+ �0! ���"�-��0! �(�2! �$!��   �,3&"��  � + ��$*�� + 

&�� � + ��������-���&%� ��+ � + �"����!%-�! + -�#%*�( -� �� ������)�-��� � + 

&����&'+ -�#%*�( � + 
��-���&'+ �-�*���$ � + &�� ��( ��"�*����&�, K-means 

��3�"$#-�(. �(3&�&"�-)!�, �/�����-� �  -)#�*% -�+ �� �(")0+ 3!0��)+ *�&�-��$�+ 

���*%��0+ ��( &(-�!# &�! ��% �"�#- ��&� *�*�-)!� �� &����- �  ��&%!�+ &�� �� 

�"���'-��� �-�*���$ � + &��-)!0!. 

5.2. �*�"�����)$ �*2'�� �* !*���'(� �* �"�-����)3 
�"�)��"����)3 

���� � ! *��"&��� %�0! �0! ���"�-��0! �� *�*�-)!� -� �"�#- ��&� 

1�"�&� "����&�, '��! 3!0��%+ � �"�#-%+ �0! �-�*0! &�#2+ &��   �"�3-���&' 
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�-�*� �� ! ���$� '��! ����#�� -)!� �� &�#� *�*�-)!�. �&%-�, �� &�#� ���"� 

���"�-��0! '��! ���#�"%+ � �"�#-%+ ��( ��(�2!���( �'-���+ &�#2+ &��   ��-' ��( 

1"�!�&�, �'-���+ *t. �����)�!, &�� ���+ *,� �"���33$���+, NSC &�� SC, 

1" ��-����'��-� � ! $*�� ��-' 3�� �� � (-� ��! �"%�� ��( ��"�(�����-� ��� 

&�.����� 3).  

5.2.1. (����� �	�)������ ��	������� 

�"1�&�, * -��("3'��-� -� �(1�$� *��3-���� 4$� ��% � ! &�!�!�&' &���!�-' *,� 

�,!��� *�*�-)!0! (�=2) (�1'-��� 5.1 &�� 5.2) -� 200 � -�$� �� &�#)!�. ���� � ! 

*��"&��� �0! ���"�-��0!, � �"�#-%+ �0! ��(�2!��0! � -��0! (T) '��! $��+ -� 50, 

�� 1"�!�&% �'-� (*t) '��! $�� -� 10-4 &�� �� � ��"$��( $�� -� 0.17 &�� 0.14 

�!�$����1�. 

 

��  �(!)1��� * -��("3'��-� -� �� ��")� � + 703"�.�&'+ �0! Windows �)���"� 

�,!��� *�*�-)!0!. �(3&�&"�-)!�, &�#� �,!��� �������$��� ��% &����� 3"�--��� 

�� ���$� &�� ����(�2��-� -)�0 &�(&$*0!. ��� �!��(��&�, ��� �,!��� *�*�-)!0! 

CAT, KYR, PDF &�� UOI (�1'-��� 5.3, 5.4, 5.5 &�� 5.6) )1�(-� �"��+ �-�*�+ 

*�*�-)!0! (K=3) (�.�, �"$� �$!�� �� 3"�--��� ��( �������,! �� &�#� �,!���), �!2 

��� �,!��� *�*�-)!0! BIRD (�1'-� 5.7) )1�(-� �)���"�+ �-�*�+ (K=4) (4 

3"�--���). ���� � ! *��"&��� �0! ���"�-��0!, � �"�#-%+ �0! ��(�2!��0! � -��0!  

'��! $��+ -� 50, �� *t $�� -� 10-4 &�� �� � ��"$��( $�� -� 0.3 (3�� �� �,!��� CAT &�� 

PDF) &�� 0.2 (3�� �� �,!��� KYR, UOI &�� BIRD). �.�"-%��-� � ! -)#�*% -�+ ��� 

� -�$� ��( &�#� �(!%��( *�*�-)!0! -� ��%1� �  �(3&)!�"0�' ��(+ 3,"0 ��% �� 

&)!�"� � + �-�*�+ �� ! ���$� �!'&�(!. �����)�!, 3�� � ! *��/�303' �0! 

���"�-��0! -�+, �(!�12+ -��������-� �� �,"�+ �0! �-�*0! ��( &�#� �(!%��( 

*�*�-)!0! )��� 2��� �� &�#� �'-� �� �-�*�+ *�*�-)!0! !� “�� ���7�(!” %�� &�� 

��"���%��"� &�� !� 3$!�!��� -� �(�%! ��! �"%�� ��3%��"� �(*��&"���+. �� ���� 

�%3��, �"��#)��-� #%"(�� ��� *�*�-)!�. �(3&�&"�-)!�, “-���&�!'��-�” �� 

*�*�-)!� -�+ -)�0 -$�+ *��3-���� ���&� �(1�$�+ &�!�!�&'+ &���!�-'+. 

�(3&�&"�-)!�, *��/'3�-� 40 ���"�-��� 3�� &�#� *��.�"���&' ��-' #�",��(.  
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5.2.2. *�	�����	�� �������
���� – �)	�����
� 

��� �1'-��� 5.1(�), 5.2(�), 5.3(�), 5.4(�), 5.5(�), 5.6(�) &�� 5.7(�) ��"�(���7�(-� �� 

� -�$� ��( &�#� �(!%��( *�*�-)!0! *�#�$� + � + ,��"/ + ���1��� +, -)�"��+ &�� 

-�3�� + ��-'+ #�",��(.   

 

��� �1'-��� 5.1(�), 5.2(�), 5.3(�), 5.4(�), 5.5(�), 5.6(�) &�� 5.7(�) ��"�(���7�(-� �  

*��*�&��$� �(""$&!0� + �0! �-�*0!. 	���&�, ��"�(���7�(-� � ! -)�  ��-' �0! 

��"���!0 ���"�-��0! 3�� &�#� -)#�*� &�� �� �(3&"���&� ������)�-��� ��� 

�1'-��� 5.1(3), 5.2(3), 5.3(3), 5.4(3), 5.5(3), 5.6(3) &�� 5.7(3).  
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a)                                           b)                                            c) 

�) 

 
�) 

 
3) 

�1'-� 5.1 �,!��� *�*�-)!0! 2-holes. 
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a)                                             b)                                          c) 

�) 

 
�) 

 
3) 

�1'-� 5.2 �,!��� *�*�-)!0! 4-holes. 
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a)                                          b)                                         c) 

�) 

 
�) 

 
3) 

 
 

 

 

�1'-� 5.3 �,!��� *�*�-)!0! CAT. 
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a)                                          b)                                         c) 

�) 

 
�) 

 
3) 

�1'-� 5.4 �,!��� *�*�-)!0! KYR. 
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a)                                          b)                                        c) 

�) 

 
�) 

 
3) 

�1'-� 5.5 �,!��� *�*�-)!0! PDF. 
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a)                                          b)                                         c) 

�) 

 
�) 

 
3) 

�1'-� 5.6 �,!��� *�*�-)!0! UOI. 
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a)                                          b)                                           c) 

�) 

 
�) 

 
3) 

�1'-� 5.7 �,!��� *�*�-)!0! BIRD. 

5.3. �*�"�����)$ �*2'�� �* �(&��3 !*���'(� �* �"�-����)3 
�"�)��"����)3 

8�����, �.�"-%��-� �  -)#�*% -�+ �� �"���'-��� �-�*���$ � + *�*�-)!0! -� 

�"�#- ��&� 1�"�&� "����&�. ��� �� �&��% �(�%, ����)/�-� &�����+ �(")0+ 3!0��)+ 
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*�&�-��$�+ ���*%��0+. �&%-�, �� &�#� ���"� ���"�-��0! '��! ���#�"%+ � �"�#-%+ 

��( ��(�2!���( �'-���+ &�#2+ &��   ��-' ��( 1"�!�&�, �'-���+ *t. 

5.3.1. (����� �	�)������ ��	������� 

�"1�&�, ����)/�-� �� �,!��� *�*�-)!0! moon & sun. 	� ��"���!0, %�0+ .�$!���� 

��� �1'-� 5.8(�), �$!�� )!� �"%�� -� *,� &�� 3�"�2! (K=2) %��(   -$� )1�� �1'-�  

.�33�"��, &��   ���  )1�� �1'-� '���(.  

 

�&%-�, ����)/�-� �� �,!��� *�*�-)!0! CRAB ��( Ripley [23] ��( ��"�)1�� 200 

*�*�-)!� �� ���$� �!'&�(! �� 4 &�� 3�"$�+ (K=4) &�� ��"�(���7���� ��� �1'-� 

5.8(�).  	� �"1�&% �,!��� *�*�-)!0! CRAB �$!�� 5 *�������0!. �-�$+, ����)/�-� 

��+ �"����)+ ��(+ ��� ��$��*� %�0+ �(�% �"$7���� ��% � ! *�,��"  &�� � ! �"$�  

����&' �(!���2��. 

  

�����)�!, -����'��-� �� �,!��� *�*�-)!0! Fisher-IRIS ��( �������$��� ��% 150 

� -�$� �� ���$� �!'&�(! �� 3 &�� 3�"$�+ (�=3) &�� ��"�(���7���� ��� �1'-� 

5.8(3). 	� �"1�&% �,!��� *�*�-)!0! IRIS �$!�� 4 *�������0!. �-�$+, ����)/�-� ��+ 

�"����)+ ��(+ ��� ��$��*� %�0+ �(�% �"$7���� ��% � ! �"2�  &�� �  *�,��"  ����&' 

�(!���2��. 

 

�&%-�, -����'��-� �� �,!��� *�*�-)!0! wine ��( �������$��� ��% 178 � -�$� �� 

���$� �!'&�(! �� 3 &�� 3�"$�+ (�=3) -� 13 1�"�&� "����&�. ��� ��"���!0 �,!��� 

�.�"-%��-� zero mean &�!�!�&���$ � .  

 

���� � ! *��"&��� �0! ���"�-��0!, � �"�#-%+ �0! ��(�2!��0! � -��0! '��! $��+ 

-� 50 �!2, �� 1"�!�&% �'-� '��! $�� -� 10-4. �����)�!, &�� ���+ *,� �"���33$���+, 

NSC &�� SC, 1" ��-����'��-� � ! $*�� ��-' 3�� �� � (-� ��! �"%�� ��( 

��"�(�����-� ��� &�.����� 3). 
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��  �(!)1���, �.�"-%��-� � ! �"����!%-�!  -)#�*� 3�� � ! ��$�(�  ��( 

�"���'-���+ pendigits. �(3&�&"�-)!�, #�0"'��-� �0+ )1�(-� )!� �,!��� 

�"��2�0! �� ���$� 3"�.�(! -� �� 1)"� ��(+ �� �"�#- ��&� 4 .$� ��% 0 )0+ 9. �$!�� 

.�!�"% �0+ &�#� )!� ��% �� �"%�0�� �(�� -��"�$ !� 3"�.�� �� 4 .$� �(�� -� 

*��.�"���&% �"%��. �� ���� �%3��, &�#� 4 .$� x -��"�$ !� 3"�.���� -� *��.�"���&% 

�"%�� ��% &�#� �"%�0��. � �,"��  ����( 4 .$�( )1�� 3"�.�$ -� �� 1)"� ��% )!� 

�"%�0�� �������$ �� �"%�� -� pendigits. �� ���� �%3��, �"����#�,-� !� 

/�10"$��(-� ���� 4 .$� )1�� 3"�4�� &�#� .�"� )!� �"%�0�� 10"$+ !� #�0"�,-� %�� 

%�� �� �"%�0�� 3"�.�(! &�#� �(3&�&"�-)!� 4 .$� -� �� $*�� �"%��. 

 

	� �,!��� �0! *�*�-)!0! ��( 1" ��-����'��-� �������$��� ��% )!� ��'#�+ 

1��"%3"�.0! �"�#- ��&2! 4 .$0! ��% �����,+ *��.�"���&�,+ �!#"2��(+. ��� 

�(3&�&"�-)!�, 7 �'# &� ��% )!� �,!��� �"��2�0! !� 3"�4�(! -� �� 1)"� 250 

4 .$� -� �(1�$� ���"� -)�� �� ��"��1)+ -� *�*�-)!  �!��(� . ��� �"%�0�� ��( 

�(--���$1�! ��  *��3-���� 4$� �"������!��! �� 4 .$� ��( )�"��� !� 3"�4�(! 

&�#� .�"� -� �� 1)"�. � -��2!���� �0+   3"�.' ��(+ *�! )�"��� !� �3�$!�� �&�%+ � + 

�"�7%-�! + ��"��1'+. ��  �(!)1���, �!�3�3�-� ��+ �"�7%-�!�+ ��"��1)+ �� ��"��1)+ 

-� �,"�+ [0, 100] �� &�#� -$� ��% ��+ *,� *��������+. ��#� 4 .$�, ����%!, #�0"�,-� 

%�� �"$�&���� 3"�--)!� �� -$� *��*������  ��"��1' -� �,"�+ [0, 100] 3�� &�#� 

*������ . ��� � ! �"�3-�����$ �  � + *��*�&��$�+ �-�*���$ � +, &�#� 4 .$� 

�!���"$������ 0+ )!� *��!(�-� 1�"�&� "����&2! ���#�"�, -'&�(+. 	� *��!(�-� 

��"�)1�� ��+ �(!����3-)!�+ 8 *��*�1�&2! � -�$0!, �&���(#�,-�!0! ��% )!�! 

�����)�! �"�#-%. �(�� �� 8 � -�$� ����)3�!��� -� �(1�$� �"%�� ��% � ! ��"��1' 

%��( )1�� 3"�.�$ �� 4 .$�, * ��*' ��% �� �,!��� �0! � -�$0! %��( )1�� 

����(�0#�$   3"�.' ��( 4 .$�(. �"�.�!2+, �� �(!����3-)!�+ �!'&�(! ��� �,"�+ 

[0, 100]. �!, ����%!, �!2��(-� �� � -�$� -� �  ���"� � ! ���$� �&���(#�,! ��� 

*��!(�-�, )1�(-� -�� ����,�0�  ��( �"%��( 3"�.'+ ��( 4 .$�( �� ! ��"��1'. 	� 

*��!(�-� �(�% �(-�� "2!���� ��% )!�! �&%-  �"�#-% � ���$�+ *�$1!�� ���� 4 .$� 

�!���"$������ �� ! �"�3-���&%� �� ��% �� (�%����� *��!(�-�. ��� ��"�*��3-�, �� 

*��!(�-� [47 100  27  81  57  37  26   0   0  23  56  53 100  90  40  98  8] �!���"���� 

�� 4 .$� 8 ��( )1�� 3"�.�$ ��% &����� ��% �� �"%�0�� ��( �(--���$1�! ��  
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*��3-���� 4$�, %�0+ -�+ *�$1!��   17  �(!���2�� ��(. �� 16 �"2��+ �(!���2��+ 

�������,! �� � -�$� ��( )1�(! �����3�$ �(1�$� ��% � ! ��"��1' �� ! ���$� )1�� 

����(�0#�$   3"�.' ��( 4 .$�( &�� 1" ��-�����,!��� 3�� � ! �-�*���$ � . 8���, 

��"�� "�,-� �0+ �! �!2��(-� �� � -�$� (47, 100), (27, 81), (57, 37), (26, 0), (0, 

23), (56, 53), (100, 90) &�� (40, 98), �� ���$� �!������1�,! ���+ �"2��+ �(!���2��+ 

��( *��!,�-���+, #� *�,-� ��! �"%�� -� ��! ���$� )1�� ����(�0#�$ �� 4 .$� 8 �� ! 

��"��1' ��% �� �"%�0�� ��( �(--���$1� ��  *��3-���� 4$�. ��� �1'-� 5.9 

��"�(���7�(-� �"��+ *��.�"���&�,+ �"%��(+ 3"�.'+ ��( 4 .$�( 8. 

 

��� !� �!��-��0�$��(-� �� ��"���!0 �"%�� -�, �.�"-%��-� � ! �"������ -)!  

-�+ -)#�*� -�+ ��( 1" ��-�����$ �� *(!�-�&% (%�0+ ��"�(����� &� ��� 4.3). ���� 

� ! *��"&��� �0! ���"�-��0!, � �"�#-%+ �0! ��(�2!��0! � -��0! (	) '��! $��+ -� 

50 �!2, �� 1"�!�&% �'-� (*t) '��! $�� -� 10-6. ���� �  *��"&��� �0! ���"�-��0!, 

����*' �� �"1�&% �,!��� *�*�-)!0!, * ��*' �� ��'#�+ �0! 4 .$0! ��( ����-� 

&��� �  *��3-���� 4$�, '��! ���, -�3���, 1" ��-����'��-� (���,!��� �(��, ��� 

���$�, %-0+,   �!���3$� �-.�!�� + �0! 4 .$0! '��! $*�� -� �(�' ��� �"1�&% 

�,!���. ���/�3�-� ���"�-��� �� )!� �(!�12+ �(/�!%-�!� *�$3-� ��% �� �"1�&� 

*�*�-)!�. ��� &�#� �(3&�&"�-)!� *�$3-� �&���)��-� �� ��$"�-� 20 .�")+. 

 

 

�) �) 3) 

�1'-� 5.8 �,!��� *�*�-)!0! ��( 1" ��-����'��-� �) moon & sun, �) CRAB, 3) 
IRIS. 
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�)                                             �)                                             3) 

�1'-� 5.9 	"��+ *��.�"���&�$ �"%��� 3"�.'+ ��( 4 .$�( 8. 

5.3.2. *�	�����	�� �������
����-�)	�����
� 

���! �$!�&� 5.1, ��"�(���7�(-� ��+ ���*%���+ � + �"����!�-)! + -�#%*�(, � + 

&����&'+ -�#%*�( 
��-���&'+ �-�*���$ � + &�� ��( ��3�"$#-�( K-means. 

��"�� "�,-� %�� �� ���*%���+ %�0! �0! -�#%*0! �$!�� ���*,!�-�+. 

 

 

���"�-��� ��$*��  �0! 

�,!��� *�*�-)!0! NSC SC K-means 

moon & sun �=2 0.94 0.94 0.92 

crabs �=200, �=4 0.94 0.92 0.92 

iris �=150, �=3 0.89 0.88 0.88 

wine �=178, �=3 0.95 0.95 0.94 

�$!�&�+ 5.1 ���"�-���&� ������)�-���.  

��� �1'-� 5.8 ��"�(���7�(-� � ! -)�  ��-' �0! ���"�-��0! ��� pendigits 3�� &�#� 

-)#�*�. ���"�,-� !� ��"�� "'��(-� %��   ��$*��  � + �"����!�-)! + -�#%*�( 

(NSC) �$!�� &��' �� �1)�  -� �  ��$*��  � + &����&'+ -�#%*�( 
��-���&'+ 

�-�*���$ � + &�� ��( K-means ��3�"$#-�(.  
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�1'-� 5.10 �(3&"���&� ������)�-��� ��� �,!��� *�*�-)!0! pendigits. 

5.4. �*�"�����)$ �*2'�� �* 
���������� �*��'(&(  

��  �(!)1���, �/�����-� � ! ��$*��  � + �"����!�-)! + -�#%*�( �� �"���'-��� 

�-�*���$ � + *�*�-)!0! (4 �'+ *������ +. ��� �� �&��% �(�%, ����)/�-� &����� 

�,!��� &��-)!0!. ���� � ! *��"&��� %�0! �0! ���"�-��0! �� &�$-�!�, '��! 

3!0��%+ � �"�#-%+ �0! &��-)!0! ��( &�#� �(!%��(, � �"�#-%+ �0! �-�*0!, �� 

-)3�#�+ ��( ��/�&�, &�#2+ &��   �"�3-���&' &�� 3�"$� �� ! ���$� �!'&� �� &�#� 

&�$-�!�. �&%-�, �� &�#� ���"� ���"�-��0! '��! ���#�"%+ � �"�#-%+ ��( 

��(�2!���( �'-���+ &�#2+ &��   ��-' ��( 1"�!�&�, �'-���+ *t.  

5.4.1. (����� �	�)������ ��	������� 

�(3&�&"�-)!�, ����)/�-� �"$� (���,!��� ��( * -�.���,+ 2-Newsgroup collection. 

	� �,!��� Science-400 �������$��� ��% 400 ����� -�!�&� &�$-�!� �����"0! 

&�� 3�"�2! &�� �� ��'#�+ �0! *��.�"���&2! �)/�0! ��( (��"1�(! �� �(�% (* ��*' 

�� -'&�+ ��( ��/�&�,) �$!�� 4855. 	� �,!��� Multi-3 �������$��� ��% 300 &�$-�!� 

�"�2! &�� 3�"�2! &�� �� ��'#�+ �0! *��.�"���&2! �)/�0! ��( (��"1�(! �� �(�% 

�$!�� 4515. 	� �,!��� Multi-5 �������$��� ��% 250 &�$-�!� �)!�� &�� 3�"�2! &�� �� 

��'#�+ �0! *��.�"���&2! �)/�0! ��( (��"1�(! �� �(�% �$!�� 5589.  
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�&%-�, &��� � ! *��"&��� �0! ���"�-��0!, � �"�#-%+ �0! ��(�2!��0! � -��0! 

'��! $��+ -� 50 �!2, �� 1"�!�&% �'-� '��! $�� -� 10-6. 

5.4.2. *�	�����	�� �������
����-�)	�����
� 

���! �$!�&� 5.2, ��"�(���7�(-� �� 1�"�&� "����&� �0! �����3-)!0! (���(!%�0! 

&�#2+ &�� ��+ ���*%���+ � + �"����!�-)! + -�#%*�( &�#2+ &�� � + &����&'+ -�#%*�( 


��-���&'+ �-�*���$ � +. ��"�� "�,-� %��   ��$*��  � + -�#%*�( NSC �$!�� 

��"%-��� -� �(�' � + &����&'+ SC. 

 

�,!��� *�*�-)!0! &��-)!0!  ��$*��  �0! 

%!�-� ��"�3"�.'  NSC SC 

Science-400 M=400, K=4,  T=4855  0.62 0.61 

Multi-3 M=300, K=3,  T=4515  0.73 0.72 

Multi-5 M=250, K=5,  T=5589  0.74 0.64 

�$!�&�+ 5.2 ���"�-���&� ������)�-��� �0! NSC &�� SC �� �-�*���$ �  &��-)!0!. 

5.5. �*�"�����)$ �*2'�� �* �"�#2$���� ���3����� ��)�(�  

	)��+, �.�"-%��-� �  -)#�*% -�+ �� �"���'-��� &����- � + ��&%!�+. ���� � ! 

*��"&��� %�0! �0! ���"�-��0! ���+ ��&%!�+, '��! 3!0��%+ � �"�#-%+ �0! �-�*0! 

&�#2+ &��   �"�3-���&' �-�*� �� ! ���$� '��! ����#�� -)!� �� &�#� pixel. �&%-�, 

��� ���"�-��� -�+ '��! ���#�"%+ � �"�#-%+ ��( ��(�2!���( �'-���+ &�#2+ &��   

��-' ��( 1"�!�&�, �'-���+ *t. �����)�!, &�� ���+ *,� �"���33$���+, NSC &�� SC, 

1" ��-����'��-� � ! $*�� ��-' 3�� �� � (-� ��! �"%�� ��( ��"�(�����-� ��� 

&�.����� 3).  
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5.5.1. (����� �	�)������ ��	������� 

�(3&�&"�-)!�, ����)/�-� �.�� )31"0-�+ ��&%!�+ ��% �� Berkeley segmentation 

database. ���� � ! *��"&��� �0! ���"�-��0!, � �"�#-%+ �0! ��(�2!��0! � -��0! 

'��! $��+ -� 15 �!2, �� 1"�!�&% �'-� '��! $�� -� 10-7. 

 

�")��� !� ��!$��(-� %��, 1" ��-����'��-� �  -)#�*� Nystrom��  [12] 3�� !� 

*��/�3�(-� �  ���"� ���"�-��0!, ���+ ��&%!�+ ��( ����)/�-�, �/���$�+ ��( -�3���( 

�"�#-�, �0! *�*�-)!0! ���%*�(. ��"���%��"�+ �� "�.�"$�+ 3�� �  -)#�*� Nystrom��  

��"��$#�!��� ��� ��"�"� -�. 

 

� -)#�*�+ Nystrom��  �������$ -$� ��1!�&' �,"�� + �0! �*��*��!(�-��0! -)�0 

*��3-���� 4$�+. �(3&�&"�-)!�,   �"��)33��  �����("3�$ �� *,� �'-���. �"1�&�, 

����,�� �� �"%�� -� � + �-�*���$ � + �� )!� -�&"% &�� �(1�$� �����3-)!� 

(���,!��� ��% pixels. ��  �(!)1���, �(!�3�� �(-��"��-���&� � ! ����&' 

�-�*���$ �  1" ��-����2!��+ -%!� )!� -�&"% �"�#-% *��3-��0! ��% �� �,!��� �0! 

pixels � + ��&%!�+. �-�$+, ��  ���"� ���"�-��0! ��( �"�3-������'��-� 

1" ��-����'��-� 600 *�$3-��� (��% )!� �,!��� 7500 pixels ��"$��(). ��� 

������)�-��� �0! ���"�-��0! -�+, �� pixels &�#� ���!�*�- -)! + ��&%!�+ )1�(! 

� ! )!���  ��( &)!�"�( � + �-�*�+ �� ! ���$� �!'&�(!. 

5.5.2. *�	�����	�� �������
����-�)	�����
�  

��"�(���7�(-� �� �(3&"���&� ������)�-��� �0! ���"�-��0! -�+ ��� �1'-� 5.12. 

��"�� "�,-� %��, �� ! -)#�*� NSC )1�(-� �-��%��"  -������  ��% � ! -$� 

1"0-���&' ��"��1' �� ! ���  �� �1)�  -� �(�'! ��( �(!�!��,-� �� ! -)#�*� SC. 

      �"1�&)+ ��&%!�+                 NCS                         SC                        K-means 
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�1'-� 5.11 �(3&"���&� ������)�-��� �"�2! -�#%*0! �-�*���$ � +. 
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�������
 6. ����
�
� 

 

6.1 �/���%3 �  �"����!%-�! + ��#�*���3$�+ – ����!�&�'-��� &�� ����!�&�'-��� 

6.2 ���&�����+ 

 

��  *���"��' �(�' ��"�(�����-� -$� �(�� -���&' -�#�*���3$�, �  ��(�2!��� 


��-���&' �-�*���$ �  (NSC),   ���$� �(!*(�7�� ����1�$� � + ��(�2!���+ 

&$! � + &�� � + 
��-���&'+ �-�*���$ � +. �"1�&�, #�0"2!��+ �� *�*�-)!� -�+ 0+ 

�0-��$*�� &�� �.�"-%7�!��+ ��+ �/��2���+ &$! � + ��( ��,�0!�, ����(31�!����   

-���&$! �' ��(+ &��   �(""$&!0�' ��(+ �"�+ �� &)!�"� � + �-�*�+ ��( �!'&�(!. � 

*��*�&��$� �(�' ����")��� ��! �-���(���-% ��( �$!�&� �-��%� ��+ -� -�3��,��"  

�� "�.�"$� &�� �  -����"��' ��( �� �"��% (sparse) �$!�&� -� � -�!��&� 

����!�&�'-���. ��  �(!)1���, 1" ��-����2!��+ �� ����&% �1'-� �0! -�#%*0! 

.��-���&'+ �-�*���$ � +, &����'3�(-� �� ! ����&' �-�*���$ �  ��( �(!%��( 

*�*�-)!0!. 

 

�����)�!, ��"�(�����-� -$� ��)&���  � + ��"���!0 -��)� +. ��� �(3&�&"�-)!�, 

�"������'��-� ���."� � ! -)#�*% -�+ )��� 2��� !� ����,1�(-� &��' �-�*���$ �  

�� *�*�-)!� -�3�� + *������ +. �.�"-%��-� �  -)#�*% -�+ �� �"���'-��� 

�-�*���$ � + &��-)!0! (document clustering). 

 

8�����, -����'��-� ���"�-���&� ��+ �"����!%-�!�+ -�#%*�(+ &�� ��"�(�����-� 

�(3&"���&� ������)�-��� �0! -�#%*0! �� �1)�  -� �(�� � + &�#��"0-)! + -�#%*�( 

��( ���$7���� ��  
��-���&' �-�*���$ �  &�� ��( ��3�"$#-�( �-means. 
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6.1. �.��2�%��� �"��*�(��*(�  �*-���2�%��  – �2*�(*)�$���� )�� 

�*��(*)�$���� 

�� ! -�#�*���3$� � + ��(�2!���+ 
��-���&'+ �-�*���$ � +, �*��$��"� � -�!��&% 

�$!�� �� 3�3�!%+ � + &����&�('+ �!%+ �"���, &�� ���(��%��"�( �� �� "�.�"$� 

�$!�&� �-��%� ��+. ��� �(3&�&"�-)!�,   -)#�*�+ ���$7���� ��  ��(�2!��� 

�-�*���$ �  � + ���$�+ � -�!��&% �'-� �$!��   �(""$&!0�  �0! *�*�-)!0! ��( 

�$!�� %-��� -���/, ��(+ &��   ��2# �  �0! ���-�!0-)!0! � -�$0!. 
+ 

����)���-�, ���! �$!�&� �-��%� ��+ ��( �"�&,���� -��� �  *��*�&��$� 

�(""$&!0� +, &����� ���� �-��%� ��+ �-.�!$7�!��� �(/ -)!� (�0! 3����!�&2! 

� -�$0!), �!2 &����� ���� - *�!$7�!��� (�0! ���-�&"(�-)!0!). �&%- , �&�%+ � + 

3!0��'+ �&��(���!'+ �(!�"� � + &�� ��( *(!�-�&�, ��( �.�"-%��-�, -��"�,-� !� 

1" ��-����'��(-� �����*'���� ���  �(!�"� �  �("'!� (kernel function), �!���3� 

-� ��! �,�� �0! *�*�-)!0! ��( #)��(-� !� �-�*����'��(-� &�� �� �!�$����1� 

�"%�� -� ��( �/���7�(-�, 3�3�!%+ ��( �������$ � -�!��&% ����!)&� -�. ��$� +, 

)1�� �*��$��"  � -��$� �� 3�3�!%+ �0+   �"����!%-�!  -)#�*�+ ��"���-��!�� &�� -$� 

�(�� -���&' -�#�*���3$� 3�� ��! &�#�"��-% ��( �,"�(+ *(!�-�&�, (�). �� ��! 

�"%�� �(�%, -��"�,-� !� (����3$��(-� �� � �&�$!� ��( #� -�+ �* 3'��� ��  �,�  

-� � ! &��,��"  �-�*���$ � . � -��2!���� %��   ��-' � + ��"�-)�"�( � �/�"����� 

�-��� ��% �� �,!��� *�*�-)!0! (�� �,"�+ ��( �(!%��(). 	)��+, �")��� !� ��!����$ 

�0+ ��% � ! �&����-)!  ���"�-���&' -��)�  ��( �"�3-������'��-� &����'/�-� 

��� �(-�)"��-� �0+   ��$*��  � + �"����!%-�! + -�#�*���3$�+ �$!�� ���*,!�-  ' 

(��")1�� � + ��"�*����&'+ -�#%*�( 
��-���&'+ �-�*���$ � +, �!2 �1�*%! 

��!���� (��")1�� � + ��$*�� + ��( ��3�"$#-�( K-means. 

 

��"%�� �(��,   -�#�*���3$� -�+ �-.�!$7�� &�� �"��-)!� -���!�&�'-���. 8!� 

� -�!��&% 7'� -� �$!�� � &�#�"��-%+ � + ��-'+ ��( 1"�!�&�, �'-���+ (*t). �-�$+, 

&��� �  *��"&��� �0! ���"�-��0!, #�0"�,��-� �(!'#0+ � ! �!*��&��&' ��-' *t=10-4, 

%-0+   �(3&�&"�-)!  ��-' *�! �$!��   &��,��"  *(!��' 3�� %�� �� �,!��� 

*�*�-)!0!. ��� ��"�*��3-�, �! �� � -�$� ��( �(!%��( *�*�-)!0! )1�(! -�&")+ 

��-)+,   ��-' ��( *t �")��� !� �$!�� ���, -�&"'. �!, %-0+, �� � -�$� ��( �(!%��( 

*�*�-)!0! )1�(! -�3���+ ��-)+, �%�� �� *t #� )1�� &�� ���� -�&"' ��-', $�0+ %-0+ 
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-�3��,��"  �� �1)�  -� � ! �"� 3�,-�!  ��"$��0� . 8!� �&%-  � -�!��&% 7'� -� 

�$!�� � &�#�"��-%+ �0! !�(�2!��0! � -��0! (	), &�#2+, �! �� ��'#�+ ��(+ �$!�� 

-�3��,��"� ��% &����� �!0 %"�� (�� ���$� �/�"����� ��% ��! �,�� �0! *�*�-)!0!), 

�%�� -��"�$ �� � -�$� ��( �(!%��( *�*�-)!0! !� ��$!�(! !� �(3&�!�"0#�,! 3,"0 

��% )!� -%!� � -�$�. 8���,   ����&' �-�*���$ �  *� #� �$!��   ���#(- �'. 	)��+, 

&��� � ! ���"�-���&' -��)�  �"��� -��0! &����- � + ��&%!�+, �/���$�+ ��( 

-�3���( ��'#�(+ �0! *�*�-)!0! ���%*�(, 1" ��-����'��-� �  -)#�*� Nystrom��    

���$� �������$ -$� ��1!�&' �,"�� + �0! �*��*��!(�-��0! -)�0, %-0+, 

*��3-���� 4$�+, ��( *� 1" ��-�����$ %�� �� *�*�-)!� ���%*�(. 

6.2. ��*)�3�*�  

�����!��&% -�+ ��%1� �������$   �,"��  -��+ -�#�*���3$�+ &�#�"��-�, ��( 

1"�!�&�, �'-���+ (*t), ��( ���$�(   ��-' �� "��7�� � -�!��&� � ! ��$*��  � + 

�"����!%-�! + -�#�*���3$�+. �����)�!, -����!��&� #� -��"�,��-� !� 

1" ��-����'��(-� &�� ����+ �(!�"�'���+ �("'!� 3�� � ! �!��-��2���  

*��.�"���&2! �(!%�0! *�*�-)!0!, �!���3�+ ��( �,��( �0! *�*�-)!0!. 	)��+, 

��)&���  � + ��"���!0 -�#%*�( 3�� � ! �!��-��2���  �"��� -��0! -� ��"$���&� 

�,�� *�*�-)!0!, %�0+ �$!�� �� 1"�!����")+ (time-series), �� *�*�-)!� ���(-)�0!, 

&��.  
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� �'-���  ��Nystrom  

�� � ! -)#�*� Nystrom��  ���.�,3�(-� �  �,3&"��  %�0! �0! pixels -$�+ ��&%!�+ -� 

�� �,!��� �0! &)!�"0! �0! �-�*0! ��( (��"1�(! �� �(�'!. �!�$#���, �(3&"$!�(-� 

�� pixels -$�+ ��&%!�+ -� )!� -�&"%��"� �,!��� *��3-��0! �����3-)!0! -� �(1�$� 

�"%��. � ��"���!0 �"��)33��  �$!�� ���' &�� �����)�!,   ���(���&%� �� � + 

�(/�!�� 3"�--�&� 0+ �"�+ � ! �!��(�  � + ��&%!�+. �! �"�&��-)!0 

�&-������(%-���� �� %�� 3�!�&� � �"�#-%+ �0! �-�*0! �� -$� ��&%!� �$!�� ���, 

-�&"%��"�+ ��% ��! �"�#-% �0! pixels �� �(�'.     

 

��� �!��(��&�,   -)#�*�+ Nystrom��  �$!�� -$� ��1!�&' �,"�� + �"�#- ��&2! 

�"���33$��0! ��� �"���'-��� �*��*��!(�-��0! � + -�".'+: 

( , ) ( ) ( ).
b

a

w x y y dy x# �#�$                                              �/. �.1 

���"�,-� !� �"���33$��(-� � ! ��"���!0 �/$�0�  �&��-2!��+ � ! �� )!� �,!��� 

��% � -�$� /1,  /2, … /n �-�$0+ ����#�� -)!0! �� )!� *���� -� [a, b] 3�� �� ���$� 

��1,�� %��: 

1

( ) ˆ ˆ( , ) ( ) ( ),
n

j j
j

b a
w x x

n
� # � �#

�

�
��                                 �/. �.2 

%��( �� ˆ( )x# �$!�� -$� �"��)33��  �� �"�3-���&�, ( ).x#  ��� � ! ��$�(�  � + 

�/$�0� + (�.2) #)��(-� ix �� &�� ����,�(-� �� �&%��(#� �,�� -� �/��2��0!: 

1

( ) ˆ ˆ( , ) ( ) ( )
n

i j j i
j

b a
w

n
� � # � �# �

�

�
��     {1... }.i n@ -          �/. �.3 
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�0"$+ ��2���� � + 3�!�&%� ��+, #�0"�,-� %�� �� *���� -� [a, b] �!������1�$ ��� 

*���� -� [0, 1] ��%�� )1�(-�: 

ˆ ˆ ,A nH � H I                                            �/. �.4 

%��( ( , )ij i jA w � �� &�� 1 2[ ... ]n## #H �  �$!�� �� n �*��*��!,�-��� ��( � ��( 

�!������1�,! ���+ �*����-)+ 1 2, ,... .n� � �  �)�0 � + �/$�0� + (�.2) �"�&,���� %�� 3�� 

&�#� î#  ��1,�� %��: 

1

1ˆ ˆ( ) ( , ) ( ).
n

i j i j
ji

x w x
n

# � # �
� �
�                     �/. �.5  

� ��"���!0 )&."��  -�+ ����")��� !� ���&��$!�(-� )!� �*��*��!(�-� (����3��-)!� 

3�� )!� �,!��� �����3-)!0! � -�$0! (*�$3-���) 0+ �*��*��!(�-� 3�� )!� �(1�$� 

� -�$� x.  

 

��� �1'-� �.1, ��� �"����"�, ��"�(���7�(-� -$� ��&%!� ��( �������$��� ��% �"��+ 

��"��1)+ (�=3). �&%-�, ��� �"2�� -�!����� .�$!���� � �$!�&�+ �-��%� ��+ W ��% 

��! ���$� -��"�,! !� �/�1#�,! -� (����3����&' �&"$���� �� �"$� &�"(.�$� 

�*��*��!,�-��� ��( �$!�&� Laplace &�� ��  �(!)1���   ����&' &����- �  �0! pixels 

� + ��&%!�+ -)�0 ��( K-means. ��� *�,��"� -�!����� ��"�(���7����   �.�"-�3' 

� + -�#%*�( Nystrom�� . �" ��-�����,!��� -%!� �� pixels � + ��&%!�+ ��( �$!�� 

� -��0-)!� -� ����"$�&� (*�$3-���) &�� ��  �(!)1��� (����3$7���� -%!� )!� -)"�+ 

��( �$!�&� W. ��#� 3"�--' ��( ��"���!0 �$!�&� ��"�)1�� ��+ �1)���+ �-��%� ��+ 

-���/, �!%+ *�$3-���+ &�� %� + � + ��&%!�+. ��  �(!)1��� �/�3�!��� &��� 

�"��)33��  �� &�"(.�$� �*��*��!,�-��� &��   ����&' &����- �  �0! pixels � + 

��&%!�+ -)�0 ��( K-means����&�!$7�(-� � ! �.�"-�3' � + -�#%*�( Nystrom�� .    
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�1'-� �.1 �.�"-�3' � + -�#%*�( Nystrom�� . 
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