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 Pinakwn3.1 O anamenìmeno
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 sunistws¸n kai to sf�lma taxinìmhsh
 (se parèn-jesh h tupik  apìklish) tou algor�jmou VBgmm gia to sÔnolo qeirìgra-fwn yhf�wn. Ta apotelèsmata aut� p rame qrhsimopoi¸nta
 mia Wishartek twn protèrwn katanom  me p�naka diab�jmish
 βI. . . . . . . . . . . . 664.1 Anamenìmeno sf�lma kai arijmì
 sunistws¸n qrhsimopoi¸nta
 varFnMS,
varMS kaiFnMs, me 30 arqikè
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. Se parènjesh h ant�stoiqhtupik  apìklish. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 824.2 Anamenìmeno sf�lma kai arijmì
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. Se parènjesh h ant�stoiqhtupik  apìklish. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 824.3 Anamenìmeno sf�lma kai arijmì
 sunistws¸n qrhsimopoi¸nta
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varMS kaiFnMs, me 60 arqikè
 sunist¸se
. Se parènjesh h ant�stoiqhtupik  apìklish. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 825.1 SÔgkrish th
 proteinìmenh
 mejìdou epilog 
 me thn omoiìmorfh tuqa�aepilog . Gia k�je epan�lhyh emfan�zetai to tetragwnikì sf�lma kai separènjesh o arijmì
 twn om�dwn. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 946.1 Ta qarakthristik� twn sunìlwn dedomènwn pou qrhsimopoi jhkan sta pei-r�mata. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1116.2 H mèsh tim  (%) kai h tupik  apìklish (se parènjesh) tou sf�lmato
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 twn tri¸n mejìdwn. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1146.3 O mèso
 qrìno
 ektèlesh
 (se deuterìlepta) kai o arijmì
 twn sunistw-s¸n/dianusm�twn gia thn proteinìmenh mèjodo kai to SVM. . . . . . . . . 115
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 Mhqanik 
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 probl matapou parousi�zontai sthn taxinìmhsh kai thn omadopo�hsh dedomènwn, me idia�terh èmfa-sh sthn epilog  th
 poluplokìthta
 tou montèlou kai thn epilog  twn qarakthristik¸ntwn dedomènwn. Antimetwp�zoume ta probl mata apì thn optik  th
 ekt�mhsh
 katano-m¸n, qrhsimopoi¸nta
 thn m�xh kanonik¸n katanom¸n kai to pijanotikì d�ktuo aktinik¸nsunart sewn b�sh
 (PRBF). Oi algìrijmoi pou prote�noume aporrèoun apì ton algìrij-mo Expectation-Maximization (EM) kai apì thn variational Bayesian (VB) mejodolog�a.Idia�terh prosp�jeia ègine gia na prote�noume auxhtikoÔ
 algìrijmou
 ekpa�deush
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. To montèlo pouqrhsimopoioÔme e�nai mia m�xh kanonik¸n katanom¸n, me thn opo�a ektimoÔme thn katanom tou sunìlou dedomènwn, kai sthn sunèqeia or�zoume ti
 om�de
 ìpw
 upodeiknÔontai apìti
 sunist¸se
 th
 m�xh
. Tautìqrona d�noume kai mia ap�nthsh sthn kr�simh epilog  touarijmoÔ twn sunistws¸n th
 m�xh
. Prote�noume mia auxhtik  mèjodo gia thn epilog montèlou kai thn ekpa�deush mia
 m�xh
, pou bas�zetai sth variational Bayesian mèjodo.H mèjodo
 prosjètei sunist¸se
 sthn m�xh qrhsimopoi¸nta
 ènan èlegqo Bayesian di�-spash
: mia sunist¸sa diasp�tai se dÔo nèe
 sunist¸se
 kai sth sunèqeia efarmìzontai
variational Bayesian exis¸sei
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 mìno sti
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 twn duo nèwn sunistw-
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s¸n. W
 apotèlesma, e�te kai oi dÔo sunist¸se
 diathroÔntai sth m�xh, e�te mia apì th
dÔo apodeiknÔetai peritt  kai apale�fetai apì thn m�xh. Sthn prosèggis  ma
 to prìblh-ma epilog 
 montèlou antimetwp�zetai topik� se mia perioq  tou q¸rou dedomènwn, ètsimporoÔme na jèsoume pio katatopistikè
 ek twn protèrwn pijanìthte
 basizìmenoi sthntopik  katanom  twn dedomènwn. Gia thn ulopo�hsh aut 
 th
 prosèggish
 parousi�zou-me mia beltiwmènh Bayesian m�xh, kaj¸
 kai ènan algìrijmo ekpa�deush
 pou efarmìzeiepanalhptik� ènan èlegqo di�spash
 se k�je sunist¸sa th
 m�xh
.To epìmeno prìblhma pou exet�zoume e�nai p�li to prìblhma th
 omadopo�hsh
 kaiepilog 
 qarakthristik¸n. Gia thn epilog  tou arijmoÔ twn sunistws¸n th
 m�xh
 ek-metalleuìmaste thn tupik  variational Bayesian mèjodo, kai epikentrwnìmaste sto prì-blhma th
 epilog 
 qarakthristik¸n. AnazhtoÔme qarakthristik� ta opo�a anadeiknÔounti
 diaforè
 metaxÔ twn om�dwn, kai prote�noume mia variational Bayesian mèjodo gia thnekpa�deush mia
 m�xh
 pou antimetwp�zei tautìqrona to prìblhma th
 epilog 
 qarakthri-stik¸n kai th
 epilog 
 montèlou. H epilog  qarakthristik¸n sthr�zetai se mia Bayesianm�xh dÔo epipèdwn, pou gia k�je sunist¸sa th
 ta qarakthristik� e�nai anex�rthta metaxÔtou
, kai me mia pijanìthta e�nai kai upì sunj kh anex�rthta apì thn sunist¸sa.To tr�to prìblhma pou exet�zoume e�nai to prìblhma th
 kat�tmhsh
 mia
 eikìna
, w
prìblhma omadopo�hsh
 twn eikonostoiqe�wn th
. AfoÔ ex�goume kat�llhla qarakthri-stik� apì ta eikonostoiqe�a, h omadopo�hs  tou
 mpore� na g�nei me mia m�xh kanonik¸nkatanom¸n. Prote�noume thn stadiak  omadopo�hsh twn eikonostoiqe�wn, kai parousi�-zoume mia mèjodo energhtik 
 m�jhsh
 pou aux�nei stadiak� to pl jo
 twn eikonostoi-qe�wn pou qrhsimopoioÔntai gia thn epanalambanìmenh kat�tmhsh th
 eikìna
. Se k�jeepan�lhyh th
 mejìdou èqoume enswmat¸sei ènan algìrijmo ekpa�deush
 th
 m�xh
 poubas�zetai sthn variational Bayesian mèjodo, kai antimetwp�zei apodotik� to prìblhma epi-log 
 montèlou. Ta peiramatik� apotelèsmata èdeixan ìti h mèjodo
 èqei ikanopoihtikìqrìno ektèlesh
 kai prosarmìzei me epituq�a twn arijmì twn perioq¸n pou qrhsimopoie�sthn poluplokìthta th
 eikìna
.To tètarto prìblhma pou exet�zoume e�nai to prìblhma th
 taxinìmhsh me to d�ktuo
PRBF. H tupik  mèjodo
 ekpa�deush
 tou PRBF gia taxinìmhsh qrhsimopoie� ton al-gìrijmo EM, kai to telikì d�ktuo exart�tai apì thn arqikopo�hsh twn paramètrwn tou.
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Prote�noume mia mèjodo gia thn auxhtik  ekpa�deush tou diktÔou PRBF, h opo�a xekin�me mia mìno sunist¸sa, kai stadiak� prosjètei perissìtere
 se kat�llhle
 jèsei
 stonq¸ro dedomènwn. H prosj kh mia
 epiplèon sunist¸sa
 bas�zetai se èna krit rio gia tonentopismì mia
 perioq 
 pou e�nai kr�simh gia thn taxinìmhsh, sugkekrimèna sto ìrio apì-fash
. Met� apì thn prosj kh ìlwn twn sunistws¸n, h mèjodo
 diasp� k�je sunist¸sase upo-sunist¸se
 pou k�je mia antistoiqe� se diaforetik  kathgor�a.To teleuta�o prìblhma pou ma
 apasqole� e�nai to prìblhma th
 energhtik 
 m�jhsh

PRBF gia taxinìmhsh. Mia endiafèrousa parallag  tou prokÔptei an to sÔnolo ekpa�deu-sh
 perièqei taxinomhmèna kai ataxinìmhta prìtupa, tìte o algìrijmo
 mpore� na epilèxeikai na rwt sei thn kathgor�a k�poiou apì ta ataxinìmhta. Parousi�zoume mia auxhtik mèjodo gia ekpa�deush me hmi-ep�bleyh qrhsimopoi¸nta
 ta taxinomhmèna kai ta ataxinì-mhta dedomèna, pou bas�zetai ston algìrijmo EM. Sthn sunèqeia prote�noume mia mèjodoenerghtik 
 m�jhsh
 pou epanalhptik� efarmìzei thn diadikas�a m�jhsh
 me hmi-ep�bleyh,kai sthn sunèqeia epilègei èna ataxinìmhto dedomèno kai zht� na m�jei thn kathgor�a tou.AfoÔ prosteje� sto sÔnolo ekpa�deush
 h kathgor�a autoÔ tou protÔpou, suneq�zetai hauxhtik  ekpa�deush tou diktÔou. To krit rio epilog 
 pou prote�noume epilègei shme�akont� sto ìrio apìfash
 tou trèqonto
 taxinomht , kai dieukolÔnei thn auxhtik  mèjodome hmi-ep�bleyh pou ep�sh
 ekmetalleÔetai to ìrio apìfash
.
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This dissertation deals with Machine Learning, and more specifically with the most im-

portant issues that arise during classification and clustering, namely model and feature

selection. We also examined certain aspects of active learning for classification and image

segmentation. We treated learning as a density estimation problem, and exploited the

Gaussian Mixture model (GMM) and the Probabilistic Radial Basis Function network

(PRBF). The proposed algorithms are based on the Expectation-Maximization (EM) al-

gorithm and the variational Bayesian (VB) approach. We concentrated our efforts on

incremental training algorithms, which successively increase the complexity of the model

that we train.

The GMM is a convex linear combination of Gaussian probability density functions,

and can approximate arbitrary probability density functions in clustering and classifi-

cation problems. The PRBF network constitutes a special case of the well known RBF

network, and can estimate class conditional densities in classification problems. Moreover

it extends the typical GMM approach to classification by allowing the sharing of mixture

components among all classes. The proposed training algorithms for PRBF are based

on the EM. The EM is an iterative method that estimates the parameters of a model

maximizing the likelihood of a data set. The proposed training algorithms for GMM are

based on the VB approach. The VB is an approximate Bayesian framework that yields

EM-like algorithms.
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Chapter 1 constitutes the introduction of this dissertation, and in Chapter 2 we

present basic concepts of Machine Learning that we use throughout the dissertation.

Namely the Maximum Likelihood (ML) criterion, the GMM and PRBF models, and the

EM and VB methods for training these models.

In Chapter 3 we use a GMM for clustering data, and we try to estimate the true

number of clusters simultaneously. We propose an incremental method that derives from

VB. This method adds a new component using a Bayesian split test: a component is

splitted in two, and VB update equations are applied to estimate the parameters of the

new components. As a result, either both of them are retained, or one of them happens

to be redundant and is rejected. In our approach we can attack model selection locally, in

the space that the new components compete. So we can set more informative priors based

on the local density of data. We present an appropriate Bayesian mixture, and a training

algorithm that iteratively applies the split test on each component. Experimental results

demonstrated that the proposed method effectively clusters artificial and real data.

In Chapter 4 we present a VB method for GMM training that simultaneously treats

the feature selection and the model selection problem. The method is based on the

integration of a mixture model formulation that takes into account the saliency of the

features and a Bayesian approach to mixture learning that can be used to estimate

the number of mixture components. The proposed learning algorithm follows the VB

framework and can simultaneously optimize over the number of components, the saliency

of the features and the parameters of the mixture model. Experimental results using

high-dimensional artificial and real data illustrate the effectiveness of the method.

In Chapter 5 we present a method for image segmentation that uses a GMM to

cluster the pixels of the image. Our method offers a solution to the problem of selecting

the segments, and tackles the problem of high volume of data for an image with standard

resolution (e.g. 256×256). We propose an iterative clustering of the pixels, using an active

learning method that increases gradually the number of pixels used for segmentation. The

method selects pixels that exhibit large square distances between the original and the

segmented image. In each iteration we apply the VB method described in Chapter 3

to train the model and simultaneously estimate the number of clusters. Experimental
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results demonstrated that the method can be fast, and successfully adapt the number of

segments to the complexity of the target image.

In Chapter 6 we present an incremental algorithm for PRBF training. The typical

learning method of PRBF in a classification context employs the EM algorithm, and

depends strongly on the initial parameter values of the model. The proposed incremental

algorithm starts with a single component, and incrementally adds more components at

appropriate positions in the data space. The addition of the new component is based on

a criterion that detects the region in the data space that is crucial for the classification

task, namely the classification boundary. This stage of the algorithm concludes when a

maximum number of components have been added. In the following stage, the algorithm

splits every component of the network into sub-components, where each one corresponds

to a different class. Experimental results using several well-known classification data

sets indicate that the proposed incremental methodology provides superior solutions as

compared to standard hierarchical PRBF training. Comparative experiments with Sup-

port Vector Machines (SVM) were also conducted, and the obtained results along with a

qualitative comparison of the two approaches is presented.

In Chapter 7 we present an active learning methodology for training the PRBF net-

work. We propose an incremental method for semi-supervised learning of labeled and

unlabeled data simultaneously, based on the algorithm proposed in Chapter 6. We then

present an active learning method that iteratively applies semi-supervised learning, and

then employs a suitable criterion to select an unlabeled observation and query its label.

The new label is added in the training set, and the incremental semi-supervised learning

continues. The proposed criterion selects points near the decision boundary, and facili-

tates the incremental semi-supervised learning that also exploits the decision boundary.

The proposed algorithm were experimentally tested using well-known data sets, and the

results were promising.

This dissertation concludes in Chapter 8 with a short review, and some interesting

issues for future work.
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Kefalaio 1
Eisagwgh

H mhqanik  m�jhsh e�nai o tomèa
 pou asqole�tai me thn dhmiourg�a programm�twn upo-logist¸n pou mporoÔn na belti¸noun thn sumperifor� tou
 kaj¸
 apoktoÔn empeir�a. Hempeir�a aut  mpore� na èqei thn morf  paradeigm�twn pou èqoun  dh sulleqje�   sullè-gontai kat� thn di�rkeia th
 m�jhsh
. H an�gkh gia thn an�ptuxh th
 mhqanik 
 m�jhsh
prokÔptei apì thn adunam�a ma
 na d¸soume apeuje�a
 lÔsh se k�poia probl mata. Tètoiae�nai ta probl mata gia ta opo�a den up�rqoun empeirogn¸mone
 gia na perigr�youn mialÔsh   h apodotik  perigraf  th
 e�nai adÔnath, ìpw
 gia par�deigma o mhqanismì
 giathn anagn¸rish qeirìgrafwn qarakt rwn   fwnhm�twn omil�a
. Thn �dia duskol�a èqoumeìtan prèpei na d¸soume lÔsei
 pou na prosarmìzontai se èna perib�llon pou all�zei duna-mik�, ìpw
 gia par�deigma sthn per�ptwsh enì
 rompìt pou rujm�zei thn sumperifor� touan�loga me ti
 sun jeie
   thn yuqologik  di�jesh tou anjr¸pou pou èqei mprost� tou.Se tètoie
 peript¸sei
 katafeÔgoume sth stadiak  an�ptuxh mia
 lÔsh
 qrhsimopoi¸nta
diajèsima parade�gmata   sullègonta
 kainoÔria. To sÔnolo aut¸n twn paradeigm�twnonom�zetai sÔnolo ekpa�deush
, kai to qrhsimopoioÔme gia na apotim soume thn ep�do-sh th
 lÔsh
 ma
 b�sh enì
 krithr�ou m�jhsh
 kai sth sunèqeia na th diamorf¸soumean�loga qrhsimopoi¸nta
 ènan algìrijmo m�jhsh
.
1



1.1 Probl mata Mhqanik 
 M�jhsh
Ta probl mata pou antimetwp�zoume sthn perioq  th
 mhqanik 
 m�jhsh
 mporoÔme nata diakr�noume se trei
 meg�le
 kathgor�e
 an�loga me to ti e�dou
 anatrofodìthsh giathn ep�dos  ma
 èqoume, dhlad  p¸
 diapist¸noume an to sÔsthm� ma
 leitourge� swst�.Sugkekrimèna mporoÔme na diakr�noume thn kathgor�a th
 m�jhsh
 me ep�bleyh (super-

vised learning), thn kathgor�a th
 m�jhsh
 qwr�
 ep�bleyh (unsupervised learning) kaithn kathgor�a th
 enisqutik 
 m�jhsh
 (reinforcement learning) [60, 2℄. Sth m�jhsh meep�bleyh k�je par�deigma sto sÔnolo ekpa�deush
 apotele�tai apì èna zeÔgo
 eisìdou kaiepijumht 
 exìdou, ètsi mporoÔme �mesa na diapist¸soume an to sÔsthma apod�dei swst�gia dedomènh e�sodo. Sthn m�jhsh me ep�bleyh emp�ptoun ta probl mata th
 taxinìmhsh
(classification) kai th
 palindrìmhsh
 (regression). H m�jhsh qwr�
 ep�bleyh perilamb�-nei metaxÔ �llwn ta probl mata th
 ekt�mhsh
 katanom 
 (density estimation) kai th
omadopo�hsh
 (clustering). Se aut� den gnwr�zoume thn swst  apìfash, wstìso h apì-fash pou pa�rnoume afor� to sÔnolo twn paradeigm�twn ìqi k�je par�deigma xeqwrist�,kai ekmetalleuìmaste twn pleonasmì (redudancy) plhrofor�a
. Tèlo
 sta probl mataenisqutik 
 m�jhsh
 pa�rnoume mia epibr�beush (  timwr�a) met� apì mia seir� apof�sewn,h opo�a den anafèretai se k�je apìfash qwrist� all� sto kat� pìso h allhlouq�a tou
ma
 od ghse sto stìqo.Sta probl mata taxinìmhsh
 stìqo
 ma
 e�nai na diakr�noume thn kathgor�a sthn opo�-a an koun oi parathr sei
 ma
. 'Eqoume gia par�deigma fwtograf�e
 apì ta yhf�a (0�9)pou emfan�zontai ston taqudromikì kwdikì enì
 fakèlou kai jèloume na anagnwr�soumetou
 ant�stoiqou
 arijmoÔ
. Genik� k�je diajèsimo par�deigma sto sÔnolo ekpa�deush
apotele�tai apì èna zeÔgo
 (prìtupo, kathgor�a), ìpou to prìtupo apotele� ta parath-roÔmena qarakthristik� th
 ontìthta
 pou jèloume na taxinom soume. Stìqo
 ma
 e�naina ekmetalleutoÔme to sÔnolo ekpa�deush
, kai na dhmiourg soume èna sÔsthma pou jampore� na taxinome� swst� nèa prìtupa pou den up�rqoun sto sÔnolo ekpa�deush
. H ika-nìthta th
 swst 
 taxinìmhsh
 kainoÔriwn protÔpwn onom�zetai ikanìthta gen�keush
.Gia na kataskeu�soume ènan taxinomht  mporoÔme na akolouj soume dÔo prosegg�sei
.H pr¸th e�nai na prospaj soume na m�joume thn sun�rthsh pou apeikon�zei èna prìtupose mia kathgor�a, ìpw
 aut  perigr�fetai apì to sÔnolo ekpa�deush
. Me ìrou
 pija-2



not twn, br�skoume thn pijanìthta mia
 kathgor�a
 dojènto
 enì
 protÔpou. Aut  e�naih discriminative prosèggish kai perilamb�nei mejìdou
 ìpw
 neurwnik� d�ktua, Support

Vector Machines SVM, Relevance Vector Machines RVM kai dèndra apìfash
. H deÔterhprosèggish e�nai na prospaj soume na m�joume ti e�dou
 prìtupa par�gei k�je kathgor�-a. Dhlad  na upolog�soume thn pijanìthta enì
 protÔpou doje�sa
 mia
 kathgor�a
, kaisth sunèqeia mporoÔme qrhsimopoi¸nta
 to je¸rhma tou Bayes na upolog�soume eÔkolathn pijanìthta th
 kathgor�a
 dojènto
 tou protÔpou. Aut  e�nai generative prosèggish,kai bas�zetai se mejìdou
 ekt�mhsh
 katanom 
, pou ja anafèroume sthn sunèqeia. Ekpr¸th
 ìyew
 fa�netai ìti me autì ton trìpo duskoleÔoume to prìblhma th
 taxinìmhsh
.Wstìso to pleonèkthma e�nai ìti maja�nonta
 thn katanom  apokt�me mia pio genik  peri-graf  tou q¸rou, apì aut  pou prosfèroun ta prìtupa ekpa�deush
. H plhrofor�a twnprotÔpwn g�netai plhrofor�a puknìthta
 pijanìthta
, kai apeikon�zoume m�za pijanìthta
se kathgor�a. Autì mpore� na ma
 bohj sei gia par�deigma ìtan gia k�poia prìtupa le�peih kathgor�a tou
   k�poia apì ta qarakthristik� tou
. Tèlo
 ax�zei na anafèroume miatr�th prosèggish, aut  twn k-kontinìterwn geitìnwn (k-nearest neighbours) pou apofeÔ-gei na m�jei opoiad pote apeikìnish (lazy learning). Apl� apojhkeÔei ta prìtupa, kai meb�sh ta pio kontin� taxinome� k�poio �gnwsto prìtupo.Sta probl mata palindrìmhsh
 stìqo
 ma
 e�nai na m�joume mia sun�rthsh sto q¸-ro twn pragmatik¸n arijm¸n. Gia par�deigma jèloume na problèyoume thn tim  p¸lhsh
enì
 spitioÔ kr�nonta
 apì thn geitoni� pou br�sketai, thn apìstash apì to kèntro, anbr�sketai kont� se pot�mi k.l.p. Ma
 d�netai loipìn èna sÔnolo paradeigm�twn th
 morf 
(prìtupo, tim  sun�rthsh
), kai jèloume gia nèa prìtupa pou den up�rqoun sto sÔnolona problèyoume thn tim  th
 sun�rthsh
. H upìjesh pou prèpei na l�boume upìyh ma
kat� thn m�jhsh e�nai ìti oi epijumhtè
 èxodoi pou èqoume sto sÔnolo ekpa�deush
 pe-rièqoun jìrubo. Epomènw
 den jèloume h sun�rths  ma
 na apeikon�zei akrib¸
 ta zeÔghtou sunìlou ekpa�deush
, all� anazhtoÔme mia prosèggish pou ja sumbib�zei thn akr�beia(mikr  apìklish apì thn doje�sa èxodo) me thn aplìthta th
 sunarthsiak 
 morf 
. Giath lÔsh tou
 qrhsimopoioÔme montèla pou e�nai arket� euèlikta ¸ste na prosegg�zoun me-g�lo pl jo
 sunart sewn, ìpw
 polu¸numa, neurwnik� d�ktua, Support Vector Machines,kai Relevance Vector Machines, en¸ ta dèndra apìfash
 prosfèroun mia mh parametrik 3



antimet¸pish.Sta probl mata ekt�mhsh
 katanom 
 ma
 d�netai èna sÔnolo protÔpwn, kai jèloumena broÔme mia katanom  h opo�a me meg�lh pijanìthta ja mporoÔse na ta èqei par�gei. Hgn¸sh th
 katanom 
 ma
 bohj�ei na upolog�soume upì sunj kh pijanìthte
. Epiplèonìpw
 anafèrame  dh, èna prìblhma taxinìmhsh
 akolouj¸nta
 thn generative prosèggishan�getai se prìblhma ekt�mhsh
 th
 katanom 
 twn protÔpwn k�je kathgor�a
 xeqwrist�.Oi parametrikè
 mèjodoi pou qrhsimopoioÔntai gia thn ekt�mhsh katanom 
 upojètounmia sunarthsiak  morf  gia thn katanom , p.q. kanonik . To pleonèkthma se aut  thnper�ptwsh e�nai ìti h sun�rthsh kajor�zetai apì èna mikrì arijmì paramètrwn, pou anti
 ektim soume tìte h katanom  e�nai gnwst . To meionèkthma e�nai ìti den mporoÔmena ektim soume ètsi auja�reta polÔploke
 katanomè
, p.q. me pollè
 korufè
. Gia na toxeper�soume mporoÔme na katafÔgoume sthn qr sh th
 m�xh
 katanom¸n (mixture model),pou e�nai èna
 grammikì
 sunduasmì
 apì katanomè
 apl 
 sunarthsiak 
 morf 
, sun jw
kanonikè
.Sta probl mata omadopo�hsh
 d�netai èna sÔnolo protÔpwn kai jèloume na broÔme ti
om�de
 pou sqhmat�zoun, qwr�
 wstìso na èqoume kami� plhrofor�a gia ta qarakthristik�twn om�dwn, ìpw
 o arijmì
 tou
   th morf  tou
. Gia par�deigma mia etair�a sullègeistoiqe�a gia ti
 agorè
 pou k�noun oi pel�te
 th
 kaj¸
 kai dhmografik� stoiqe�a giaautoÔ
 ìpw
 hlik�a, fÔllo,   morfwtikì ep�pedo, kai jèlei na dei ti
 protim sei
 tou
, dh-lad  an up�rqoun om�de
 pelat¸n pou èqoun thn t�sh na agor�zoun   na mhn agor�zounk�poio proðìn. Gia thn ep�lush tètoiwn problhm�twn mporoÔme qrhsimopoi soume mejì-dou
 ekt�mhsh
 katanom 
, ìpw
 e�nai h m�xh katanom¸n kai na antistoiq soume mia om�dase k�je sunist¸sa th
 m�xh
. Parìmoia prosèggish akolouje� h gnwst  mèjodo
 k-mèswn(k-means), qwr�
 wstìso na k�nei ekt�mhsh katanom 
. Mia diaforetik  mèjodo
 e�nai hierarqik  omadopo�hsh pou bas�zetai sthn dhmiourg�a om�dwn, tètoiwn ¸ste h apìstashmetaxÔ twn atìmwn mia
 om�da
 na e�nai h el�qisth. O agglomerative algìrijmo
 xekin�me m�a om�da gia k�je prìtupo, kai fti�qnei mia ierarq�a apì om�de
 en¸nonta
 autè
 poue�nai pio kont�, mèqri na katal xei se mia om�da pou perilamb�nei ìla ta prìtupa. Miaprosèggish pou bas�zetai sthn jewr�a gr�fwn e�nai h fasmatik  omadopo�hsh (spectral

clustering). MporoÔme na sqhmat�soume èna gr�fo ìpou h apìstash metaxÔ twn protÔ-4



pwn apotele� ta b�rh twn akm¸n enì
 gr�fou, kai na p�roume apof�sei
 gia ti
 om�de
qrhsimopoi¸nta
 idiìthte
 tou p�naka geitn�ash
 (adjacency matrix).Sta probl mata enisqutik 
 m�jhsh
 stìqo
 ma
 den e�nai na dhmiourg soume èna sÔ-sthma pou pa�rnei mia apìfash, all� mia seir� apì apof�sei
 akolouj¸nta
 mia strath-gik . 'Etsi èqoume ènan pr�ktora pou allhlepidr� me to perib�llon kai pa�rnei apof�sei
an�loga me thn kat�stas  tou. H apìfash pou pa�rnei k�je for� kajor�zetai apì thnstrathgik  tou, thn opo�a epidi¸kei na belti¸sei. Wstìso den xèrei k�je stigm  an p rethn swst  apìfash, mìno met� apì mia allhlouq�a apof�sewn pa�rnei mia epibr�beush ( timwr�a) an�loga me to bajmì th
 epituq�a
 tou, thn opo�a qrhsimopoie� gia thn ekm�jhshth
 bèltisth
 strathgik 
.Oloklhr¸nonta
 aut  thn enìthta ax�zei na anaferjoÔme se dÔo nèa endiafèrontaprobl mata pou èqoun sugkentr¸sei thn prosoq  th
 ereunhtik 
 koinìthta
. To pr¸toprìblhma e�nai h m�jhsh me hmi-ep�bleyh (semi-supervised learning), h opo�a ekmetal-leÔetai ta koin� stoiqe�a th
 m�jhsh
 me ep�bleyh kai th
 m�jhsh
 qwr�
 ep�bleyh. Seaut  thn per�ptwsh to sÔnolo ekpa�deush
 perièqei prìtupa taxinomhmèna kai ataxinìmhta(�gnwsth
 kathgor�a
). Stìqo
 e�nai h dhmiourg�a enì
 taxinomht  qrhsimopoi¸nta
 ìlata diajèsima prìtupa, epiplèon h ep�dos  tou kajor�zetai apì thn bèltisth qr sh twnataxinìmhtwn protÔpwn ta opo�a apoteloÔn to megalÔtero mèro
 tou sunìlou en¸ ta ta-xinomhmèna e�nai polÔ l�ga gia na d¸soun mia kal  lÔsh. To deÔtero e�nai h energ  m�jhsh(active learning), h opo�a sun jw
 qrhsimopoie�tai se probl mata m�jhsh
 me ep�bleyhall� mpore� na qrhsimopoihje� kai se probl mata m�jhsh
 qwr�
 ep�bleyh. H basik  idèae�nai ìti to sÔsthma pou ekpaideÔoume mpore� na zht�ei kainoÔria prìtupa ekpa�deush
 giana belti¸sei thn ep�dos  tou. To endiafèron z thma e�nai apì poia perioq  tou q¸rouprotÔpwn ja proèrqontai, ètsi apaitoÔntai krit ria epilog 
 protÔpwn pou an ta m�jei tosÔsthma ja belti¸sei thn ep�dos  tou.

5



1.2 Sumbol  th
 Diatrib 
Sthn sunèqeia ja parousi�soume mia per�lhyh th
 diatrib 
, kai ja epishm�noume thnsumbol  tou prwtìtupou mèrou
 th
. To Kef�laio 2 apotele� mia sÔntomh parous�ashtwn basik¸n ennoi¸n kai mejìdwn th
 mhqanik 
 m�jhsh
 p�nw sti
 opo�e
 anaptÔqjhkeh diatrib . G�netai anafor� se jemeli¸dh krit ria m�jhsh
, montèla kai tou
 algìrijmou
m�jhsh
. 'Etsi kat� seir� parousi�zoume ta krit ria Maximum Likelihood, Maximum a

Posteriori kai Penalized Likelihood. Sthn sunèqeia anaferìmaste sta graphical modelsta opo�a apoteloÔn ènan genikì trìpo anapar�stash
 pijanotik¸n montèlwn. Akolouje�h perigraf  th
 m�xh
 kanonik¸n katanom¸n (Gaussian mixture model) kai tou pijanoti-koÔ diktÔou aktinik¸n sunart sewn b�sh
 (Probabilistic RBF), me ta opo�a se epìmenakef�laia prote�noume lÔsei
 se probl mata m�jhsh
 qwr�
 ep�bleyh kai m�jhsh
 me ep�-bleyh ant�stoiqa. To kef�laio oloklhr¸netai me mia anafor� ston algìrijmo EM, sthnefarmog  tou gia ekpa�deush th
 m�xh
 kanonik¸n katanom¸n, kai sth variational Bayesianmèjodo.Sto Kef�laio 3 exet�zoume to prìblhma th
 omadopo�hsh
. To montèlo pou qrhsi-mopoioÔme e�nai mia m�xh kanonik¸n katanom¸n, me thn opo�a ektimoÔme thn katanom  tousunìlou dedomènwn, kai sthn sunèqeia or�zoume ti
 om�de
 ìpw
 upodeiknÔontai apì ti
sunist¸se
 th
 m�xh
. Tautìqrona d�noume kai mia ap�nthsh sthn kr�simh epilog  touarijmoÔ twn sunistws¸n th
 m�xh
. Prote�noume mia auxhtik  mèjodo gia thn epilog montèlou kai thn ekpa�deush mia
 m�xh
, pou bas�zetai sth variational Bayesian mèjodo.H mèjodo
 prosjètei sunist¸se
 sthn m�xh qrhsimopoi¸nta
 ènan èlegqo Bayesian di�-spash
: mia sunist¸sa diasp�tai se dÔo nèe
 sunist¸se
 kai sth sunèqeia efarmìzontai
variational Bayesian exis¸sei
 enhmèrwsh
 mìno sti
 paramètrou
 twn duo nèwn sunistw-s¸n. W
 apotèlesma, e�te kai oi dÔo sunist¸se
 diathroÔntai sth m�xh, e�te mia apì th
dÔo apodeiknÔetai peritt  kai apale�fetai apì thn m�xh. Sthn prosèggis  ma
 to prìblh-ma epilog 
 montèlou antimetwp�zetai topik� se mia perioq  tou q¸rou dedomènwn, ètsimporoÔme na jèsoume pio katatopistikè
 ek twn protèrwn pijanìthte
 basizìmenoi sthntopik  katanom  twn dedomènwn. Gia thn ulopo�hsh aut 
 th
 prosèggish
 parousi�zou-me mia beltiwmènh Bayesian m�xh, kaj¸
 kai ènan algìrijmo ekpa�deush
 pou efarmìzeiepanalhptik� ènan èlegqo di�spash
 se k�je sunist¸sa th
 m�xh
.6



Sto Kef�laio 4 exet�zoume p�li to prìblhma th
 omadopo�hsh
, sto opo�o d�noumelÔsh ektim¸nta
 thn katanom  tou sunìlou dedomènwn me mia m�xh kanonik¸n katanom¸n.Gia thn epilog  tou arijmoÔ twn sunistws¸n th
 m�xh
 ekmetalleuìmaste thn tupik  vari-

ational Bayesian mèjodo, kai epikentrwnìmaste sto prìblhma th
 epilog 
 qarakthristi-k¸n. AnazhtoÔme qarakthristik� ta opo�a anadeiknÔoun ti
 diaforè
 metaxÔ twn om�dwn,kai prote�noume mia variational Bayesian mèjodo gia thn ekpa�deush mia
 m�xh
 pou antime-twp�zei tautìqrona to prìblhma th
 epilog 
 qarakthristik¸n kai th
 epilog 
 montèlou.H mèjodo
 sthr�zetai se mia Bayesian m�xh dÔo epipèdwn, pou gia k�je sunist¸sa th
 taqarakthristik� e�nai anex�rthta metaxÔ tou
, kai me mia pijanìthta e�nai kai upì sunj khanex�rthta apì thn sunist¸sa. H proteinìmenh mèjodo
 mpore� na ektim sei tautìqronati
 paramètrou
 th
 m�xh
, ton arijmì twn sunistws¸n th
 kai ta exèqonta qarakthristik�twn dedomènwn, kai èqei parousiaste� sthn [23℄.Sto Kef�laio 5 exet�zoume to prìblhma th
 kat�tmhsh
 mia
 eikìna
, w
 prìblhmaomadopo�hsh
 twn eikonostoiqe�wn (pixel) th
. AfoÔ ex�goume kat�llhla qarakthristik�apì ta eikonostoiqe�a, h omadopo�hsh twn protÔpwn mpore� na g�nei me mia m�xh kanonik¸nkatanom¸n. Wstìso sth mèqri t¸ra bibliograf�a poll� apì ta zht mata pou aforoÔn thnekt�mhsh twn paramètrwn th
 m�xh
 gia thn montelopo�hsh eikìnwn den èqoun antimetwpi-ste� epark¸
. Tètoia zht mata e�nai h epilog  tou arijmoÔ twn sunistws¸n th
 m�xh
, kaio meg�lo
 ìgko
 dedomènwn gia eikìne
 me tupik  an�lush (p.q. 256×256). Prote�noumethn stadiak  omadopo�hsh twn eikonostoiqe�wn, kai parousi�zoume mia mèjodo energhtik 
m�jhsh
 pou aux�nei stadiak� to pl jo
 twn eikonostoiqe�wn pou qrhsimopoioÔntai giathn epanalambanìmenh kat�tmhsh th
 eikìna
. Se k�je epan�lhyh th
 mejìdou èqoume en-swmat¸sei ènan algìrijmo ekpa�deush
 th
 m�xh
 pou bas�zetai sthn variational Bayesianprosèggish pou parousi�same sto Kef�laio 3, kai antimetwp�zei apodotik� to prìblhmaepilog 
 montèlou. Ta peiramatik� apotelèsmata èdeixan ìti h mèjodo
 èqei ikanopoihtikìqrìno ektèlesh
 kai prosarmìzei me epituq�a twn arijmì twn perioq¸n pou qrhsimopoie�sthn poluplokìthta th
 eikìna
. H proteinìmenh mèjodo
 èqei parousiaste� sthn [19℄.Sto Kef�laio 6 exet�zoume to prìblhma th
 taxinìmhsh
, kai qrhsimopoioÔme to pija-notikì d�ktuo aktinik¸n sunart sewn b�sh
 (Probabilistic RBF) pou apotele� mia pija-notik  parallag  tou neurwnikoÔ diktÔou RBF gia probl mata taxinìmhsh
, kai epiplèon7



epekte�nei thn tupik  m�xh kanonik¸n katanom¸n epitrèponta
 se ìle
 th
 kathgor�e
 namoir�zontai ti
 �die
 sunist¸se
. H tupik  mèjodo
 ekpa�deush
 tou PRBF gia taxinìmhshqrhsimopoie� ton algìrijmo EM, kai to telikì d�ktuo exart�tai apì thn arqikopo�hsh twnparamètrwn tou. Prote�noume mia mèjodo gia thn auxhtik  ekpa�deush tou diktÔou PRBF,h opo�a xekin� me mia mìno sunist¸sa, kai stadiak� prosjètei perissìtere
 se kat�llhle
jèsei
 ston q¸ro dedomènwn. H prosj kh mia
 epiplèon sunist¸sa
 bas�zetai se èna kri-t rio gia ton entopismì mia
 perioq 
 pou e�nai kr�simh gia thn taxinìmhsh, sugkekrimènasto ìrio apìfash
. Met� apì thn prosj kh ìlwn twn sunistws¸n, h mèjodo
 diasp�k�je sunist¸sa se upo-sunist¸se
 pou k�je mia antistoiqe� se diaforetik  kathgor�a.H proteinìmenh mèjodo
 èqei parousiaste� sti
 [18, 22℄.Sto Kef�laio 7 exet�zoume to prìblhma th
 energhtik 
 m�jhsh
 gia taxinìmhsh. Miaendiafèrousa parallag  tou prokÔptei an to sÔnolo ekpa�deush
 perièqei taxinomhmènakai ataxinìmhta prìtupa (pool-based active learning), tìte o algìrijmo
 mpore� na epi-lèxei kai na rwt sei thn kathgor�a k�poiou apì ta ataxinìmhta. Prote�noume mia mèjodoenerghtik 
 m�jhsh
 gia thn ekpa�deush tou PRBF. Arqik� prote�noume mia auxhtik  mè-jodo gia thn ekpa�deush tou diktÔou me hmi-ep�bleyh pou bas�zetai ston algìrijmo EM.Sthn sunèqeia prote�noume mia mèjodo energhtik 
 m�jhsh
 pou epanalhptik� efarmìzeithn diadikas�a m�jhsh
 me hmi-ep�bleyh sta taxinomhmèna kai ta ataxinìmhta dedomèna, kaisthn sunèqeia epilègei èna ataxinìmhto dedomèno kai zht� na m�jei thn kathgor�a tou. Tokrit rio epilog 
 pou prote�noume epilègei shme�a kont� sto ìrio apìfash
 tou trèqonto
taxinomht , kai dieukolÔnei thn auxhtik  mèjodo me hmi-ep�bleyh pou ep�sh
 ekmetalleÔetaito ìrio apìfash
. H proteinìmenh mèjodo
 èqei parousiaste� sti
 [21, 20℄.H diatrib  oloklhr¸netai me to Kef�laio 8, ìpou g�netai mia anaskìphsh twn mejìdwnpou parousi�sthkan kai parat�jentai zht mata gia peraitèrw èreuna.
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Kefalaio 2
Stoiqeia Mhqanikh
 Majhsh


K�je for� pou erqìmaste antimètwpoi me èna prìblhma mhqanik 
 m�jhsh
 prèpei na k�-noume trei
 epilogè
, oi opo�e
 ja kajor�soun kai thn lÔsh ma
. H pr¸th epilog  afor�to montèlo pou ja qrhsimopoi soume gia na perigr�youme thn lÔsh, h deÔterh afor� tokrit rio beltistopo�hsh
 me to opo�o ja apotim soume thn sumperifor� tou montèlou, kaitèlo
 e�nai h epilog  tou algor�jmou pou ja qrhsimopoi soume gia na rujm�soume ti
 para-mètrou
 tou montèlou. Oi epilogè
 ma
 autè
 odhgoÔntai apì thn fÔsh tou probl mato
kai to e�do
 th
 m�jhsh
 pou apaite�tai. Exart�tai ep�sh
 apì thn fÔsh twn diajèsi-mwn dedomènwn pou perigr�foun to prìblhma, kai poia qr simh plhrofor�a mporoÔme naex�goume apì aut�. Sti
 epìmene
 enìthte
 ja parousi�soume ta krit ria m�jhsh
, tamontèla kai tou
 algìrijmou
 m�jhsh
 pou ma
 apasqìlhsan.
2.1 Krit ria M�jhsh
Sthn per�ptwsh twn neurwnik¸n diktÔwn, to pio suqn� qrhsimopoioÔmeno krit rio giam�jhsh e�nai to tetragwnikì sf�lma, pou or�zetai w
 to �jroisma twn tetragwnik¸napost�sewn th
 epijumht 
 exìdou apì thn èxodo tou montèlou gia k�je e�sodo. Seèna prìblhma m�jhsh
 me ep�bleyh pou perigr�fetai apì èna sÔnolo protÔpwn D =

{(xn, yn)|n = 1, . . . , N}, ìpou to yn ∈ ℜm apotele� thn epijumht  èxodo gia thn e�so-9



do xn ∈ ℜd, to tetragwnikì sf�lma E enì
 neurwnikoÔ diktÔou f or�zetai w

E(θ) =

N
∑

n=1

||yn − f(xn; θ)||2 (2.1)ìpou θ oi par�metroi tou diktÔou. Stìqo
 enì
 algìrijmou m�jhsh
 e�nai na brei ti
paramètrou
 θ⋆ tou montèlou pou elaqistopoioÔn to tetragwnikì sf�lma
θ⋆ = arg max

θ

N
∑

n=1

||yn − f(xn; θ)||2 (2.2)Mia suqn  tropopo�hsh tou tetragwnikoÔ sf�lmato
 e�nai h prosj kh enì
 ìrou poin 
,sÔmfwna me ta parak�tw
θ⋆ = arg max

θ
{E(θ) − λg(θ)} (2.3)ìpou to λ e�nai mia par�metro
 pou kajor�zei to pìso shmantikì
 e�nai o ìro
 poin 
. H

g(θ) e�nai mia mh-arnhtik  sun�rthsh, pou metr� thn poluplokìthta tou montèlou ìpw
aut  kajor�zetai apì ti
 paramètrou
. H morf  th
 exart�tai k�je for� apì to prìblhmakai to montèlo pou qrhsimopoioÔme, kai genik� e�nai mikr  gia apl� montèla (“omalè
”sunart sei
) kai meg�lh gia polÔploka montèla (“apìtome
” sunart sei
). 'Etsi kat� thnmegistopo�hsh prèpei na g�nei èna
 sumbibasmì
 an�mesa se mikrì tetragwnikì sf�lma kaimikr  poluplokìthta. Mia sunhjismènh morf  tou ìrou poin 
 gia èna neurwnikì d�ktuoe�nai to �jroisma twn tetrag¸nwn twn bar¸n tou, kai èqei stìqo na perior�sei ti
 timè
tou
 kont� sto mhdèn.H mègisth pijanof�neia (Maximum Likelihood ML) e�nai mia diaforetik  antikeimeni-k  sun�rthsh, pou proèrqetai apì thn statistik  bibliograf�a. Th qrhsimopoioÔme ìtanmporoÔme na an�goume èna prìblhma m�jhsh
 se èna prìblhma ekt�mhsh
 mia
 katanom 

p(x|θ), ìpou to x e�nai h parathroÔmenh tuqa�a metablht  kai θ e�nai oi par�metroi th
katanom 
 th
. Gia èna sÔnolo parathr sewn X = {x1, . . . , xN}, h pijanof�neia e�naih katanom  p(X|θ) san sun�rthsh twn paramètrwn θ. Diaisjhtik� to krit rio th
 mè-gisth
 pijanof�neia
 stoqeÔei sto na brei ti
 paramètrou
 θML pou megistopoioÔn thnpijanìthta twn parathroÔmenwn dedomènwn. Sthn pr�xh gia lìgou
 aplìthta
, sun jw
megistopoie�tai o log�rijmo
 th
 pijanof�neia
 log p(X|θ), afoÔ o log�rijmo
 e�nai monì-tonh sun�rthsh kai den ephre�zei thn jèsh twn akrìtatwn th
 sun�rthsh
 pijanof�neia
:

θML = arg max
θ

log p(X|θ) (2.4)10



Mia �llh sunhjismènh upìjesh e�nai ìti oi parathr sei
 ma
 e�nai anex�rthte
 kai ìmoiakatanemhmène
, opìte gia thn logarijmik  pijanof�neia isqÔei
log p(X|θ) = log p(x1, . . . , xN |θ) = log

N
∏

n=1

p(xn|θ) =
N
∑

n=1

log p(xn|θ) (2.5)'Eqei endiafèron to ìti to krit rio mègisth
 pijanof�neia
 sqet�zetai me to tetragwnikìsf�lma. Eidikìtera, an upojèsoume ìti oi parathr sei
 ma
 proèrqontai apì mia ntetermi-nistik  sun�rthsh kai sthn sunèqeia tou
 prost�jetai jìrubo
, o opo�o
 e�nai anex�rthto
kai ìmoia katanemhmèno
 gia k�je parat rhsh kai akolouje� kanonik  katanom  me mèshtim  mhdèn, tìte ta duo krit ria taut�zontai, mia apìdeixh up�rqei sthn [10℄.'Ena �llo krit rio pou sqet�zetai sten� me thn mègisth pijanof�neia e�nai h mègisth ektwn ustèrwn pijanìthta (Maximum a Posteriori MAP), ìpou anazht�me ti
 paramètrou

θ pou megistopoioÔn thn p(θ|X). H pijanìthta twn paramètrwn dojèntwn twn parath-r sewn p(θ|X) onom�zetai ek twn ustèrwn (a posteriori) pijanìthta gia na dhl¸sei ìtiposotikopoie� thn pepo�jhs  ma
 gia ti
 timè
 twn paramètrwn afoÔ èqoume dei èna sÔnolodedomènwn. Se antidiastol  me thn ek twn protèrwn (a priori) pijanìthta p(θ), pou afor�th
 pepo�jhs  ma
 gia ti
 timè
 pou mpore� na èqoun oi par�metroi prin sullèxoume ènasÔnolo dedomènwn. Apì to je¸rhma tou Bayes mporoÔme na upolog�soume thn ek twnustèrwn pijanìthta san sun�rthsh th
 pijanof�neia


p(θ|X) =
p(X|θ)p(θ)
p(X)

(2.6)ìpou p(X) =
∑

θ p(X|θ)p(θ) e�nai h katanom  perijwr�ou ton dedomènwn, kai apotele� thnpepo�jhs  ma
 gia to pìso e�nai pijanì na parathr soume to sugkekrimèno sÔnolo dedomè-nwn, anex�rthta apì ti
 paramètrou
 pou to par gagan. Mèqri t¸ra upojèsame siwphl�ìti oi par�metroi θ e�nai diakritè
, wstìso ta �dia isqÔoun kai an e�nai suneqe�
 k�nonta
ti
 apara�thte
 allagè
, to �jroisma dhlad  sthn perijwriopo�hsh g�netai olokl rwma.Opìte oi par�metroi θMAP pou y�qnoume prokÔptoun apì thn parak�tw megistopo�hsh
θMAP = arg max

θ
log p(θ|X) = arg max

θ
log {p(X|θ)p(θ)} (2.7)ìpou h deÔterh isìthta prokÔptei efarmìzonta
 to je¸rhma tou Bayes, kai apale�fonta
ton ìro pou den exart�tai apì ti
 paramètrou
. Dhlad  to krit rio pou megistopoioÔme11



e�nai h pijanof�neia sun mia posìthta pou exart�tai mìno apì ti
 paramètrou
 kai perior�zeiti
 timè
 pou mporoÔn na p�roun. An den ekfr�soume k�poia prot�mhsh gia ti
 timè
twn paramètrwn kai epilèxoume omoiìmorfh p(θ) tìte prokÔptei akrib¸
 to krit rio th
mègisth
 pijanof�neia
.'Ena krit rio me pio genik  morf  periorism¸n e�nai h pijanof�neia me poin  (Penalized

Likelihood PL), ìpou kat� thn megistopo�hsh prosjètoume sthn sun�rthsh th
 logarij-mik 
 pijanof�neia
 ènan ìro poin 
 pou exart�tai kai p�li apì ti
 paramètrou
, qwr�
 nae�nai apara�thta katanom . H genik  morf  tou krithr�ou e�nai
θMP = arg max

θ
{log p(X|θ) − λg(θ)} (2.8)ìpou h par�metro
 λ kai h sun�rthsh g(θ) pa�zoun ton �dio rìlo ìpw
 kai ston ìro poin 
tou tetragwnikoÔ sf�lmato
 (2.3).Sta probl mata pou ma
 apasqìlhsan sthn paroÔsa diatrib  h pijanof�neia pa�zeikentrikì rìlo. Sthn sunèqeia tou kefala�ou ja parousi�soume ta montèla pou qrhsimo-poi same kai ti
 basikè
 algorijmikè
 prosegg�sei
 pou ekmetalleut kame.

2.2 Grafik� MontèlaSthn paroÔsa enìthta ja ma
 apasqol soun ta grafik� montèla [12, 40℄ gia thn perigraf katanom¸n. 'Ena grafikì montèlo apotele� thn grafik  anapar�stash enì
 sunìlou apìkoinè
 katanomè
, orismène
 ep� enì
 sunìlou poludi�statwn tuqa�wn metablht¸n. StoSq ma 2.1 emfan�zontai k�poia tupik� parade�gmata. H optik  perigraf  twn exart sewnmetaxÔ twn tuqa�wn metablht¸n pou ma
 prosfèrei to grafikì montèlo ma
 bohj�ei stona katano soume diaisjhtik�, kai na embajÔnoume thn melèth tou ek�stote probl mato
.Prosfèrei ep�sh
 èna koinì pla�sio gia thn perigraf  kai thn enopo�hsh montèlwn apìdiaforetikè
 episthmonikè
 perioqè
. 'Etsi èmmesa dieukolÔnei thn metafor� ide¸n metaxÔepisthmonik¸n perioq¸n, kai dieukolÔnei ton sqediasmì nèwn montèlwn. To �meso ìfe-lo
 apì thn qr sh tou
 e�nai h apodotik  efarmog  tou jewr mato
 tou Bayes kai �llwnbasik¸n jewrhm�twn twn pijanot twn, kaj¸
 kai h dunatìthta gia efarmog  apotele-sm�twn th
 jewr�a
 gr�fwn. Oi dÔo pio shmantikè
 kathgor�e
 grafik¸n montèlwn e�-12
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(c)Sq ma 2.1: Tr�a tupik� grafik� montèla.nai ta mh-kateujunìmena (undirected) graf mata, kai ta kateujunìmena �kukla (directed

acyclic) graf mata, dhlad  kateujunìmena graf mata qwr�
 kateujunìmenou
 kÔklou
.Sto Sq ma 2.1 emfan�zetai èna mh-kateujunìmeno grafikì montèlo gia to sÔnolo tuqa�wnmetablht¸n {A,B,C}, kai dÔo diaforetik� kateujunìmena �kukla grafik� montèla gia tosÔnolo tuqa�wn metablht¸n {X, Y, Z}. Ta kateujunìmena �kukla graf mata, ta opo�akai ja ma
 apasqol soun sthn sunèqeia, anafèrontai sthn bibliograf�a kai w
 Bayesiand�ktua.A
 jewr soume èna opoiod pote sÔsthma to opo�o perigr�fetai apì trei
 tuqa�e
 me-tablhtè
 X, Y kai Z, kai èstw ìti gia thn apì koinoÔ tou
 katanom  isqÔei p(X, Y, Z) =

p(Z|Y,X)p(Y,X) = p(Z|Y,X)p(Y )p(X), dhlad  h katanom  tou Z exart�tai apì ta Xkai Y, kai ta X kai Y e�nai anex�rthta. Aut  h sqèsh metaxÔ twn tuqa�wn metablh-t¸n perigr�fetai apì to grafikì montèlo sto Sq ma 2.1(b). K�je kìmbo
 tou grafikoÔmontèlou antistoiqe� se mia tuqa�a metablht , kai k�je kateujunìmenh akm  tou dhl¸-nei thn ex�rthsh tou kìmbou termatismoÔ apì ton kìmbo ènarxh
. Sto Sq ma 2.1(b)oi dÔo akmè
 dhl¸noun ìti to Z exart�tai apì ta X kai Y , kai h ex�rths  tou peri-gr�fetai apì thn upì sunj kh katanom  p(Z|Y,X). H apous�a akm 
 metaxÔ dÔo kìm-bwn dhl¸nei thn anexarths�a tou
, dhlad  sto Sq ma 2.1(b) h apous�a akm 
 metaxÔ
X kai Y dhl¸nei ìti p(Y,X) = p(Y )p(X). Wstìso pio genik� h apous�a akm 
 dh-l¸nei thn upì sunj kh anexarths�a duo tuqa�wn metablht¸n. 'Etsi sto Sq ma 2.1(c)perigr�fetai ìti p(X, Y |Z) = p(X|Z)p(Y |Z), kai gia thn apì koinoÔ katanom  isqÔei
p(X, Y, Z) = p(X|Z)p(Y |Z)p(Z).'Ena grafikì montèlo anaparist� mia di�spash (decomposition) th
 apì koinoÔ kata-nom 
 ìlwn twn tuqa�wn metablht¸n enì
 sust mato
. Apotele� ètsi ènan trìpo gia naperigr�youme poie
 tuqa�e
 metablhtè
 e�nai upì sunj kh anex�rthte
, kai poie
 upì sun-13



j kh katanomè
 ma
 e�nai apara�thte
 gia na upolog�soume thn apì koinoÔ katanom  ìlwntwn tuqa�wn metablht¸n. Qrhsimopoi¸nta
 loipìn to grafikì montèlo gia èna sÔsthmatuqa�wn metablht¸n U = {X1, X2, . . . , Xn} mporoÔme na gr�youme thn apì koinoÔ kata-nom  tou
 w
 p(X1, X2, . . . , Xn) =
∏

i p(Xi|pa(Xi)), ìpou pa(·) dhl¸nei tou
 progìnou
enì
 kìmbou sto grafikì montèlo. 'Oso afor� ti
 upì sunj kh anexarths�e
, isqÔei giaènan kìmbo ìti dojèntwn twn progìnwn tou, twn apogìnwn tou kai twn progìnwn tou
e�nai anex�rthto
 apì k�je �llo kìmbo sto d�ktuo. 'Etsi gia na apomon¸soume ìle
 ti
epidr�sei
 pou dèqetai o kìmbo
 prèpei na l�boume upìyh ma
 ektì
 apì to profanè
 sÔ-nolo twn progìnwn kai twn apogìnwn tou, kai to sÔnolo twn progìnwn twn apogìnwn tougiat� h ep�dras  tou
 sumyhf�zetai me thn ep�drash tou en lìgw kìmbou gia na kajor�sountou
 koinoÔ
 tou
 apogìnou
.Sthn sunèqeia ja doÔme p¸
 perigr�fontai k�poia eurèw
 qrhsimopoioÔmena montèlaqrhsimopoi¸nta
 kateujunìmena �kukla graf mata. An jewr soume ìti èqoume mia mo-nodi�stath parat rhsh X pou akolouje� kanonik  katanom  N (X|µ, σ2) tìte to grafikìmontèlo apotele�tai apì ènan mìno kìmbo, kai perigr�fei ìti p(X) = N (X|µ, σ2) ìpw
fa�netai sto Sq ma 2.2(a). 'Ena pio sÔnjeto sÔsthma prokÔptei an upojèsoume ìti èqoumesthn di�jes  ma
 èna sÔnolo apì J kanonikè
 katanomè
 {N (X|µj, σ
2
j )|j = 1, . . . , J

}, kaimia diakrit  tuqa�a metablht  Z pou pa�rnei timè
 sto {1, . . . , J}. To Z kajor�zei thnparagwg  tou X, me thn ènnoia ìti an Z = j tìte p(X|Z = j) = N (X|µj, σ
2
j ) kai hpijanìthta na sumbe� autì e�nai p(Z = j) = πj . Qreiazìmaste èna grafikì montèlo medÔo kìmbou
 gia na perigr�youme thn apì koinoÔ katanom  p(X,Z) = p(X|Z)p(Z) ìpw
fa�netai sto Sq ma 2.2(b). H katanom  perijwr�ou (marginal distribution) tou X e�nai

p(X) =
∑

Z

p(X|Z)p(Z) =

J
∑

j=1

πjN (X|µj, σ
2
j ),dhlad  mia m�xh kanonik¸n katanom¸n. Epekte�nonta
 akìma perissìtero to sÔsthma pa-ragwg 
 tou X mporoÔme na or�soume katanomè
 ep� twn paramètrwn th
 m�xh
. Or�zonta
loipìn gia ta kèntra twn kanonik¸n sunistws¸n th
 m�xh
 ti
 katanomè
 p(µ1), . . . , p(µJ),to X akolouje� kanonik  katanom  dojèntwn tou Z = j kai twn µ1, . . . , µJ , dhlad 

14
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Sq ma 2.2: (a) To grafikì montèlo gia mia kanonik  katanom . (b) To grafikì montèlo giamia m�xh kanonik¸n katanom¸n. (c) To grafikì montèlo gia mia Bayesian m�xh kanonik¸nkatanom¸n.
p(X|Z = j, µ1, . . . , µJ) = N (X|µj, σ

2
j ). H apì koinoÔ katanom  g�netai

p(X,Z, µ1, . . . , µJ) = p(X,Z|µ1, . . . , µJ)

J
∏

j=1

p(µj) = p(X|Z, µ1, . . . , µJ)p(Z)

J
∏

j=1

p(µj),kai to ant�stoiqo grafikì montèlo fa�netai sto Sq ma 2.2(c). Perijwriopoi¸nta
 to Z,h katanom  perijwr�ou tou X dojèntwn twn µ1, . . . , µJ e�nai p�li mia m�xh
p(X|µ1, . . . , µJ) =

∑

Z

p(X|Z, µ1, . . . , µJ)p(Z) =

J
∑

j=1

πjN (X|µj, σ
2
j ).Sun jw
 mia tètoia m�xh, gia thn opo�a èqoun oriste� ek twn protèrwn katanomè
 ep� twnparamètrwn th
, anafèretai sthn bibliograf�a san Bayesian m�xh. 'Alla parade�gmata gra-fik¸n montèlwn apoteloÔn ta Hidden Markov Models [33℄, Independent Factor Analysis[7℄, Mixture of Factor Analyzers [34℄ kai Mixture of Probabilistic Principal Component

Analyzers [75℄.
2.3 Topik� MontèlaAll�zonta
 optik  gwn�a, sthn sunèqeia ja melet soume ta montèla me b�sh thn plh-rofor�a pou perigr�foun oi par�metro� tou
. Ma
 endiafèrei h perigraf  tou q¸routwn dedomènwn, kai ja epikentrwjoÔme se montèla ta opo�a perigr�foun ton q¸ro qrh-simopoi¸nta
 èna sÔnolo apì mon�de
 (sunist¸se
). K�je mia apì autè
 ti
 sunist¸se
perigr�fei ta topik� qarakthristik� mia
 om�da
 dedomènwn. Ta dÔo montèla pou ja ma
15



apasqol soun e�nai h m�xh kanonik¸n katanom¸n kai to neurwnikì d�ktuo aktinik¸n su-nart sewn b�sh
. Ta montèla aut� proèrqontai apì diaforetikè
 episthmonikè
 perioqè
,to pr¸to apì thn statistik  kai to deÔtero apì ta neurwnik� d�ktua, wstìso ja doÔmeìti moir�zontai koin� qarakthristik�, ta opo�a ja anade�xoume, gegonì
 pou ma
 epitrèpeina ta qeiristoÔme me ènan enia�o kai sunep  trìpo.2.3.1 H m�xh kanonik¸n katanom¸nH m�xh kanonik¸n katanom¸n apotele� to pio euèlikto montèlo th
 statistik 
 gia thn ekt�-mhsh katanom¸n, kai mpore� na qrhsimopoihje� tìso gia thn ep�lush problhm�twn m�jhsh
qwr�
 ep�bleyh ìso kai m�jhsh
 me ep�bleyh. Autè
 oi dunatìthtè
 tou to kajistoÔn ènapolÔ endiafèron ereunhtikì antike�meno kai stìqo ektetamènh
 melèth
, mia leptomer 
anaskìphsh th
 perioq 
 g�netai sti
 [28, 58℄. H m�xh e�nai èna
 kurtì
 grammikì
 sundua-smì
 katanom¸n, kai qrhsimopoie�tai gia na perigr�yei thn katanom  sunìlwn dedomènwnse peript¸sei
 pou oi aplè
 gnwstè
 katanomè
 den eparkoÔn, p.q. den eparke� mìno miakanonik ,   mia ekjetik  katanom . To basikì qarakthristikì tètoiwn sunìlwn dedomè-nwn e�nai ìti h katanom  tou
 parousi�zei pollè
 korufè
. Sto Sq ma 2.3 d�netai ènapar�deigma mia
 monodi�stath
 m�xh
 me dÔo kanonikè
 sunist¸se
. Sun jw
 ermhneÔoumek�je koruf  th
 katanom 
 me mia sunist¸sa th
 m�xh
, wstìso den up�rqei p�nta èna-pro
-èna antistoiq�a metaxÔ sunistws¸n kai koruf¸n, mia an�lush tou fainomènou g�netaisti
 [28, 14℄.H upìjesh ìti èna sÔnolo parathr sewn X akolouje� mia m�xh kanonik¸n katanom¸ndhl¸nei ìti oi parathr sei
 èqoun paraqje� sÔmfwna me to parak�tw montèlo paragwg 
:Ma
 d�netai èna sÔnolo apì J kanonikè
 katanomè
 {p1, . . . , pJ}.1. Epilègoume tuqa�a mia apì autè
 me pijanìthta π1, . . . , πJ ant�stoiqa, èstw thn pj.2. DeigmatolhptoÔme mia parat rhsh apì thn epilegmènh katanom  pj.To grafikì montèlo pou antistoiqe� se aut  thn diadikas�a parousi�zetai sto Sq ma2.2(b), kai h tim  th
 tuqa�a
 metablht 
 Z kajor�zei thn katanom  pj pou epilègetai stopr¸to b ma. Gia thn apì koinoÔ katanom  twn tuqa�wn metablht¸n X kai Z isqÔei
p(X,Z) = p(X|Z)p(Z) (2.9)16
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Sq ma 2.3: Mia monodi�stath m�xh kanonik¸n katanom¸n (suneq 
 gramm ) me duo suni-st¸se
 (diakekommènh gramm ).Perijwriopoi¸nta
 thn Z br�skoume ìti h katanom  th
 X e�nai mia m�xh
p(X = x) =

∑

Z

p(X = x|Z)p(Z) =
J
∑

j=1

p(X = x|Z = j)p(Z = j) =
J
∑

j=1

πjpj(x) (2.10)An oi sunist¸se
 th
 m�xh
 e�nai poludi�state
 kanonikè
 katanomè
 pj(x) = N (x|µj,Σj)me mèsh tim  µj ∈ ℜd kai p�naka sundiakÔmansh
 Σj ∈ ℜd,d, tìte to x akolouje� thn ka-tanom 
p(x) =

J
∑

j=1

πj N (x|µj,Σj) (2.11)kai èqei mèsh tim  〈x〉p =
∑J

j=1 πj µj kai p�naka sundiakÔmansh

cov {x}p =

J
∑

j=1

πj Σj +
J
∑

j=1

πj µjµ
T
j −

(

J
∑

j=1

πj µj

)(

J
∑

j=1

πj µj

)T

.
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H pr¸th sqèsh apodeiknÔetai eÔkola, apì ton orismì th
 mèsh
 tim 
 èqoume
〈x〉p =

∫

x
J
∑

j=1

πj N (x|µj,Σj) dx

=

J
∑

j=1

πj

∫

xN (x|µj,Σj) dx

=

J
∑

j=1

πj µj (2.12)Me ton �dio trìpo mporoÔme na upolog�soume thn autosusqètish tou x. Apì ton orismìth
 isqÔei
〈xxT 〉p =

∫

xxT
J
∑

j=1

πj N (x|µj,Σj) dx

=

J
∑

j=1

πj

∫

xxT N (x|µj,Σj) dx

=

J
∑

j=1

πj

(

Σj + µjµ
T
j

) (2.13)H teleuta�a isìthta prokÔptei epeid  h autosusqètish mia
 tuqa�a
 metablht 
 isoÔtai meto �jroisma tou p�naka sundiakÔmansh
 sun to exwterikì ginìmeno th
 mèsh
 tim 
 th
.Gia ton �dio lìgo isqÔei ìti
cov {x}p = 〈xxT 〉p − 〈x〉p〈x〉Tp

=

J
∑

j=1

πj

(

Σj + µjµ
T
j

)

−
(

J
∑

j=1

πj µj

)(

J
∑

j=1

πj µj

)T (2.14)'Opw
 èqei fane� mèqri t¸ra, h m�xh kanonik¸n katanom¸n apotele� mia prosp�jeiana perigrafe� h katanom  twn parathr sewn qrhsimopoi¸nta
 topik� qarakthristik�, ou-siastik� qrhsimopoi¸nta
 mia topik  mèsh tim  kai ènan topikì p�naka sundiakÔmansh
.Ekmetalleuìmenoi thn Ôparxh aut¸n twn diaforetik¸n qarakthristik¸n mporoÔme na odh-ghjoÔme se mia diamèrish tou q¸rou. Apì to montèlo paragwg 
 dedomènwn pou peri-gr�yame, mporoÔme na sumper�noume ìti parathr sei
 pou èqoun proèljei apì thn �diakanonik  sunist¸sa ja br�skontai kont� ston q¸ro. Pio sugkekrimèna ja sqhmat�zounèna nèfo
, pou to kèntro tou kai h di�qush gÔrw apì autì ja kajor�zontai apì thn18
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Sq ma 2.4: Mia didi�stath m�xh kanonik¸n katanom¸n me duo sunist¸se
, kai èna sÔnoloparathr sewn pou par gage.mèsh tim  kai ton p�naka sundiakÔmansh
 th
 upeÔjunh
 sunist¸sa
. Sto Sq ma 2.4parousi�zetai mia didi�stath m�xh me dÔo sunist¸se
, kai èna sÔnolo dedomènwn pou deig-matolhpt jhkan apì aut . Ed¸ kai ìpou alloÔ sqedi�zoume mia m�xh, den sqedi�zoume ti
iso�ye�
 kampÔle
 th
 m�xh
 all� mia sugkekrimènh iso�y  gia k�je kanonik  sunist¸sa,h opo�a de�qnei thn perioq  epirro 
 th
 sunist¸sa
. Sugkekrimèna gia mia sunist¸sa
pj(x) = N (x|µj,Σj) sqedi�zoume thn iso�y  pou tèmnei thn dieÔjunsh k�je idiodianÔsma-to
 tou Σj se dÔo shme�a pou apèqoun apì to µj apìstash dipl�sia apì thn tetragwnik r�za th
 ant�stoiqh
 idiotim 
. H iso�y 
 aut  perikle�ei to 95.4% th
 m�za
 pijanìthta
th
 pj .'Otan qrhsimopoioÔme thn m�xh se probl mata m�jhsh
 qwr�
 ep�bleyh gia thn oma-dopo�hsh dedomènwn, antistrèfoume to montèlo paragwg 
. Apì ta up�rqonta dedomènamaja�noume ti
 paramètrou
 mia
 m�xh
, kai sthn sunèqeia antistoiq�zonta
 ta dedomènase sunist¸se
 th
 m�xh
 antistoiq�zoume mia om�da dedomènwn se k�je sunist¸sa. Htupik  diadikas�a m�jhsh
 twn paramètrwn e�nai h megistopo�hsh th
 pijanof�neia
 twndedomènwn qrhsimopoi¸nta
 ton algìrijmo EM, kai ja thn perigr�youme analutik� sthnepìmenh enìthta. AfoÔ m�joume ti
 paramètrou
 th
 m�xh
, gia na anajèsoume èna x se miasunist¸sa pj upolog�zoume thn ek twn ustèrwn pijanìthta p(Z = j|x) na to par gage hsunist¸sa pj , dojènto
 tou x. Apì to je¸rhma tou Bayes isqÔei:

p(Z = j|x) =
p(x|Z = j)p(Z = j)

p(x)
=

πj N (x|µj,Σj)
∑J

j=1 πj N (x|µj,Σj)
(2.15)19



aut  h pijanìthta anafèretai kai w
 upeujunìtht� (responsibility) th
 sunist¸sa
, epei-d  metr� ton bajmì me ton opo�o e�nai upeÔjunh h sunist¸sa gia to dedomèno. AfoÔupologistoÔn ìle
 oi upeujunìthte
, to x antistoiq�zetai sthn om�da ̂ gia thn opo�aisqÔei
̂ = arg max

j
p(Z = j|x) (2.16)Me autì ton trìpo petuqa�noume na qwr�soume ta dedomèna se J om�de
. Mèqri t¸rak�name siwphr� thn upìjesh ìti o arijmì
 twn om�dwn pou y�qnoume e�nai gnwstì
, anden e�nai gnwstì
 tìte to prìblhma g�netai polÔ pio dÔskolo. Gia na to antimetwp�soumeh pio tupik  prosèggish e�nai na k�noume pollè
 omadopoi sei
 me diaforetikì arijmìom�dwn, kai sthn sunèqeia na dialèxoume thn kalÔterh omadopo�hsh me k�poio kat�llhlokrit rio. H �llh prosèggish e�nai na jewr soume to J san mia par�metro pou prèpei naektimhje� kat� thn m�jhsh, kai na qrhsimopoi soume k�poion kat�llhlo algìrijmo. Seepìmeno kef�laio ja embajÔnoume sto shmantikì autì prìblhma.H m�xh kanonik¸n katanom¸n mpore� na qrhsimopoihje� kai sth m�jhsh me ep�bleyh,gia thn taxinìmhsh dedomènwn. Se èna prìblhma pou oi parathr sei
 an koun se mia apì

K gnwstè
 kathgor�e
 mporoÔme na qrhsimopoi soume mia m�xh gia na ektim soume thnkatanom  k�je kathgor�a
. To montèlo paragwg 
 gia thn prosèggish e�nai to akìloujo:Ma
 d�nontai K sÔnola apì J kanonikè
 katanomè
 Mk = {pk1, . . . , pkJ}, kai ènasÔnolo apì de�kte
 kathgor�a
 {1, . . . , K}.1. Epilègoume tuqa�a ènan de�kth kathgor�a
 me pijanìthta w1, . . . , wK ant�stoiqa,èstw ton k.2. Epilègoume tuqa�a mia apì ti
 katanomè
 tou sunìlouMk me pijanìthta π(k)
1 , . . . , π

(k)
Jant�stoiqa, èstw thn pkj.3. DeigmatolhptoÔme mia parat rhsh apì thn epilegmènh katanom  pkj.Sto Sq ma 2.5(a) parousi�zetai to kat�llhlo grafikì montèlo, ìpou h tim  th
 C kajor�-zei thn kathgor�a tou protÔpou pou par�getai. Gia thn apì koinoÔ katanom  twn tuqa�wnmetablht¸n isqÔei:

p(X,Z1, . . . , ZK , C) = p(X|Z1, . . . , ZK)p(Z1, . . . , ZK |C)p(C) (2.17)20
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Sq ma 2.5: (a) To grafikì montèlo mia
 m�xh
 gia taxinìmhsh. (b) To grafikì montèloenì
 diktÔou PRBF.An gnwr�zoume ti
 pijanìthte
 tou montèlou paragwg 
 p(C = k) = wk, p(Zk = j|C =

k) = π
(k)
j kai thn katanom  p(X = x|Zk = j) = pkj(x) = N (x|µ(k)

j ,Σ
(k)
j ), tìte mporoÔmena upolog�soume thn katanom  twn protÔpwn k�je kathgor�a
 perijwriopoi¸nta
 thn Z

p(X = x|C = k) =
∑

Zk

p(X = x|Zk)p(Zk|C = k) =

J
∑

j=1

π
(k)
j N (x|µ(k)

j ,Σ
(k)
j ). (2.18)'Opw
 sthn per�ptwsh th
 omadopo�hsh
 qrhsimopoioÔme ton algìrijmo EM gia na m�jou-me tou
 ektimhtè
 mègisth
 pijanof�neia
 gia ti
 paramètrou
 k�je m�xh
, kai o ektimht 
mègisth
 pijanof�neia
 gia ti
 pijanìthte
 k�je kathgor�a
 wk isoÔtai me ton lìgo touarijmoÔ twn protÔpwn th
 kathgor�a
 pro
 ton arijmì ìlwn twn protÔpwn. Opìte mpo-roÔme na qrhsimopoi soume ton kanìna apìfash
 tou Bayes gia na taxinom soume èna nèoprìtupo �gnwsth
 kathgor�a
. Sthn sunèqeia ja doÔme pw
 mporoÔme na tropopoi soumekat�llhla èna d�ktuo aktinik¸n sunart sewn b�sh
 gia na katal xoume se èna pio genikìmontèlo taxinìmhsh
.2.3.2 To d�ktuo aktinik¸n sunart sewn b�sh
Ta d�ktua aktinik¸n sunart sewn b�sh
 (Radial Basis Function, RBF) e�nai mia polÔ sh-mantik  kathgor�a neurwnik¸n diktÔwn. Melet jhkan gia pr¸th for� sti
 [66, 73℄, kaisthn [10℄ g�netai mia anaskìphsh th
 ektenoÔ
 ereunhtik 
 drasthriìthta
 pou akoloÔ-jhse. Se èna d�ktuo RBF gia k�je krummèno kìmbo up�rqei èna di�nusma pou or�zei thnjèsh tou kìmbou sto q¸ro twn dedomènwn, kai h energopo�hsh tou kìmbou exart�tai apì21



thn apìstash autoÔ tou dianÔsmato
 apì to di�nusma eisìdou. Me autì ton trìpo oikrummènoi kìmboi energopoioÔntai mìno gia prìtupa pou br�skontai sthn perioq  epirro 
tou
. To biologikì k�nhtro gia thn an�ptux  twn RBF  tan h diap�stwsh parìmoia
 to-pik 
 dr�sh
 se neur¸ne
 tou egkef�lou. ApoteloÔn mia energ  ereunhtik  perioq , kaiqrhsimopoioÔntai ekten¸
 gia probl mata taxinìmhsh
 kai palindrìmhsh
. Parousi�zounmeg�lh euelix�a kat� thn prosèggish sunart sewn, kai èqoun thn idiìthta th
 pagkìsmia
prosèggish
 (universal approximation) [64℄ pou eggu�tai ìti k�tw apì genikè
 sunj -ke
 èna d�ktuo RBF mpore� na prosegg�sei opoiad pote sun�rthsh me auja�reth akr�beiaqrhsimopoi¸nta
 ikanì arijmì kìmbwn.'Ena d�ktuo RBF ulopoie� mia mh-grammik  apeikìnish f : x ∈ ℜd → f(x) ∈ ℜM .'Eqei èna krummèno ep�pedo me J kìmbou
 (sunart sei
 b�sh
) kai èna ep�pedo exìdou me
M kìmbou
. H sun�rthsh energopo�hsh
 φj k�je krummènou kìmbou e�nai mia aktinik sun�rthsh b�sh
 φj(||x− µj||2). H m-ost  èxodo
 tou diktÔou d�netai apì thn

fm(x) =

J
∑

j=1

amjφj(||x− µj||2) (2.19)H pio sunhjismènh morf  th
 aktinik 
 sun�rthsh
 b�sh
 e�nai mia Gaussian, φj(||x−µj||2) =

N (x|µj, σ
2
j I). To mègejo
 th
 akt�na
 σ2

j kajor�zei pìso meg�lh e�nai h perioq  tou q¸-rou protÔpwn gia thn opo�a energopoie�tai o kìmbo
. Prokeimènou na g�nei pio euèlikthh perigraf  tou q¸rou energopo�hsh
, pollè
 forè
 qrhsimopoie�tai h genik  morf  toup�naka sundiakÔmansh
 Σj ant� th
 periorismènh
 σ2
j I. To kèntro µj tou kìmbou kajor�-zei thn jèsh tou ston q¸ro twn dedomènwn, kai apotele� mia kajoristik  par�metro toumontèlou. Sti
 pr¸ime
 melète
 tou diktÔou qrhsimopoioÔntan èna
 kìmbo
 gia k�je prì-tupo, me kèntro to prìtupo. Autì e�qe san apotèlesma thn dhmiourg�a montèlwn meg�lh
poluplokìthta
, kai thn apa�thsh gia aplopoihmène
 kai gr gore
 mejìdou
 ekpa�deush
.Sthn pore�a prot�jhkan d�ktua pou ta kèntra tou
  tan omoiìmorfa katanemhmèna stonq¸ro   antipros¸peuan èna uposÔnolo twn protÔpwn ekpa�deush
. Gia na odhghjoÔme sed�ktua pou ekmetalleÔontai algìrijmou
 omadopo�hsh
, kai o arijmì
 twn kìmbwn tou
exart�tai apì thn poluplokìthta th
 apeikìnish
 pou epiqeire�tai kai ìqi apì to pl jo
twn protÔpwn.Oi par�metroi pou prèpei na ektimhjoÔn kat� thn ekpa�deush tou diktÔou e�nai ta kèn-22



tra µj twn sunart sewn b�sh
, oi par�metroi pou kajor�zoun thn akt�na tou
, p.q oidiakum�nsei
 σ2
j twn Gaussian sunart sewn, kai ta b�rh amj . Mia genik  kateÔjunsh pouakolouje�tai e�nai h ekpa�deush na g�netai pr¸ta gia ti
 paramètrou
 twn sunart sewnb�sh
, kai se deÔterh f�sh na ektimoÔntai ta b�rh. Me autì ton trìpo sthn pr¸th f�shmpore� na efarmoste� m�jhsh qwr�
 ep�bleyh gia thn kat�tmhsh tou q¸rou protÔpwn. Giapar�deigma qrhsimopoi¸nta
 ton algìrijmo k-kèntrwn mporoÔn na omadopoihjoÔn ta prì-tupa, kai ta qarakthristik� twn om�dwn na kajor�soun ti
 paramètrou
 twn sunart sewnb�sh
. Sthn sunèqeia efarmìzetai m�jhsh me ep�bleyh gia thn ekt�mhsh twn bar¸n. H tu-pik  prosèggish e�nai h elaqistopo�hsh tou tetragwnikoÔ sf�lmato
, dhlad  to �jroismatwn tetrag¸nwn twn diafor¸n metaxÔ th
 epijumht 
 exìdou kai th
 exìdou tou diktÔougia k�je prìtupo eisìdou.Gia thn ep�lush problhm�twn taxinìmhsh
 me K kathgor�e
, sth [10℄ perigr�fetaih qr sh enì
 diktÔou RBF pou se k�je tou èxodo upolog�zei thn pijanìthta
 p(k|x)th
 k-ost 
 kathgor�a
 dojènto
 enì
 protÔpou x. H mèjodo
 e�nai an�logh me thnqr shK mikt¸n katanom¸n, pou perigr�yame sthn prohgoÔmenh upo-enìthta. Wstìso denqrhsimopoie� xeqwristè
 sunist¸se
 gia k�je m�xh, all� jewre� ìti gia ìle
 th
 kathgor�e
qrhsimopoioÔntai oi �die
 kanonikè
 sunist¸se
. H ekpa�deush g�netai se dÔo st�dia, kaisto pr¸to efarmìzei ton algìrijmo EM se mia m�xh J kanonik¸n katanom¸n p(x) =

∑

j πjN (x|µj,Σj) gia thn ekt�mhsh th
 katanom 
 ìlwn twn protÔpwn qwr�
 ep�bleyh.Sthn sunèqeia qrhsimopoie� aut  thn m�xh gia na or�sei ti
 sunart sei
 b�sh
 tou diktÔou
RBF. To d�ktuo autì èqei J kanonikopoihmène
 sunart sei
 b�sh
 gj(x), pou k�je miaektim� thn pijanìthta na e�nai upeÔjunh gia èna prìtupo x dojènto
 tou protÔpou, dhlad 

gj(x) = p(j|x) =
p(j)p(x|j)
p(x)

(2.20)ìpou p(j) = πj kai p(x|j) = N (x|µj,Σj). 'Etsi dhmiourge�tai èna d�ktuo ìpou h k-ost tou èxodo
 e�nai
fk(x) =

J
∑

j=1

ajk
πjN (x|µj,Σj)

p(x)
(2.21)kai sto deÔtero st�dio th
 ekpa�deus 
 tou ektimoÔntai ta b�rh akj qrhsimopoi¸nta
 miamèjodo ekpa�deush
 me ep�bleyh.Gia na de�xoume ìti to d�ktuo upolog�zei se k�je tou èxodo thn ek twn ustèrwn pija-23



nìthta mia
 kathgor�a
 p(k|x) arke� na jewr soume ìti ta b�rh akj ektimoÔn thn ek twnprotèrwn pijanìthta na paraqjoÔn prìtupa th
 kathgor�a
 k apì thn gj, dhlad 
akj = p(k|j) =

p(j|k)p(k)
p(j)

(2.22)ìpou p(k) h ek twn protèrwn pijanìthta th
 k-ost 
 kathgor�a
, kai p(j|k) h ek twnprotèrwn pijanìthta h j-ost  sun�rthsh b�sh
 na e�nai upeÔjunh gia prìtupa th
 k-ost 
 kathgor�a
 doje�sa
 th
 kathgor�a
. Opìte gia thn k-ost  èxodo tou diktÔouisqÔei
fk(x) =

∑

j

akjgj(x) =
∑

j

p(x|j)p(j|k)p(k)
p(x)

=
p(k)

p(x)

∑

j

p(x|j)p(j|k). (2.23)Lìgw th
 upìjesh
 ìti k�je sun�rthsh b�sh
 par�gei prìtupa k�je kathgor�a
, h katano-m  enì
 protÔpou e�nai anex�rthth apì thn kathgor�a tou doje�sa
 th
 sun�rthsh
 b�sh
pou to par gage, dhlad  p(x|j, k) = p(x|j). Autì sunep�getai ìti ∑j p(x|j)p(j|k) =

p(x|k), kai apì thn (2.23) prokÔptei
fk(x) =

p(x|k)p(k)
p(x)

= p(k|x). (2.24)Sthn sunèqeia th
 enìthta
 ja perigr�youme to pijanotikì d�ktuo aktinik¸n sunart -sewn b�sh
 (Probabilistic Radial Basis Function PRBF) [77, 78, 79℄ to opo�o apotèleseantike�meno èreuna
 kai th
 paroÔsa
 diatrib 
. To d�ktuo PRBF e�nai èna d�ktuo RBFgia taxinìmhsh, pou se k�je tou èxodo upolog�zei thn katanom  twn protÔpwn mia
 ka-thgor�a
 p(x|k). 'Opw
 kai to d�ktuo sth [10℄, g�netai h upìjesh ìti h katanom  enì
protÔpou e�nai anex�rthth apì thn kathgor�a tou doje�sa
 th
 sun�rthsh
 b�sh
 pou topar gage. Epiplèon epib�loume ton periorismì ìti ta b�rh pou katal goun se mia èxodoe�nai mh-arnhtik� kai ajro�zoun sthn mon�da. To PRBF èqei sunart sei
 b�sh
 Gaussian,kai h k-ost  èxodo
 enì
 diktÔou me J sunart sei
 b�sh
 e�nai
fk(x) =

J
∑

j=1

akjN (x|µj,Σj) (2.25)kai epib�lletai o periorismì

J
∑

j=1

akj = 1, akj ≥ 0, gia k�je j. (2.26)24



Lìgw th
 upì sunj kh
 anexarths�a
 pou upojèsame isqÔei p(x|j, k) = p(x|j) = N (x|µj,Σj),kai jewr¸nta
 ìti to b�ro
 akj perigr�fei thn ek twn protèrwn katanom  th
 sun�rthsh
b�sh
 doje�sa
 th
 kathgor�a
, dhlad  akj = p(j|k), tìte isqÔei
fk(x) =

J
∑

j=1

p(j|k)p(x|j) = p(x|k). (2.27)An diamer�soume to sÔnolo {p(x|j)| j = 1, . . . , J} twn sunart sewn b�sh
 tou se k mh-ken�sÔnola Bk xèna metaxÔ tou
, kai perior�soume ta b�rh ¸ste p(j|k) = 0 an p(x|j) /∈ Bk,tìte k�je sun�rthsh b�sh
 sundèetai me mia mìno èxodo. Autì èqei w
 sunèpeia to d�ktuona metatrèpetai se èna sÔsthma k xeqwrist¸n m�xewn, ìpou k�je sÔnolo Bk perièqei ti
sunist¸se
 mia
 m�xh
.To d�ktuo PRBF upodhl¸nei èna montèlo paragwg 
 dedomènwn afoÔ upolog�zei thnkatanom  twn protÔpwn k�je kathgor�a
. Pio sugkekrimèna ta prìtupa par�gontai w
ex 
: Ma
 d�netai èna sÔnolo apì J kanonikè
 katanomè
 {p1, . . . , pJ}, kai èna sÔnolo apìde�kte
 kathgor�a
 {1, . . . , K}.1. Epilègoume tuqa�a èna de�kth kathgor�a
 me pijanìthta w1, . . . , wK ant�stoiqa, èstwton k.2. Epilègoume tuqa�a mia apì ti
 kanonikè
 katanomè
 me pijanìthta π1k, . . . , πJk ant�-stoiqa, èstw thn pj .3. DeigmatolhptoÔme mia parat rhsh apì thn epilegmènh katanom  pj.To kat�llhlo grafikì montèlo parousi�zetai sto Sq ma 2.5(b), kai gia thn apì koinoÔkatanom  twn tuqa�wn metablht¸n isqÔei
p(X,Z,C) = p(X|Z)p(Z|C)p(C). (2.28)An gnwr�zoume ti
 pijanìthte
 tou montèlou paragwg 
 p(C = k) = wk, p(Z = j|C =

k) = πjk kai thn katanom  p(X = x|Z = j) = pj(x) = N (x|µj,Σj), tìte mporoÔme naupolog�soume thn katanom  twn protÔpwn k�je kathgor�a
 perijwriopoi¸nta
 thn Z
p(X = x|C = k) =

∑

Z

p(X = x|Z)p(Z|C = k) =

J
∑

j=1

πjkN (x|µj,Σj) (2.29)25



pou apotele� thn k-ost  èxodo tou diktÔou. An se èna prìblhma taxinìmhsh
 ma
 doje� ènasÔnolo protÔpwn {(xn, yn)|n = 1, . . . , N}, ìpou yn e�nai o de�kth
 kathgor�a
 tou xn, tìtemporoÔme na upolog�soume ti
 paramètrou
 tou diktÔou megistopoi¸nta
 thn logarijmik pijanof�neia twn protÔpwn
log

N
∏

n=1

p(X = xn, C = yn) =

N
∑

n=1

log p(X = xn|C = yn)p(C = yn) (2.30)me ton algìrijmo EM.
2.4 O Algìrijmo
 EM'Estw èna sÔnolo dedomènwn X =

{

xn| xn ∈ ℜd, n = 1, . . . , N
}, thn katanom  tou opo�oujèloume na ektim soume. H parametrik  ekt�mhs  th
 pro�pojètei thn epilog  mia
 su-narthsiak 
 morf 
 gia thn katanom , kai sth sunèqeia ekt�mhsh twn paramètrwn th
. Htupik  epilog  se aut  thn per�ptwsh e�nai h kanonik  katanom  N (x|µ,Σ), ìpou

N (x|µ,Σ) =
|Σ|−1/2

(2π)d/2
exp

{

−1

2
(x− µ)T Σ−1(x− µ)

} (2.31)me paramètrou
 to kèntro µ ∈ ℜd kai ton d × d p�naka sundiakÔmansh
 Σ. Mia tupik epilog  gia ti
 paramètrou
 e�nai h qr sh th
 mèsh
 tim 
 kai tou p�naka sundiakÔmansh
twn dedomènwn. Prìkeitai sthn ous�a gia thn lÔsh th
 mègisth
 pijanof�neia
, pouprokÔptei apì thn megistopo�hsh th
 pijanof�neia
 twn dedomènwn w
 pro
 ta µ kai Σ,gia mia apìdeixh de
 [3℄. An upojèsoume ìti ta dedomèna ma
 e�nai anex�rthta kai ìmoiakatanemhmèna, tìte h logarijmik  pijanof�nei� tou
 e�nai
L = log

N
∏

n=1

N (xn|µ,Σ) =
N
∑

n=1

logN (xn|µ,Σ). (2.32)Megistopoi¸nta
 aut  thn posìthta, br�skoume ìti oi ektimhtè
 mègisth
 pijanof�neia
e�nai o deigmatikì
 mèso
 kai o deigmatikì
 p�naka
 sundiakÔmansh

µ =

1

N

N
∑

n=1

xn (2.33)
Σ =

1

N

N
∑

n=1

(xn − µ)(xn − µ)T . (2.34)26



Mèqri t¸ra upojèsame ìti oi parathr sei
 pou br�skontai sto sÔnolo X èqoun proèl-jei apì thn �dia kanonik  katanom . Se pollè
 ìmw
 peript¸sei
 mpore� na èqoun proèljeiapì dÔo   perissìtere
 kanonikè
 katanomè
. Tìte k�je mia katanom  leitourge� sanmia xeqwrist  “phg ” dedomènwn, kai par�gei èna diaforetikì uposÔnolo twn parathr -sewn. 'Estw ìti sto X èqoume dedomèna pou par�qjhkan apì J “phgè
”, me katanomè

N (x|µ1,Σ1), . . . ,N (x|µJ ,ΣJ) ant�stoiqa. H katanom  aut¸n twn dedomènwn e�nai mia m�xhkanonik¸n katanom¸n p(x) =

∑J
j=1 πj N (xn|µj,Σj), ìpou k�je sunist¸sa th
 m�xh
 apo-tele� mia diaforetik  “phg ” dedomènwn, kai o suntelest 
 πj e�nai h ek twn protèrwn pi-janìthta èna opoiod pote dedomèno na paraqje� apì thn j-ost  sunist¸sa. An xèrame apìpoia sunist¸sa èqei paraqje� k�je parat rhsh, tìte ja  tan polÔ eÔkolo na ektim soumeìla ta µj, Σj kai πj (j = 1, . . . , J). Ja arkoÔse na diamer�soume to X se J uposÔnola ètsi¸ste k�je èna na antistoiqe� se mia “phg ” dedomènwn, kai sthn sunèqeia na upolog�soumeta statistik� megèjh tou
. A
 upojèsoume loipìn ìti ektì
 apì to sÔnolo X ma
 d�ne-tai kai h diamèris  tou me th morf  enì
 sunìlou Z =

{

zn| zn ∈ {0, 1}J , n = 1, . . . , N
},ìpou k�je duadikì di�nusma zn antistoiq�zei mia parat rhsh xn se mia apì ti
 J “phgè
”.Dhlad  an gia k�poio zn isqÔei zjn = 1 kai zin = 0 gia k�je i 6= j, tìte to xn èqeiproèljei apì thn “phg ” me katanom  N (x|µj,Σj). Opìte an�loga me ti
 (2.33) kai (2.34)mporoÔme na upolog�soume ti
 paramètrou
 th
 m�xh
 sÔmfwna me ti
 parak�tw exis¸sei
,ìpou gia k�je j isqÔei

µj =

∑N
n=1 zjn xn
∑N

n=1 zjn

(2.35)
Σj =

∑N
n=1 zjn (xn − µj)(xn − µj)

T

∑N
n=1 zjn

(2.36)
πj =

1

N

N
∑

n=1

zjn. (2.37)Me autì ton trìpo to kèntro k�je sunist¸sa
 ektim�tai apì ton deigmatikì mèso twndedomènwn pou par gage, kai ant�stoiqa ektim�tai kai o p�naka
 sundiakÔmans 
 th
. 'Osogia tou
 suntelestè
 th
 m�xh
, afoÔ apoteloÔn thn pijanìthta me thn opo�a h sunist¸sapar�gei k�poio apì ta dedomèna tou X, tou
 ektimoÔme w
 to posostì tou arijmoÔ twndedomènwn pou par gage h sunist¸sa se sqèsh me to sunolikì pl jo
 twn dedomènwnsto X. 27



Sthn pr�xh ìmw
 to sÔnolo Z den e�nai gnwstì, gia autì kai anafèretai san to sÔno-lo twn krummènwn (hidden) metablht¸n. Autì pou mporoÔme na k�noume e�nai na broÔmeti
 anamenìmene
 timè
 〈zn〉 twn krummènwn metablht¸n. An me pijanìthta p(j|xn) isqÔei
zjn = 1, tìte apì ton orismì th
 mèsh
 tim 
 prokÔptei ìti 〈zjn〉 = p(j|xn). H ek twn ustè-rwn pijanìthta p(j|xn) me thn opo�a to xn èqei paraqje� apì thn katanom  N (x|µj,Σj)anafèretai kai san “upeujunìthta” (responsibility), afoÔ ìtan isoÔtai me mon�da dhl¸neiìti h sugkekrimènh katanom  èqei par�gei thn parat rhsh. Qrhsimopoi¸nta
 ti
 anamenì-mene
 timè
 twn krummènwn metablht¸n mporoÔme na tropopoi soume ti
 (2.35), (2.36) kai(2.37), kai na ektim soume ti
 �gnwste
 paramètrou
 sÔmfwna me ti
:

µj =

∑N
n=1〈zjn〉 xn
∑N

n=1〈zjn〉
(2.38)

Σj =

∑N
n=1〈zjn〉 (xn − µj)(xn − µj)

T

∑N
n=1〈zjn〉

(2.39)
πj =

1

N

N
∑

n=1

〈zjn〉. (2.40)Ti
 anamenìmene
 timè
 twn krummènwn metablht¸n mporoÔme na ti
 upolog�soume apì toje¸rhma tou Bayes, opìte
〈zjn〉 =

πj N (xn|µj,Σj)
∑J

j=1 πj N (xn|µj,Σj)
. (2.41)Autè
 ìmw
 exart¸ntai apì ti
 paramètrou
 th
 m�xh
 pou jèloume na ektim soume. Mpo-roÔme loipìn na uiojet soume mia epanalhptik  prosèggish, ìpou ektimoÔme enall�x ti
paramètrou
 th
 m�xh
 me ti
 (2.38�2.40) kai ti
 anamenìmene
 timè
 twn krummènwn meta-blht¸n me thn (2.41). Xekin¸nta
 apì k�poie
 arqikè
 timè
, mporoÔme na egguhjoÔme ìtiaut  h diadikas�a ja sugkl�nei stou
 ektimhtè
 mègisth
 pijanof�neia
 twn paramètrwn.Prìkeitai sthn ous�a gia efarmog  tou algor�jmou EM, ton opo�o ja parousi�soume piodiexodik� sthn sunèqeia.Mèqri t¸ra e�dame p¸
 mpore� na prokÔyei diaisjhtik� o EM gia thn ekt�mhsh twnparamètrwn mia
 m�xh
. Genik� ìmw
 o algìrijmo
 EM efarmìzetai gia thn eÔresh ekti-mht¸n mègisth
 pijanof�neia
, ìtan ektì
 apì to sÔnolo twn parathroÔmenwn tuqa�wnmetablht¸n X up�rqei kai èna sÔnolo apì krummène
 tuqa�e
 metablhtè
 Z pou summe-tèqoun sthn ekt�mhsh twn paramètrwn θ th
 pijanof�neia
. H ekt�mhsh twn paramètrwn28



mia
 m�xh
 e�nai to pio qarakthristikì prìblhma pou epilÔetai me ton EM all� ìqi to mìno.Mia �llh endiafèrousa efarmog  tou e�nai gia thn sumpl rwsh twn ellip¸n tim¸n enì
sunìlou parathr sewn. Se aut  thn per�ptwsh jewre�tai ìti ta parathroÔmena dianÔsmataakoloujoÔn mia kanonik  katanom , all� k�poie
 apì ti
 timè
 twn dianusm�twn le�poun.Qrhsimopoi¸nta
 ton EM mporoÔme na ektim soume ti
 paramètrou
 th
 katanom 
 kaj¸
kai ti
 timè
 pou le�poun. O EM parousi�sthke kai melet jhke diexodik� sthn [26℄, an kaisan idèa pro�p rqe kai e�qe qrhsimopoihje� diaisjhtik� kai se �lle
 ergas�e
. Wstìsosthn [26℄ or�sthke qrhsimopoi¸nta
 thn ènnoia th
 krummènh
 metablht 
, kai apode�qjh-ke h pio shmantik  idiìtht� tou, ìti se k�je tou epan�lhyh h logarijmik  pijanof�neiaden mei¸netai. Sthn [67℄ g�netai mia sÔntomh anaskìphsh th
 prosèggish
 th
 mègisth
 pi-janof�neia
 gia m�xh katanom¸n, kai anaptÔssontai oi jewrhtikè
 kai praktikè
 idiìthte
tou EM gia m�xh katanom¸n. Sthn [57℄ g�netai mia ektetamènh parous�ash kai melèth twnidiot twn tou EM, kai twn parallag¸n tou pou èqoun kat� kairoÔ
 parousiaste� sthnbibliograf�a.To basikì prìblhma pou antimetwp�zoume e�nai h megistopo�hsh th
 logarijmik 
 pi-janof�neia
 twn parathroÔmenwn dedomènwn L = log p(X|θ) w
 pro
 to di�nusma paramè-trwn θ th
 katanom 
 tou
. Sthn [67℄ parousi�zetai èna je¸rhma to opo�o isqur�zetai ìti,k�tw apì logikè
 upojèsei
, an jèsoume ti
 merikè
 parag¸gou
 th
 logarijmik 
 pija-nof�neia
 �se
 me to mhdèn, kai lÔsoume ti
 exis¸sei
 pou prokÔptoun, tìte oi exis¸sei

▽θL = 0 èqoun monadik  lÔsh, kai aut  megistopoie� topik� thn logarijmik  pijanof�-neia. 'Otan ma
 endiafèrei kai h ekt�mhsh twn krummènwn Z   ìtan aut� kajor�zoun thnlÔsh, akìma kai an den ma
 endiafèroun �mesa, tìte katafeÔgoume ston EM. Se aut  thnper�ptwsh apaite�tai o orismì
 th
 apì koinoÔ katanom 
 p(X,Z|θ) twn parathr sewn Xkai twn krummènwn metablht¸n Z, h opo�a sun jw
 anafèretai w
 h pl rh
 pijanof�neia(complete likelihood) twn dedomènwn.Xekin¸nta
 apì mia arqik  ekt�mhsh θ0, sthn t-ost  epan�lhyh o algìrijmo
 or�zeimia met�bash apì to trèqon di�nusma paramètrwn θt se èna nèo di�nusma θt+1. Se k�jeepan�lhy  tou efarmìzoume duo b mata

• Expectation-b ma: Or�zoume mia katanom  ep� twn krummènwn metablht¸n q(Z) =

p(Z|X, θt) dojèntwn twn parathr sewn kai th
 trèqousa
 ekt�mhsh
 twn paramè-29



trwn, kai upolog�zoume thn anamenìmenh tim  w
 pro
 q th
 pl rou
 pijanof�neia

Q(θ, θt) = 〈log p(X,Z|θ)〉q =

∫

q(Z) log p(X,Z|θ) dZ (2.42)
• Maximization-b ma: Jètoume to nèo di�nusma paramètrwn θt+1 = arg maxθ Q(θ, θt).An epistrèyoume sthn ekt�mhsh twn paramètrwn th
 m�xh
, ìpw
 thn eisag�game diaisjh-tik� sthn arq  th
 enìthta
, mporoÔme na diapist¸soume ìti to E-b ma antistoiqe� sthnekt�mhsh th
 mèsh
 tim 
 twn krummènwn metablht¸n mèsw th
 (2.41), kai to M-b ma sthnekt�mhsh twn paramètrwn ti
 m�xh
 mèsw twn (2.38), (2.39) kai (2.40).Sthn sunèqeia ja d¸soume mia apl  apìdeixh gia thn jemeli¸dh idiìthta tou algor�jmouna mhn mei¸nei thn logarijmik  pijanof�neia, ètsi ¸ste se k�je epan�lhy  tou na isqÔei

L(θt+1) ≥ L(θt). Apì to je¸rhma tou Bayes, gia thn upì sunj kh katanom  èqoume
p(Z|X, θt+1) =

p(X,Z|θt+1)

p(X|θt+1)
(2.43)

log p(Z|X, θt+1) = log p(X,Z|θt+1) − L(θt+1). (2.44)MporoÔme sthn sunèqeia na upolog�soume thn mèsh tim  twn duo mel¸n ti
 ex�swsh
 w
pro
 thn katanom  q(Z) = p(Z|X, θt)

〈log p(Z|X, θt+1)〉q = 〈log p(X,Z|θt+1)〉q − L(θt+1). (2.45)Parathr ste ìti 〈L(θt+1)〉q = L(θt+1) kaj¸
 h L(θt+1) = log p(X|θt+1) den exart�tai apìti
 Z. Omo�w
 mporoÔme na apode�xoume ìti
〈log p(Z|X, θt)〉q = 〈log p(X,Z|θt)〉q − L(θt). (2.46)Afair¸nta
 kat� mèlh ti
 dÔo prohgoÔmene
 exis¸sei
 kai anadiat�ssonta
 tou
 ìrou
tou
 pa�rnoume

L(θt+1) − L(θt) = 〈log p(X,Z|θt+1)〉q − 〈log p(X,Z|θt)〉q
− 〈log p(Z|X, θt+1)〉q + 〈log p(Z|X, θt)〉q. (2.47)Apì ton orismì tou M-b mato
 isqÔei ìti 〈log p(X,Z|θt+1)〉q −〈log p(X,Z|θt)〉q ≥ 0. 'Osoafor� thn deÔterh diafor� sto dexiì mèlo
, parathroÔme ìti prìkeitai gia thn apìstash30



Kullback-Liebler metaxÔ twn katanom¸n p(Z|X, θt+1) kai p(Z|X, θt). Genik� h apìstash
Kullback-Liebler metaxÔ duo katanom¸n p1(x) kai p2(x) or�zetai w


KL(p1||p2) = −
∫

p1(x) log
p2(x)

p1(x)
dx. (2.48)Efarmìzonta
 thn anisìthta tou Jensen mporoÔme na de�xoume ìti KL(p1||p2) ≥ 0, kaime antikat�stash sthn (2.48) blèpoume ìti h isìthta isqÔei an p1(x) = p2(x). Omo�w


−〈log p(Z|X, θt+1)〉q + 〈log p(Z|X, θt)〉q ≥ 0, kai ètsi katal goume sto sumpèrasma ìtiisqÔei L(θt+1) ≥ L(θt) se k�je epan�lhyh tou EM. Epiplèon èqei apodeiqje� ìti k�tw apìpolÔ genikè
 sunj ke
 h logarijmik  pijanof�neia aux�netai se k�je epan�lhyh, mèqrina sugkl�nei se k�poio topikì mègisto. Pio sugkekrimèna sthn [83℄ apodeiknÔetai ìti anh Q(θ′, θ) e�nai suneq 
 w
 pro
 θ′ kai θ, tìte ìla ta shme�a sÔgklish
 enì
 algìrijmou
EM apoteloÔn st�sima shme�a th
 L, kai h akolouj�a twn L pou par�gei o EM sugkl�neimonìtona sto L∗ = L(θ∗) gia k�poio st�simo shme�o θ∗ th
 logarijmik 
 pijanof�neia
.Epiplèon, an kanèna sagmatikì shme�o th
 L den e�nai e�nai olikì mègisto th
 Q, tìte h Lja sugkl�nei se k�poio shme�o meg�stou. Sthn pr�xh e�nai polÔ dÔskolo na problèyoumethn sÔgklish se sagmatikì shme�o, wstìso aut  emfan�zetai sp�nia kai se ekfulismè-ne
 peript¸sei
. Mia pio ekten 
 perigraf  twn idiot twn sÔgklish
 tou EM perièqetaisthn [57℄.'Oso afor� thn taqÔthta sÔgklish
 o EM jewre�tai genik� argì
, kai sthn pr�xh hsÔgklis  tou sti
 teleuta�e
 epanal yei
 kajustere�. H pr¸th melèth th
 taqÔtht�
 touèqei g�nei thn [26℄, en¸ sthn [41℄ h melèth èqei epektaje� se mia eurÔterh kl�sh algor�jmwnpou perilamb�nei kai proseggistikè
 parallagè
 tou EM, kai èqei apodeiqje� ìti h nìrma
||θt+1−θ∗|| sugkl�nei monìtona sto mhdèn me toul�qiston grammik  taqÔthta sÔgklish
,dhlad 

||θt+1 − θ∗|| ≤ α ||θt − θ∗||, me 0 ≤ α < 1ìpou θ∗ to shme�o sÔgklish
 twn θt. Gia na epitaqunje� h sÔgklis  tou èqoun protaje�pollè
 mèjodoi. Idia�tero endiafèron èqei h mèjodo
 pou èqei protaje� sthn [16℄, kai ekme-talleÔetai thn sqèsh metaxÔ tou EM kai twn Proximal Point (PP) algor�jmwn. To basikìk�nhtro gia tou
 PP e�nai ìti prosjètonta
 sthn antikeimenik  sun�rthsh mia akolouj�aapì poinè
 pou exart¸ntai apì thn trèqousa epan�lhyh (kaloÔntai proximal penalties)31



pa�rnoume eustaje�
 epanalhptikoÔ
 algor�jmou
, oi opo�oi suqn� èqoun epidìsei
 pouxepernoÔn ti
 tupikè
 mejìdou
 beltistopo�hsh
 qwr�
 ti
 poinè
. 'Etsi sthn [16℄ èqeiapodeiqje� ìti epilègonta
 ènan kat�llhlo ìro poin 
 pou prost�jetai sto M-b ma tou
EM, o tropopoihmèno
 algìrijmo
 èqei taqÔthta sÔgklish
 uper-grammik , me thn ènnoiaìti

lim
t→∞

||θt+1 − θ∗||
||θt − θ∗|| = 0.Epiplèon o tropopoihmèno
 algìrijmo
 diathre� thn idiìthta th
 monìtonh
 aÔxhsh
 th
pijanof�neia
.Met� thn olokl rwsh th
 perigraf 
 tou EM kai twn idiot twn tou ja epiqeir soumena anade�xoume thn meg�lh tou qrhsimìthta gia thn eÔresh ektimht¸n mègisth
 pijanof�-neia
, ektimht¸n mègisth
 ek twn ustèrwn pijanìthta
   ektimht¸n mègisth
 pijanof�neia
me poin . Katarq n h diatÔpwsh tou EM e�nai polÔ genik , ¸ste ta b mat� tou na apo-teloÔn sthn ous�a mia kateujunt ria gramm  gia thn ep�lush tou ek�stote probl mato
megistopo�hsh
. Autì tou epitrèpei na br�skei efarmog  se poll� probl mata diafìrwnereunhtik¸n perioq¸n, ìpw
 th
 statistik 
, th
 mhqanik 
 m�jhsh
, th
 epexergas�a
s mato
 kai eikìna
, kai th
 epexergas�a
 fusik 
 gl¸ssa
. To qarakthristikì aut¸ntwn problhm�twn e�nai h Ôparxh twn krummènwn metablht¸n, oi opo�e
 kajor�zoun thnlÔsh tou probl mato
 e�te apoteloÔn to zhtoÔmeno e�te ìqi. Gia par�deigma ìtan efar-mìzoume ton EM gia na ektim soume thn katanom  enì
 sunìlou dedomènwn me mia m�xhkanonik¸n katanom¸n den ma
 endiafèroun �mesa oi krummène
 metablhtè
, all� epiken-trwnìmaste sthn prosèggish th
 sun�rthsh
. Ant�jeta an me thn m�xh skopeÔoume naomadopoi soume èna sÔnolo dedomènwn, tìte ma
 endiafèroun kur�w
 oi krummène
 meta-blhtè
 oi opo�e
 kai ja kajor�soun ton diaqwrismì twn dedomènwn. 'Omw
 p�nta h Ôparxhtwn krummènwn metablht¸n e�nai kajoristik , afoÔ aplopoioÔn thn ep�lush twn exis¸-sewn kai prosfèroun mia kal  diaisjhtik  ex ghsh th
 diadikas�a
 beltistopo�hsh
. Anant� tou EM akoloujoÔsame mia enallaktik  prosèggish, ja mporoÔsame na or�soume thnsun�rthsh pijanof�neia
 twn dedomènwn ma
 kai na lÔsoume ti
 exis¸sei
 pou prokÔptounmhden�zonta
 ti
 merikè
 parag¸gou
 th
 pijanof�neia
. 'Etsi ìmw
 e�te ja br�skame ekti-mhtè
 mìno gia ti
 paramètrou
 tou montèlou kai ìqi gia ti
 krummène
 metablhtè
, e�te jakatal game kai p�li sti
 exis¸sei
 tou EM k�nonta
 k�poie
 upojèsei
 kai algebrikoÔ
32



qeirismoÔ
 pou ston EM g�nontai aujìrmhta. Enallaktik� ja mporoÔsame na or�soume thnpl rh pijanof�neia twn dedomènwn kai twn krummènwn metablht¸n, kai na lÔsoume p�lith
 exis¸sei
 pou prokÔptoun apì ton mhdenismì twn merik¸n parag¸gwn. 'Etsi ìmw
den ja mporoÔsame na egguhjoÔme eÔkola thn monìtonh aÔxhsh th
 pijanof�neia
, kaioi ektimhtè
 pou ja pa�rname den ja  tan ektimhtè
 mègisth
 pijanof�neia
. Opìte e�naipio bolikì na megistopoioÔme thn pl rh pijanof�neia kai na ektimoÔme thn mèsh tim  twnkrummènwn metablht¸n epanalhptik�, dhlad  na efarmìsoume ton EM.
2.5 O Algìrijmo
 EM gia M�xh Kanonik¸n Katanom¸nSthn paroÔsa enìthta ja ektim soume kai p�li ti
 paramètrou
 mia
 m�xh
 kanonik¸nkatanom¸n dojènto
 enì
 sunìlou dedomènwn X = {xn|n = 1, . . . , N} ìpou xn ∈ ℜd,aut  thn for� akolouj¸nta
 pist� ton algìrijmo EM. To di�nusma twn paramètrwn θpou ja ektim soume apotele�tai apì tou
 suntelestè
 th
 m�xh
 kai th
 paramètrou
 twnsunistws¸n th
: θ = {πj , µj,Σj| j = 1, . . . , J}. Xekin¸nta
 apì to E-b ma ja or�soumethn katanom  q twn krummènwn metablht¸n kai ja upolog�soume thn anamenìmenh tim th
 logarijmik 
 pl rou
 pijanof�neia
 〈log p(X,Z|θ)〉q. 'Opw
  dh anafèrame, se k�je
xn ∈ X antistoiqe� mia krummènh metablht  zn ∈ Z pou kajor�zei poia sunist¸sa èqeipar�gei thn parat rhsh xn. Prìkeitai gia èna duadikì di�nusma me J stoiqe�a zjn, gia taopo�a e�nai isqÔei∑J

j=1 zjn = 1 gia k�je n. AfoÔ to zjn e�nai mon�da me pijanìthta πj kai
∑J

j=1 πj = 1, tìte ta stoiqe�a tou zn akoloujoÔn poluwnumik  katanom , kai h p(Z|θ)e�nai to ginìmeno N poluwnumik¸n katanom¸n
p(Z|θ) =

N
∏

n=1

J
∏

j=1

π
zjn

j (2.49)upojètonta
 anex�rthte
 kai ìmoia katanemhmène
 krummène
 metablhtè
. Epiplèon dojèn-to
 tou zn, gnwr�zoume ìti to xn èqei paraqje� apì k�poia sugkekrimènh sunist¸sa kaiakolouje� kanonik  katanom , opìte isqÔei
p(X|Z, θ) =

N
∏

n=1

J
∏

j=1

N (xn|µj,Σj)
zjn (2.50)33



upojètonta
 anex�rthte
 kai ìmoia katanemhmène
 parathr sei
. Opìte gia thn anamenì-menh tim  th
 logarijmik 
 pl rou
 pijanof�neia
 isqÔei
Q(θ, θt) = 〈log p(X,Z|θ)〉q

= 〈log p(X|Z, θ)〉q + 〈log p(Z|θ)〉q

=

N
∑

n=1

J
∑

j=1

〈zjn〉q log πj +

N
∑

n=1

J
∑

j=1

〈zjn〉q logN (xn|µj,Σj). (2.51)Gia na suneq�soume prèpei na or�soume thn katanom  q = p(Z|X, θt) kai na upolog�soumeti
 anamenìmene
 timè
 w
 pro
 aut . Gia thn q isqÔei apì to je¸rhma tou Bayes

q(Z) =
p(X|Z, θt) p(Z|θt)

p(X|θt)

=

N
∏

n=1

∏J
j=1

[

π
(t)
j N (xn|µ(t)

j ,Σ
(t)
j )
]zjn

∑J
j=1 π

(t)
j N (xn|µ(t)

j ,Σ
(t)
j )

=
N
∏

n=1

J
∏

j=1

[

π
(t)
j N (xn|µ(t)

j ,Σ
(t)
j )

∑J
j=1 π

(t)
j N (xn|µ(t)

j ,Σ
(t)
j )

]zjn (2.52)ìpou h teleuta�a isìthta isqÔei lìgw tou periorismoÔ ∑J
j=1 zjn = 1. Epomènw
 h q(Z)e�nai to ginìmeno N anex�rthtwn poluwnumik¸n katanom¸n, kai gia ti
 anamenìmene
 timè
twn krummènwn metablht¸n isqÔei

〈zjn〉q =
πj N (xn|µj,Σj)

∑J
j=1 πj N (xn|µj,Σj)

(2.53)'Etsi oloklhr¸same tou upologismoÔ
 pou apaitoÔntai sto E-b ma tou algor�jmou.Sto M-b ma prèpei na megistopoi soume thn anamenìmenh tim  th
 logarijmik 
 pl -rou
 pijanof�neia
 w
 pro
 ti
 paramètrou
 th
 m�xh
. Apì thn (2.51) blèpoume ìtimporoÔme na megistopoi soume thn Q w
 pro
 tou
 suntelestè
 th
 m�xh
 anex�rthtaapì ti
 paramètrou
 twn Gaussian. Arq�zoume paragwg�zonta
 thn Q(θ, θt) w
 pro
 tou
suntelestè
 th
 m�xh
 πj , kai sthn sunèqeia ja mhden�soume thn merik  par�gwgo. 'Omw
gia tou
 suntelestè
 prèpei na isqÔei ∑J
j=1 πj = 1, kai gia na ikanopoihje� o periorismì
qrhsimopoioÔme ènan pollaplasiast  Lagrange λ, opìte lìgw th
 (2.51) pa�rnoume

∂

∂πj

[

Q(θ, θt) + λ

(

J
∑

j=1

πj − 1

)]

=
N
∑

n=1

〈zjn〉q
∂

∂πj
log πj + λ

=
N
∑

n=1

〈zjn〉q
1

πj

+ λ (2.54)34



Jètonta
 to apotèlesma th
 parag¸gish
 �so me to mhdèn èqoume
N
∑

n=1

〈zjn〉q
1

πj

+ λ = 0

N
∑

n=1

〈zjn〉q + λ πj = 0 (2.55)Epanalamb�nonta
 thn diadikas�a gia k�je suntelest  πj katal goume sthn (2.55) giak�je tim  tou j = 1, . . . , J . Ajro�zonta
 loipìn thn (2.55) w
 pro
 j pa�rnoume
J
∑

j=1

N
∑

n=1

〈zjn〉q + λ
J
∑

j=1

πj = 0 (2.56)kai lìgw tou periorismoÔ stou
 suntelestè
 isqÔei
λ = −

J
∑

j=1

N
∑

n=1

〈zjn〉q = −N (2.57)lìgw th
 (2.53). Antikajist¸nta
 to λ sthn (2.55) pa�rnoume thn ex�swsh ananèwsh
 giatou
 suntelestè
 th
 m�xh

π

(t+1)
j =

1

N

N
∑

n=1

〈zjn〉q (2.58)Suneq�zoume paragwg�zonta
 thn Q(θ, θt) w
 pro
 to kèntro µj th
 j-ost 
 sunist¸-sa
, kai mhden�zonta
 thn merik  par�gwgo. Apì thn (2.51) isqÔei
∂

∂µj
Q(θ, θt) =

N
∑

n=1

〈zjn〉q
∂

∂µj
logN (xn|µj,Σj) (2.59)H merik  par�gwgo
 tou logar�jmou th
 Gaussian e�nai

∂

∂µj

logN (xn|µj,Σj) =
∂

∂µj

log
|Σj |−1/2

(2π)d/2
− 1

2

∂

∂µj

(x− µj)
T Σ−1

j (x− µj)

= Σ−1
j (x− µj) (2.60)H nèa ekt�mhsh gia to kèntro µ(t+1)

j th
 j-ost 
 sunist¸sa
 br�sketai mhden�zonta
 thn
35



ant�stoiqh merik  par�gwgo ti
 Q, opìte èqoume
∂

∂µj

Q(θ, θt)

∣

∣

∣

∣

µ
(t+1)
j

= 0

N
∑

n=1

〈zjn〉qΣ−1
j (x− µ

(t+1)
j ) = 0

N
∑

n=1

〈zjn〉qµ(t+1)
j =

N
∑

n=1

〈zjn〉qx

µ
(t+1)
j =

∑N
n=1〈zjn〉qx
∑N

n=1〈zjn〉q
(2.61)ìpou o p�naka
 Σ−1

j apale�fjhke apì thn deÔterh isìthta pollaplasi�zonta
 kai ta dÔomèlh th
 apì arister� me ton Σj .Oloklhr¸noume to M-b ma tou EM paragwg�zonta
 thn Q(θ, θt) w
 pro
 ton p�nakasundiakÔmansh
 Σj th
 j-ost 
 sunist¸sa
, kai mhden�zonta
 thn merik  par�gwgo. Apìthn (2.51) isqÔei
∂

∂Σj
Q(θ, θt) =

N
∑

n=1

〈zjn〉q
∂

∂Σj
logN (xn|µj,Σj) (2.62)Gia na upolog�soume thn merik  par�gwgo tou logar�jmou th
 Gaussian prèpei na l�bou-me upìyh ma
 ton periorismì gia summetrikì kai jetik� orismèno p�naka sundiakÔmansh
.Gia autì gr�foume Σ−1

j = STS, qrhsimopoi¸nta
 ton tetragwnikì p�naka S, kai qrhsimo-poioÔme duo gnwst� apotelèsmata th
 parag¸gish
 w
 pro
 p�naka:
∂

∂S
aTSTS b = S(abT + baT ) (2.63)

∂

∂S
log|STS| = 2S(STS)−1 (2.64)ìpou o S e�nai èna
 d×d p�naka
 kai ta a, b e�nai d×1 dianÔsmata. Opìte gia thn par�gwgoth
 Gaussian isqÔei

∂

∂S
logN (xn|µj, (S

TS)−1) =
∂

∂Σj

log
|STS|1/2

(2π)d/2
− 1

2

∂

∂S
(x− µj)

TSTS(x− µj)

= S(STS)−1 − S(x− µj)(x− µj)
T (2.65)
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Sthn sunèqeia mhden�zoume thn merik  par�gwgo th
 Q(θ, θt) w
 pro
 S, kai pa�rnoume
∂

∂S
Q(θ, θt)|Ŝ = 0

N
∑

n=1

〈zjn〉qŜ(ŜT Ŝ)−1 =
N
∑

n=1

〈zjn〉qŜ(x− µj)(x− µj)
T

(ŜT Ŝ)−1 =

∑N
n=1〈zjn〉q(x− µj)(x− µj)

T

∑N
n=1〈zjn〉q

(2.66)Epomènw
 apì ton orismì tou S prokÔptei ìti h nèa ekt�mhsh gia ton p�naka sundiakÔman-sh
 Σ
(t+1)
j th
 j-ost 
 sunist¸sa
 e�nai

Σ
(t+1)
j =

∑N
n=1〈zjn〉q(x− µj)(x− µj)

T

∑N
n=1〈zjn〉q

(2.67)An kai kat� thn beltistopo�hsh l�bame upìyh ma
 thn apa�thsh gia summetrikì kaijetik� orismèno p�naka sundiakÔmansh
, sthn pr�xh ìtan efarmìzoume ton algìrijmo exar-tìmaste kai apì ta dedomèna stoX kai thn arqikopo�hsh twn paramètrwn gia na thn ikano-poi soume. Genik� prèpei mia sunist¸sa na e�nai upeÔjunh gia poll� dedomèna prokeimènouna exasfal�soume ìti h (2.67) d�nei èna jetik� orismèno p�naka. Tupik� gia dedomèna seèna d-di�stato q¸ro, prèpei h mèsh tim  twn krummènwn metablht¸n na e�nai megalÔterhtou mhdenì
 gia toul�qiston d+1 dedomèna ta opo�a den ja an koun sto �dio uper-ep�pedodi�stash
 d−1. Gia par�deigma ston didi�stato q¸ro qreiazìmaste toul�qiston tr�a mhsuneujeiak� shme�a gia na or�soume ènan jetik� orismèno p�naka, diaforetik� h mia idiotim tou ja e�nai mhdenik . H pio sunhjismènh morf  tou probl mato
 e�nai ìtan mia sunist¸sa
j èqei w
 kèntro èna dedomèno xn′ kai e�nai tautìqrona upeÔjunh mìno gia autì, dhlad 
µj = xn′ kai to 〈zjn〉q te�nei sto mhdèn gia k�je n 6= n′. Tìte o p�naka
 sundiakÔmansh
 th
sunist¸sa
 surrikn¸netai suneq¸
, kaj¸
 ìle
 tou oi idiotimè
 te�noun sto mhdèn. Autìapotele� kai mia apìdeixh gia to ìti h pijanof�neia twn dedomènwn den e�nai �nw fragmènhìso afor� tou
 p�nake
 sundiakÔmansh
 th
 m�xh
, afoÔ h pijanof�neia tou sugkekri-mènou dedomènou aux�netai aperiìrista kaj¸
 o p�naka
 sundiakÔmansh
 surrikn¸netai.O pio aplì
 trìpo
 gia na antimetwp�soume to prìblhma e�nai na xekin soume p�li tonalgìrijmo apì diaforetikè
 arqikè
 timè
, elp�zonta
 ìti ja ma
 odhg sei se diaforetikìtopikì mègisto. M�a pio praktik  lÔsh e�nai na jèsoume èna k�tw fr�gma gia ti
 idiotimè
twn pin�kwn, kai an se k�poia epan�lhyh tou algor�jmou h nèa ekt�mhsh k�poiou p�nakaparabi�zei to fr�gma na parale�poume thn ananèwsh twn tim¸n tou p�naka.37



Oloklhr¸nonta
 thn perigraf  tou EM ja k�noume mia mikr  anafor� sto jèma th
arqikopo�hs 
 tou. E�nai profanè
 ìti to topikì mègisto sto opo�o ja sugkl�nei o algì-rijmo
 exart�tai apì thn arqikopo�hs  tou, gia autì èqei ax�a h anaz thsh mia
 “kal 
”arqikopo�hsh
. H pio apl  mèjodo
 anaz thsh
 e�nai h epanalhptik  ekk�nhsh tou al-gor�jmou apì tuqa�e
 jèsei
. Ep�sh
 suqn� èqei qrhsimopoihje� kai o algìrijmo
 twn
k-mèswn gia na prosdior�sei arqikè
 timè
 gia mia m�xh kanonik¸n katanom¸n, ètsi ìmw
 toprìblhma metat�jetai sthn arqikopo�hsh twn k-mèswn pou e�nai kai p�li tuqa�a. Epiplèonh tuqaiìthta pou eis�goun autè
 oi mèjodoi den e�nai epijumht . H idanik  prosèggishsthn arqikopo�hsh prèpei na ma
 odhge� kont� sto olikì mègisto, kai na to k�nei autìme sunèpeia. Me autì to stìqo, sthn [82℄ èqei protaje� èna
 �plhsto
 EM algìrijmo
gia thn ekpa�deush mia
 m�xh
. Sugkekrimèna o algìrijmo
 xekin� me mia sunist¸sa kaiepanalhptik� prosjètei mia kainoÔria, mèqri ènan prokajorismèno mègisto arijmì. To k�-nhtro gia aut  thn prosèggish e�nai to ìti an èqoume mia “kal ” lÔsh gia thn m�xh me jsunist¸se
, tìte me prosektik  anaz thsh mporoÔme na arqikopoi soume thn j+1 suni-st¸sa me “bèltisto” trìpo kai na odhghjoÔme se mia “kal ” lÔsh me j+1 sunist¸se
.Se epìmeno kef�laio ja efarmìsoume aut  thn idèa gia na katal xoume se ènan algìrijmoekpa�deush
 tou PRBF.
2.6 H Variational Bayesian Mèjodo
Sthn paroÔsa enìthta ja melet soume thn variational Bayesian mèjodo èqonta
 san afe-thr�a ton algìrijmo EM. H variational Bayesian mèjodo
 èqei gnwr�sei ta teleuta�a meg�lhapodoq  sthn ereunhtik  koinìthta th
 mhqanik 
 m�jhsh
, kai sthn bibliograf�a up�r-qoun pollè
 eisagwgikè
 melète
, endeiktik� anafèroume ti
 [48, 46℄. Sthn prosp�jeiana anadeiqjoÔn diaforetikè
 pleurè
 tou EM èqoun protaje� pollè
 ermhne�e
 pou tonsugkr�noun me �lle
 mejìdou
 beltistopo�hsh
. Me to �dio stìqo èqoun parousiaste� er-mhne�e
 tou pou melet�ne antikeimenikè
 sunart sei
 pou diafèroun apì thn pijanof�neia,ìpw
 sti
 [39, 61℄ pou sthn pl rh pijanof�neia èqei prosteje� èna
 ìro
 entrop�a
. Sthn[61℄ èqei parousiaste� mia diaforetik  ex ghsh tou EM, sÔmfwna me thn opo�a kai sta duo38



tou b mata g�netai megistopo�hsh mia
 kat�llhla orismènh
 antikeimenik 
 sun�rthsh
 F .Qrhsimopoi¸nta
 mia katanom  q ep� twn krummènwn metablht¸n Z or�zoun thn sun�rthsh
F (q, θ) = 〈log p(X,Z|θ)〉q − 〈log q(Z)〉q (2.68)ìpou to 〈·〉q sumbol  thn mèsh tim  w
 pro
 thn katanom  q(Z). Opìte h F prokÔptei ansthn anamenìmenh tim  th
 pl rou
 pijanof�neia
 〈log p(X,Z|θ)〉q prosteje� h entrop�a

−〈log q(Z)〉q th
 katanom 
 q. O algìrijmo
 pou èqei protaje� (Variational EM) megisto-poie� epanalhptik� thn F w
 pro
 q kai w
 pro
 θ, kai apotele� mia isodÔnamh diatÔpwshtou EM:
• Expectation-b ma: Jètoume thn nèa katanom  qt+1 = arg maxq F (q, θt).
• Maximization-b ma: Jètoume to nèo di�nusma paramètrwn θt+1 = arg maxθ F (qt+1, θ).'Opou sto E-b ma h megistopo�hsh g�netai sto q¸ro twn sunart sewn q. 'Opw
 anafèretaisthn [61℄, ektì
 apì mia allag  sto prìshmo, h sun�rthsh F e�nai an�logh me thn “free

energy” th
 statistik 
 fusik 
. Basismènoi se an�loga sumper�smata th
 statistik 
fusik 
, èqoun apode�xei ìti gia dedomènh tim  tou θ, up�rqei mia monadik  katanom  qθ hopo�a megistopoie� thn F (q, θ) kai d�netai apì thn qθ(Z) = p(Z|X, θ). Opìte h isodunam�atou E-b mato
 me to ant�stoiqo b ma tou EM e�nai profan 
. 'Oso afor� thn isodunam�atwn duo M-bhm�twn, arke� na parathr soume ìti o ìro
 th
 entrop�a
 sthn (2.68) denexart�tai apì ti
 paramètrou
 θ.H epanalhptik  efarmog  twn bhm�twn sugkl�nei se timè
 q∗ kai θ∗ pou megistopoioÔntopik� thn F (q, θ). Autì ìmw
 pou èqei meg�lo endiafèron e�nai ìti sthn [61℄ èqei apodei-qje� ìti an h F (q, θ) èqei èna topikì mègisto (q∗, θ∗), tìte kai h logarijmik  pijanof�neia
log p(X, θ) èqei èna topikì mègisto sto θ∗. Paromo�w
, an h F (q, θ) èqei olikì mègisto
(q∗, θ∗), tìte kai h logarijmik  pijanof�neia log p(X|θ) èqei olikì mègisto sto θ∗. Miasunèpeia autoÔ e�nai ìti an h F e�nai pio omal  apì thn logarijmik  pijanof�neia, kai pa-rousi�zei ligìtera topik� mègista, tìte megistopoi¸nta
 thn F e�nai pijanìn na p�roumekalÔterou
 ektimhtè
 gia ti
 paramètrou
 apì ìti an megistopoioÔsame thn pijanof�neia.
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E�nai eÔkolo na de�xoume ìti h antikeimenik  sun�rthsh F pou èqei oriste� sthn [61℄apotele� èna k�tw fr�gma th
 logarijmik 
 pijanof�neia
. Apì thn (2.68) èqoume
F (q, θ) = 〈log

p(X,Z|θ)
q(Z)

〉q

= 〈log
p(Z|X, θ)p(X|θ)

q(Z)
〉q

= 〈log
p(Z|X, θ)
q(Z)

〉q + log p(X|θ) (2.69)Anadiat�ssonta
 tou
 ìrou
 sta duo mèlh th
 isìthta
 pa�rnoume
log p(X|θ) = F (q, θ) − 〈log

p(Z|X, θ)
q(Z)

〉q (2.70)kai afoÔ o ìro
 −〈log p(Z|X,θ)
q(Z)

〉q e�nai h apìstash Kullback-Liebler metaxÔ twn katanom¸n
q(Z) kai p(Z,X|θ), pou e�nai megalÔterh   �sh tou mhdèn, prokÔptei ìti log p(X|θ) ≥
F (q, θ).Epekte�nonta
 thn èreuna gia thn qr sh diaforetik¸n antikeimenik¸n sunart sewnston EM, sti
 [5, 6℄ èqei protaje� h megistopo�hsh enì
 k�tw fr�gmato
 th
 logarijmik 
pijanof�neia
 perijwr�ou log p(X).

log p(X) = log

∫

p(X,Z, θ) dθ dZ

= log

∫

q(θ, Z)
p(X,Z, θ)

q(θ, Z)
dθ dZ

≥
∫

q(θ, Z) log
p(X,Z, θ)

q(θ, Z)
dθ dZ

= F(q) (2.71)ìpou h anisìthta sto proteleuta�o b ma isqÔei lìgw th
 anisìthta
 tou Jensen. Gia thnmegistopo�hsh th
 F w
 pro
 thn sunarthsiak  morf  th
 katanom 
 q èqei protaje� miaproseggistik  mèjodo
, h opo�a apotele� thn ous�a th
 variational Bayesian mejìdou.Or�zoun thn variational ek twn ustèrwn katanom  q(Z, θ) h opo�a e�nai periorismènh naapotele�tai apì èna ginìmeno paragìntwn
q(Z, θ) = qZ(Z)qθ(θ) (2.72)ètsi ¸ste dojèntwn twn parathr sewn X, oi krummène
 metablhtè
 Z na e�nai anex�rthte
apì ti
 paramètrou
 θ tou montèlou. O periorismì
 autì
 epitrèpei thn efarmog  enì
40



epanalhptikoÔ algor�jmou megistopo�hsh
 pou e�nai an�logo
 me ton EM. Sto ant�stoiqo
E-b ma megistopoioÔn thn F w
 pro
 qZ gia na p�roun thn bèltisth ek twn ustèrwnkatanom  twn krummènwn metablht¸n

qZ(Z) ∝ exp〈log p(X,Z|θ)〉qθ
(2.73)Sto ant�stoiqo M-b ma megistopoioÔn thn F w
 pro
 qθ gia na p�roun thn bèltisth ektwn ustèrwn katanom  ep� twn paramètrwn

qθ(θ) ∝ exp〈log p(X,Z|θ)〉qZ
p(θ) (2.74)ant� gia ti
 bèltiste
 paramètrou
 pou ektimoÔntai sto tupikì algìrijmo EM.Mia shmantik  suneisfor� aut 
 th
 mejìdou e�nai h qr sh th
 pijanof�neia
 perijw-r�ou, h opo�a e�nai èna
 trìpo
 gia ton èlegqo th
 poluplokìthta
 tou qrhsimopoioÔmenoumontèlou. Gia ton upologismì th
 apaite�tai h perijwriopo�hsh twn paramètrwn tou mon-tèlou, kai ètsi ex�getai èna
 mèso
 ìro
 ep� ìlwn twn pijan¸n parametropoi sewn. Sthnper�ptwsh poll¸n shmantik¸n montèlwn h poluplokìtht� tou
 elègqetai mhden�zonta
 k�-poie
 paramètrou
, ìpw
 se mia m�xh katanom¸n pou mikra�nei o arijmì
 twn sunistws¸nth
 mhden�zonta
 k�poiou
 apì tou
 suntelestè
 th
. 'Etsi h perijwriopo�hsh twn pa-ramètrwn èmmesa perijwriopoie� kai thn poluplokìthta tou montèlou, kai h antikeimenik sun�rthsh pou megistopoie�tai perièqei plhrofor�a gia thn poluplokìthta tou montèlou.Epiplèon ektì
 apì aut  thn diaisjhtik  je¸rhsh, sthn [6℄ anafèretai ìti sto ìrio me-g�lou de�gmato
 N → ∞, h F antistoiqe� sto krit rio Bayesian Information Criterionkaj¸
 kai sto isodÔnamo Mnimum Description Length Criterion.Epekte�nonta
 aut  thn mèjodo sti
 [34, 24℄ èqoun protaje� elafr¸
 diaforetikè
upojèsei
 gia ti
 katanomè
 pou upeisèrqontai sto montèlo. H pr¸th tropopo�hsh e�nai oorismì
 mia
 ek twn protèrwn katanom 
 p(Z) ep� twn krummènwn metablht¸n. Autì èqeisan apotèlesma h lÔsh tou E-b mato
 na diaforopoie�tai apì ti
 [5, 6℄, ìpou or�zontai ektwn protèrwn katanomè
 mìno ep� twn θ. H deÔterh tropopo�hsh e�nai h rht  apa�thsh h

variational ek twn ustèrwn katanom  na paragontopoie�tai kai w
 pro
 ìla ta stoiqe�atou θ. Jewr¸nta
 loipìn to sÔnolo Θ = {Z, θ} twn krummènwn metablht¸n kai ìlwn twnparamètrwn apaite�tai kat� thn megistopo�hsh th
 F na isqÔei
q(Θ) =

∏

i

qi(Θi) (2.75)41



autì wstìso den epifèrei praktikè
 allagè
 sto M-b ma pou èqei protaje� sti
 [5, 6℄.Exait�a
 tou ìti sti
 [5, 6℄ or�zoun anex�rthte
 kai suzuge�
 ek twn protèrwn katanomè
ep� twn θ, ètsi oi ek twn ustèrwn katanomè
 e�nai kai autè
 anex�rthte
. Genik� h ek twnprotèrwn katanom  mia
 paramètrou e�nai suzug 
 th
 katanom 
 twn parathr sewn an hek twn ustèrwn katanom  th
 paramètrou, ìpw
 upolog�zetai apì to je¸rhma tou Bayes,èqei thn �dia sunarthsiak  morf  me thn ek twn protèrwn katanom . Autì ma
 bohj�eikat� thn megistopo�hsh th
 F , giat� mporoÔme ètsi na èqoume lÔsei
 gia ti
 qi se kleist morf .E�nai eÔkolo na de�xoume ìti h antikeimenik  sun�rthsh pou megistopoioÔme diafèreiapì thn logarijmik  pijanof�neia perijwr�ou kat� thn apìstash Kullback-Liebler metaxÔth
 variational katanom 
 kai th
 pragmatik 
 katanom 
 twn Θ. Gia thn diafor� tou
isqÔei:
log p(X) −F(q) =

∫

q(Θ) log p(X)dΘ −
∫

q(Θ) log
p(X,Θ)

q(Θ)
dΘ

= −
∫

q(Θ) log
p(Θ, X)

q(Θ)p(X)
dΘ

= −
∫

q(Θ) log
p(Θ|X)

q(Θ)
dΘ (2.76)'Etsi se analog�a me thn (2.70) isqÔei

F(q) = log p(X) + 〈log
p(Θ|X)

q(Θ)
〉q (2.77)ParathroÔme ìti h pijanof�neia perijwr�ou den exart�tai apì thn q, opìte h megisto-po�hsh th
 F isoduname� me elaqistopo�hsh th
 apìstash
 Kullback-Liebler metaxÔ th


variational ek twn ustèrwn katanom 
 q(Θ) kai th
 pragmatik 
 ek twn ustèrwn kata-nom 
 p(Θ|X). H apìstash aut  mhden�zetai ìtan oi duo katanomè
 tautistoÔn, wstìsolìgw tou periorismoÔ (2.75) h apìstash den mpore� na mhdeniste�, kai apofeÔgetai aut  htetrimmènh lÔsh. To k�nhtro gia thn epibol  tou periorismoÔ e�nai ìti ètsi h F ja apotele�mia kal  prosèggish th
 pijanof�neia
 perijwr�ou, all� ja e�nai tautìqrona arket� apl ¸ste na upolog�zetai eÔkola. Sthn pr�xh epalhjeÔetai arketè
 forè
, kai èqei odhg seise algor�jmou
 me polÔ kal  ep�dosh.Oloklhr¸nonta
 thn enìthta ja upolog�soume ti
 sunart sei
 qi(Θi) pou megisto-poioÔn thn F (q). Mpore� na anapodeiqje� ìti h F (q) e�nai mia ko�lh sun�rthsh (kurt 42



pro
 ta k�tw) th
 q, de
 gia par�deigma sthn [46℄ kai ti
 anaforè
 pou parat�jentai eke�,ed¸ ja perioristoÔme sthn ep�lush th
 ex�swsh
 twn merik¸n parag¸gwn (ex�swsh Euler).Gia thn sunarthsiak  morf  twn qi oi mìne
 upojèsei
 pou k�noume e�nai ìti apoteloÔnkatanomè
 kai prèpei na ikanopoie�tai o periorismì
 (2.75). H megistopo�hsh g�netai qrh-simopoi¸nta
 tupikè
 teqnikè
 th
 sunarthsiak 
 an�lush
 [4℄. Ja megistopoi soume thn
F xeqwrist� gia k�je katanom , opìte gia doje�sa qı̂ gr�foume

F(qı̂) =

∫

∏

i

qi(Θi) log
p(X,Θ)
∏

i qi(Θi)
dΘ

=

∫

qı̂(Θı̂)〈log p(X,Θ)〉j 6=ı̂ dΘı̂ −
∫

qı̂(Θı̂)〈log
∏

i

qi(θi)〉j 6=ı̂ dΘı̂ (2.78)ìpou qrhsimopoi same ton sumbolismì 〈·〉j 6=ı̂ gia na dhl¸soume thn mèsh tim  w
 pro
 ìle
th
 katanomè
 ektì
 th
 qı̂(Θı̂), dhlad  w
 pro
 to ∏j 6=ı̂ qj(Θj). Epiplèon isqÔei
〈log

∏

i

qi(Θi)〉j 6=ı̂ =
∑

i

〈log qi(Θi)〉j 6=ı̂ = log qı̂(Θı̂) +
∑

j 6=ı̂

〈log qj(Θj)〉j 6=ı̂ (2.79)opìte gr�foume thn F(qı̂) isodÔnama w

F(qı̂) =

∫

qı̂(Θı̂)〈log p(X,Θ)〉j 6=ı̂ dΘı̂ −
∫

qı̂(Θı̂) log qı̂(Θı̂) dΘı̂

+
∑

j 6=ı̂

〈log qj(Θj)〉j 6=ı̂ (2.80)Gia na broÔme to mègisto prèpei na lÔsoume thn ex�swsh tou Euler, pou sthn per�ptws ma
 e�nai
∂

∂qı̂
(qı̂(Θı̂)〈log p(X,Θ)〉j 6=ı̂ − qı̂(Θı̂) log qı̂(Θı̂)) = 0 (2.81)'Omw
 prokeimènou h qı̂ na apotele� katanom  prèpei na isqÔei

∫

qı̂(Θı̂) dΘı̂ = 1 (2.82)gia autì eis�goume ènan pollaplasiast  Lagrange λ kai lÔnoume thn ex�swsh
∂

∂qı̂
(qı̂(Θı̂)〈log p(X,Θ)〉j 6=ı̂ − qı̂(Θı̂) log qı̂(Θı̂) + λqı̂(Θı̂)) = 0

〈log p(X,Θ)〉j 6=ı̂ − log qı̂(Θı̂) − 1 + λ = 0

log qı̂(Θı̂) = 〈log p(X,Θ)〉j 6=ı̂ − 1 + λ

qı̂(Θı̂) = exp {〈log p(X,Θ)〉j 6=ı̂} exp {−1 + λ} (2.83)43



Apì ton periorismì th
 katanom 
 (2.82) pou epib�lame isqÔei
exp {−1 + λ}

∫

exp {〈log p(X,Θ)〉j 6=ı̂} dΘı̂ = 1 (2.84)kai isodÔnama h (2.83) gr�fetai
qı̂(Θı̂) =

exp {〈log p(X,Θ)〉j 6=ı̂}
∫

exp {〈log p(X,Θ)〉j 6=ı̂} dΘı̂

(2.85)Aut  h lÔsh exart�tai apì ìle
 ti
 qj gia j 6= ı̂, opìte apaite�tai h epanalhptik  th
 efar-mog  gia ìle
 ti
 variational ek twn ustèrwn katanomè
 qi. H diadoqik  efarmog  aut 
th
 ex�swsh
 gia ìle
 ti
 qi apotele� mia epan�lhyh th
 variational Bayesian mejìdou.H sÔgklish th
 mejìdou mpore� na elegqje� parakolouj¸nta
 thn sÔgklish twn tim¸nth
 F .Oloklhr¸nonta
 thn enìthta, èna endiafèron er¸thma pou paramènei e�nai to pìsoausthrì g�netai to fr�gma th
 pijanof�neia
 perijwr�ou, ìtan uiojetoÔme ton periorismì(2.75), o opo�o
 e�nai gnwstì
 san mean field prosèggish sth fusik . SÔmfwna me thnsuz thsh pou g�netai sthn [46℄, autì exart�tai apì to kat� pìso oi Θ e�nai anex�rthte
sÔmfwna me thn pragmatik  ek twn ustèrwn katanom  p(Θ|X). An e�nai sqedìn anex�r-thte
, tìte h prosèggish ja e�nai polÔ kal . Se diaforetik  per�ptwsh mpore� na e�naipolÔ traqi�, ìpw
 gia par�deigma ìtan h ex�rthsh ofe�letai sthn Ôparxh perissìterwnapì mia
 koruf¸n sthn pragmatik  ek twn ustèrwn katanom , tìte h variational ek twnustèrwn katanom  ja perigr�yei mìno mia apì autè
.
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Kefalaio 3
Omadopoihsh me Mixh KanonikwnKatanomwn

'Ena apì ta erwt mata pou prèpei na apanthje� kat� thn ekpa�deush se probl mata k�jee�dou
 m�jhsh e�nai o kajorismì
 th
 poluplokìthta
 tou montèlou pou qrhsimopoioÔme,pou anafèrete kai san epilog  montèlou. Sthn per�ptwsh mia
 m�xh
 prèpei na apofas�sou-me ton arijmì twn sunistws¸n pou ja èqei. Se autì to kef�laio prote�noume mia auxhtik mèjodo gia thn epilog  montèlou kai thn ekpa�deush mia
 m�xh
, pou bas�zetai sthn varia-

tional Bayesian prosèggish. H mèjodo
 prosjètei sunist¸se
 sthn m�xh qrhsimopoi¸nta
ènan èlegqo Bayesian di�spash
: mia sunist¸sa diasp�tai se dÔo nèe
 sunist¸se
 kai sthsunèqeia efarmìzontai variational Bayesian exis¸sei
 enhmèrwsh
 mìno sti
 paramètrou
twn duo nèwn sunistws¸n. W
 apotèlesma, e�te kai oi dÔo sunist¸se
 diathroÔntai sthm�xh, e�te mia apì ti
 dÔo apodeiknÔetai peritt  kai apale�fetai apì thn m�xh. Sthn pro-sèggis  aut  to prìblhma epilog 
 montèlou antimetwp�zetai topik� se mia perioq  touq¸rou dedomènwn, ètsi mporoÔme na jèsoume pio katatopistikè
 ek twn protèrwn pija-nìthte
 basizìmenoi sthn topik  katanom  twn dedomènwn. Gia thn ulopo�hsh aut 
 th
prosèggish
 parousi�zoume mia tropopoihmènh Bayesian m�xh, kaj¸
 kai ènan algìrijmoekpa�deush
 pou efarmìzei epanalhptik� ènan èlegqo di�spash
 se k�je sunist¸sa th
m�xh
 qrhsimopoi¸nta
 variational mejodolog�a. Ta peiramatik� apotelèsmata kai h pei-ramatik  sÔgkrish me dÔo �lle
 gnwstè
 teqnikè
 epibebai¸noun thn apodotikìthta th
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proteinìmenh
 prosèggish
.
3.1 Eisagwg H m�xh kanonik¸n katanom¸n e�nai èna polÔtimo statistikì ergale�o gia thn montelopo�hshkatanom¸n. E�nai tìso eupros�rmosth ¸ste na mpore� na prosegg�sei opoiad pote kata-nom  me meg�lh akr�beia, kai epiplèon mpore� na ermhneute� san stajmismènh omadopo�hsh.Gia autì ton lìgo èqoun qrhsimopoihje� eurèw
 se probl mata m�jhsh
 me ep�bleyh kaim�jhsh
 qwr�
 ep�bleyh, kai èqoun melethje� ekten¸
 p.q. [58℄. 'Opw
 anafèrjhke stoprohgoÔmeno kef�laio, mia m�xh mpore� na ekpaideute� mèsw tou algor�jmou EM [26, 57℄,pou br�skei ektimhtè
 mègisth
 pijanof�neia
 gia ti
 paramètrou
 th
 m�xh
. Aut  e�naikai h tupik  mèjodo
 ekpa�deush
, an kai parousi�zei k�poia meionekt mata. Pio sugkekri-mèna, o EM sugkl�nei se èna topikì el�qisto th
 pijanof�neia
, to opo�o exart�tai apìti
 arqikè
 timè
 twn paramètrwn. 'Ena �llo polÔ shmantikì prìblhma pou emfan�zetaikat� thn ekpa�deush tètoiwn montèlwn e�nai o prosdiorismì
 tou arijmoÔ twn sunistws¸npou qrei�zontai gia èna dojèn sÔnolo dedomènwn. Lìgw th
 shmas�a
 tou probl mato
epilog 
 montèlou pollè
 mejìdoi èqoun protaje� gia thn ep�lus  tou.H pio apl  prosèggish sthn epilog  montèlou e�nai h ekpa�deush enì
 pl jou
 apìm�xei
 me diaforetikì arijmì sunistws¸n mèsw tou EM, kai sth sunèqeia h axiolìghshtwn lÔsewn qrhsimopoi¸nta
 èna kat�llhlo krit rio. To krit rio autì den mpore� nae�nai h pijanof�neia, giat� tetrimmèna mporoÔme na thn megistopoi soume qrhsimopoi¸n-ta
 tìse
 sunist¸se
 ìsa ta prìtupa, kai topojet¸nta
 to kèntro k�je mia
 p�nw seèna prìtupo. Gia autì sun jw
 qrhsimopoie�tai to �jroisma enì
 ìrou pijanof�neia
 kaienì
 ìrou poin 
, o opo�o
 timwre� m�xei
 me meg�lo arijmì sunistws¸n. Parade�gmatatètoiwn krithr�wn e�nai ta Akaike’s Information Criterion, Bayesian Inference Criterion,

Laplace Empirical Criterion, Minimum Message Length, de
 [58℄ gia mia anaskìphsh kaisÔgkrish twn krithr�wn. Sto �dio pneÔma èqei protaje� sthn [72℄ h qr sh th
 pijano-f�neia
 diastaurwmènh
 epikÔrwsh
 (cross-validated likelihood), ìpou m�xei
 diaforetik 
poluplokìthta
 efarmìzontai sta dedomèna ekpa�deush
, kai axiologoÔntai w
 pro
 thn pi-46



janof�neia enì
 xeqwristoÔ sunìlou epikÔrwsh
 (validation set). 'Eqoun ep�sh
 protaje�mèjodoi pou ekpaideÔoun thn m�xh kai tautìqrona prosarmìzoun twn arijmì twn sunistw-s¸n th
. Sthn [29℄ to Minimum Message Length (MML) krit rio èqei enswmatwje� sthnantikeimenik  sun�rthsh, kai beltistopoie�tai qrhsimopoi¸nta
 ton EM. Xekin¸nta
 me ènameg�lo arijmì sunistws¸n, h mèjodo
 beltistopo�hsh
 proodeutik� afaire� sunist¸se
,kai to MML krit rio qrhsimopoie�tai gia na prote�nei to kalÔtero montèlo. Aut  h pro-sèggish e�nai ep�sh
 ligìtero eua�sjhth sthn arqikopo�hsh apì ìti o tupikì
 EM. M�a
Bayesian prosèggish èqei protaje� sthn [68℄, ìpou o arijmì
 twn sunistws¸n antime-twp�zetai san tuqa�a metablht  kai qrhsimopoie�tai h mèjodo
 deigmatolhy�a
 Reversible

Jump Markov Chain Monte Carlo [38℄, h opo�a wstìso e�nai polÔ apaithtik  upologisti-k�. Gia na antimetwpistoÔn ta dÔskola oloklhr¸mata pou emfan�zontai sthn Bayesianmèjodo èqei protaje� h qr sh th
 variational prosèggish
 [61, 46, 35℄, pou katal gounsthn variational Bayesian mèjodo pou e�nai parìmoia me ton EM. Aut  h genik  mèjodo
beltistopo�hsh
 èqei qrhsimopoihje� se arketè
 prìsfate
 ergas�e
, ìpw
 sti
 [5, 6, 24℄gia thn ekpa�deush mia
 m�xh
. Ep�sh
 sthn [80℄ èqei qrhsimopoihje� se sunduasmì meto algìrijmo Split and Merge EM [81℄. Se aut  thn ergas�a èqoun katal xei se miaantikeimenik  sun�rthsh pou epitrèpei thn tautìqronh ekt�mhsh twn paramètrwn kai touarijmoÔ twn sunistws¸n th
 m�xh
, kai thn ef�rmosan gia thn ekpa�deush mia
 m�xh
 ka-nonik¸n katanom¸n kaj¸
 ep�sh
 kai se mia m�xh empeirognwmìnwn (mixture of experts)gia palindrìmhsh. H variational Bayesian mèjodo
 èqei ep�sh
 qrhsimopoihje� sthn [34℄gia thn ekt�mhsh twn paramètrwn kai tou arijmoÔ twn sunistws¸n mia
 m�xh
 apì factor

analyzers. Se aut  efarmìzoun mia diadikas�a genn sewn/jan�twn sti
 sunist¸se
 giana lÔsoun to prìblhma ti
 epilog 
 montèlou.Mia apì ti
 pio endiafèrouse
 prosegg�sei
 ston kajorismì tou arijmoÔ twn sunistw-s¸n èqei protaje� sthn [24℄. E�nai mia variational Bayesian mèjodo
 gia thn beltistopo�hshth
 pijanof�neia
 perijwr�ou dojèntwn twn suntelest¸n th
 m�xh
. H mèjodo
 xekin� meèna meg�lo arijmì sunistws¸n, kai proodeutik� afaire� autè
 pou br�skontai sthn �diaperioq  tou q¸rou dedomènwn. 'Eqoume diapist¸sei ìti h mèjodo
 e�nai apodotik , al-l� exart�tai apì ti
 paramètrou
 twn ek twn protèrwn pijanot twn. 'Opw
 ja doÔmesthn sunèqeia, an kai h mèjodo
 den epitrèpei na kalÔptoun thn �dia om�da dedomènwn47



pollè
 sunist¸se
, an h ek twn protèrwn pijanìthta tou p�naka akribe�a
 (ant�strofo
p�naka
 sundiakÔmansh
) twn sunistws¸n den epilege� kat�llhla, tìte ft�nei suqn� mialÔsh ìpou mia sunist¸sa kalÔptei perissìtere
 apì mia om�de
. Epiplèon an kai h mèjo-do
 e�nai nteterministik , to shme�o sÔgklis 
 th
 exart�tai apì thn arqik  epilog  twnparamètrwn th
 m�xh
.Eme�
 prote�noume mia Bayesian mèjodo gia thn ekpa�deush mia
 m�xh
 kanonik¸n katano-m¸n pou e�nai nteterministik , me kal¸
 orismènh arqikopo�hsh, kai antimetwp�zei epark¸
to prìblhma epilog 
 montèlou. Prìkeitai gia mia auxhtik  mèjodo: xekin� me mia mìnosunist¸sa kai proodeutik� prosjètei sunist¸se
 sthn m�xh. H diadikas�a prosj kh
mia
 sunist¸sa
 bas�zetai se ènan èlegqo di�spash
, pou efarmìzetai se k�je mia apì ti
up�rqouse
 sunist¸se
. SÔmfwna me autìn ton èlegqo mia sunist¸sa antikaj�statai apìduo upo-sunist¸se
 kai sth sunèqeia efarmìzontai variational Bayesian exis¸sei
 enhmè-rwsh
 sto sugkekrimèno zeÔgo
, en¸ oi upìloipe
 sunist¸se
 diathroÔntai amet�blhte
.Q�rh sthn eisagwg  twn ek twn protèrwn pijanot twn sti
 paramètrou
 twn kanonik¸nsunistws¸n, oi sunist¸se
 antagwn�zontai h mia thn �llh. An h katanom  twn dedomènwnsthn perioq  th
 sunist¸sa
 pou elègqoume upodeiknÔei thn Ôparxh perissìterwn apì miaom�dwn, tìte kai oi dÔo upo-sunist¸se
 diathroÔntai kai ètsi o arijmì
 twn sunistws¸naux�netai. Diaforetik� o antagwnismì
 metaxÔ twn duo sunistws¸n ja prokalèsei thnapaloif  th
 mia
, kai sunep¸
 thn an�kthsh th
 arqik 
 sunist¸sa
. Aut  h strathgik th
 auxhtik 
 prosj kh
 sunistws¸n dieukolÔnei ep�sh
 ton kajorismì twn paramètrwntwn ek twn protèrwn pijanot twn, afoÔ autì
 mpore� na sthriqje� sti
 paramètrou
 th
sunist¸sa
 pou elègqoume. Prokeimènou na efarmìsoume aut  thn idèa apaite�tai miatropopo�hsh th
 Bayesian m�xh
 thn opo�a ja perigr�youme sthn sunèqeia.
3.2 Variational Bayesian Epilog  Montèlou'Ena
 kat�llhlo
 trìpo
 gia ton èlegqo th
 poluplokìthta
 mia
 m�xh
 e�nai h prosarmo-g  twn suntelest¸n th
 m�xh
. Mia sunist¸sa apale�fetai apì thn m�xh an o ant�stoiqo
suntelest 
 mhdeniste�. Sunep¸
 mporoÔme na jewr soume mia m�xh me meg�lo arijmì su-48



nistws¸n, kai na megistopoi soume mia kat�llhlh antikeimenik  sun�rthsh w
 pro
 tou
suntelestè
 th
 m�xh
. Me autì ton trìpo oi perittè
 sunist¸se
 ja apaleifjoÔn, kaj¸
oi ant�stoiqoi suntelestè
 tou
 ja mhdenistoÔn. H tupik  eÔresh ektimht¸n mègisth
 pi-janof�neia
 mèsw tou EM den apotele� mia bi¸simh lÔsh gia autoÔ tou e�dou
 thn epilog montèlou, kaj¸
 èna
 suntelest 
 th
 m�xh
 pou suneq¸
 fj�nei èqei w
 apotèlesma m�asunist¸sa th
 opo�a
 o p�naka
 sundiakÔmansh
 èqei fj�nouse
 idiotimè
, dhlad  odhge�ston sqhmatismì mia
 idiìmorfh
 sunist¸sa
. H Bayesian prosèggish parèqei mia lÔshse autì to prìblhma kaj¸
 perior�zei ti
 paramètrou
 twn sunistws¸n mèsw twn ek twnprotèrwn pijanot twn, ètsi apotrèpei ton sqhmatismì idiìmorfwn sunistws¸n. Me au-tì ton trìpo mìno as mante
 sunist¸se
 afairoÔntai apì thn m�xh. Wstìso se pollè
peript¸sei
 h variational Bayesian prosèggish èqei d¸sei bi¸sime
 lÔsei
 gia thn ekpa�-deush Bayesian m�xewn. Sto upìloipo th
 enìthta
 aut 
 perigr�foume en suntom�a kaisqoli�zoume thn variational Bayesian prosèggish gia m�xei
 kanonik¸n katanom¸n.'EstwX = {xn} èna sÔnolo apìN parathr sei
, ìpou k�je xn ∈ ℜd e�nai èna di�nusmaqarakthristik¸n. Epiplèon jewroÔme ìti h f e�nai mia m�xh J kanonik¸n katanom¸n
f(x) =

J
∑

j=1

πj N (x|µj, Tj) (3.1)ìpou π = {πj} e�nai oi suntelestè
 th
 m�xh
, µ = {µj} ta kèntra twn sunistws¸n kai
T = {Tj} oi p�nake
 akribe�a
.H montelopo�hsh twn dedomènwn me thn f upodhl¸nei thn upìjesh ìti gia k�je para-t rhsh xn up�rqei mia krummènh metablht  zn pou de�qnei thn sunist¸sa pou par gagethn xn. 'Estw ìti Z = {zn} e�nai to sÔnolo aut¸n twn krummènwn metablht¸n. H znmpore� na anaparastaje� w
 èna J-di�stato duadikì di�nusma, tètoio ¸ste an h j-sthsunist¸sa e�nai upeÔjunh gia to xn tìte zjn = 1, alli¸
 zjn = 0. Sunep¸
 isqÔei o pe-riorismì
 ∑J

j=1 zjn = 1. Epiplèon h katanom  tou xn dojènto
 th
 zn e�nai N (xn|µj, Tj),upojètonta
 ìti zjn = 1 gia thn sunist¸sa j.Mia Bayesian m�xh lamb�netai jètonta
 ek twn protèrwn pijanìthte
 sti
 paramè-trou
 π, µ kai T twn sunistws¸n. Tupik� qrhsimopoioÔntai suzuge�
 ek twn protèrwn
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(a) (b)Sq ma 3.1: (a) To grafikì montèlo pou èqei protaje� sthn [24℄. Ta pla�sia upodhl¸nounepan�lhyh twn tuqa�wn metablht¸n pou perikle�oun, kai o akrib 
 arijmì
 twn epana-l yewn emfan�zetai sthn �nw dexi� gwn�a k�je plais�ou. Den kukl¸noume to π gia nadhl¸soume thn idia�terh je¸rhs  tou w
 par�metro
 qwr�
 ek twn protèrwn katanom .(b) To grafikì montèlo pou prote�noume, prosarmosmèno gia topik  epilog  montèlou.katanomè
, oi opo�e
 e�nai gia to µj kanonik  N (µj|0, β I), gia to π Dirichlet

D(π|α1, . . . , αJ) =
Γ(
∑J

j=1 αj)
∏J

j=1 Γ(αj)

J
∏

j=1

π
αj−1
jme anamenìmenh tim  〈πj〉 =

αj
PJ

i=1 αi
, kai gia ton Tj Wishart

W(Tj |ν, V ) =
|Tj|(ν−d−1)/2 exp tr

{

−1
2
V Tj

}

2νd/2 πd(d−1)/4|V |−n/2
∏d

i=1 Γ((ν + 1 − i)/2)me anamenìmenh tim  〈Tj〉 = νV −1, ìpou ν e�nai oi bajmo� eleujer�a
, kai V e�nai o p�na-ka
 diab�jmish
. Aut  h m�xh den e�nai kat�llhlh gia epilog  montèlou me algìrijmou
parìmoiou
 me ton EM, kaj¸
 h Dirichlet ek twn protèrwn katanom  den epitrèpei stou
suntelestè
 th
 m�xh
 na mhdenistoÔn. Sthn [24℄ èqei protaje� èna Bayesian montèlo pouden upojètei ek twn protèrwn katanom  gia tou
 suntelestè
, oi opo�oi jewroÔntai aplo�par�metroi kai ìqi tuqa�e
 metablhtè
. To grafikì montèlo gia aut  thn prosèggishapeikon�zetai sto Sq ma 3.1(a).H Bayesian epilog  montèlou epitugq�netai megistopoi¸nta
 thn pijanof�neia peri-jwr�ou p(X|π) pou prokÔptei oloklhr¸nonta
 th
 metablhtè
 θ = {Z, µ, T} apì thn apìkoinoÔ katanom  p(X, θ|π)

p(X|π) =

∫

p(X, θ|π) dθ (3.2)kai jewr¸nta
 tou
 suntelestè
 th
 m�xh
 san paramètrou
. H variational prosèggishth
 Bayesian mejìdou prote�nei thn megistopo�hsh enì
 k�tw fr�gmato
 th
 logarijmik 
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pijanof�neia
 perijwr�ou
L[q, π] =

∫

q(θ) log
p(X, θ|π)

q(θ)
dθ ≤ log p(X|π) (3.3)ìpou q(θ) e�nai mia auja�reth katanom  pou prosegg�zei thn ek twn ustèrwn katanom 

p(θ|X). Mia axioshme�wth idiìthta e�nai to ìti kat� thn megistopo�hsh th
 L, an k�poie
apì ti
 sunist¸se
 br�skontai sthn �dia perioq  tou q¸rou dedomènwn tìte up�rqei miaisqur  t�sh sthn m�xh na apale�yei ti
 perittè
 sunist¸se
, an ta dedomèna se aut thn perioq  exhgoÔntai ikanopoihtik� apì ligìtere
 sunist¸se
. Mia ermhne�a autoÔ touantagwnismoÔ lamb�netai apì thn akìloujh an�lush tou variational fr�gmato

L =

∫

q(θ) log p(X|θ) dθ −
∫

q(θ) log
q(θ)

p(θ|π)
dθ. (3.4)O pr¸to
 ìro
 antistoiqe� sthn anamenìmenh logarijmik  pijanof�neia, w
 pro
 thn q(θ).O deÔtero
 ìro
 e�nai h apìstash Kullback-Leibler (KL) th
 q(θ) apì thn ek twn protè-rwn p(θ|π). 'Otan mia peritt  sunist¸sa afaire�tai h apìstash KL elatt¸netai, kai tok�tw fr�gma aux�netai euno¸nta
 aploÔstera montèla. An ìmw
 up�rqei isqur  èndeixhapì ta dedomèna (dhlad  h anamenìmenh logarijmik  pijanof�neia èqei meg�lh tim ), tì-te h sunist¸sa diathre�tai kai to fr�gma aux�netai q�rh sthn aÔxhsh tou pr¸tou ìrou.Sthn [6℄ exet�zetai to p¸
 to Bayesian Information kai to Minimum Message Lengthkrit rio prokÔptoun san oriakè
 peript¸sei
 th
 variational megistopo�hsh
 th
 pijano-f�neia
 perijwr�ou.O antagwnismì
 metaxÔ twn sunistws¸n od ghse se mia nèa prosèggish gia thn antime-t¸pish tou probl mato
 th
 epilog 
 montèlou: ekpaideÔoume mia m�xh me pollè
 sunist¸-se
 kai af noume ton antagwnismì na apale�yei ti
 perittè
. Aut  e�nai mia apotelesmatik mèjodo
 kai genik� d�nei thn swst  lÔsh, an kai parousi�zei k�poie
 adunam�e
. H mèjodo
exart�tai apì ti
 arqikè
 timè
 twn paramètrwn th
 m�xh
, kai autì ephre�zei thn epilog montèlou idia�tera an arqik� den up�rqoun arketè
 sunist¸se
. Ep�sh
 an arqikopoihje�me pollè
 sunist¸se
 èqei meg�lo upologistikì kìsto
 gia sÔnola me meg�lo arijmì dedo-mènwn kai meg�lo arijmì qarakthristik¸n. Ektì
 autoÔ h pio shmantik  duskol�a afor�ton prosdiorismì twn paramètrwn th
 ek twn protèrwn katanom 
 tou p�naka akribe�a


Tj . Pio sugkekrimèna h ek twn protèrwn gn¸sh pou anat�jetai ston p�naka diab�jmish

V ephre�zei to apotèlesma th
 epilog 
 montèlou, gia par�deigma de
 to Sq ma 3.2. H51
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Sq ma 3.2: Qr sh tou VBgmm gia thn m�jhsh enì
 teqnhtoÔ sunìlou dedomènwn me trei
diaforetikoÔ
 p�nake
 diab�jmish
 (V = βI ìpou β = 1, 0.25, 0.025). Apì arister� pro
ta dexi�, ta apotelèsmata qrhsimopoi¸nta
 pio stenì p�naka diab�jmish
.mèjodo
 pou perigr�fetai sthn [24℄ (thn onom�zoume VBgmm) èqei efarmoste� se èna te-qnhtì sÔnolo dedomènwn me 208 didi�stata shme�a pou sqhmat�zoun 15 kanonikè
 om�de
.Dokim�sthkan trei
 diaforetiko� p�nake
 diab�jmish
 (V = βI ìpou β = 1, 0.25, 0.025)gia thn ekpa�deush mia
 m�xh
 me 40 arqikè
 sunist¸se
, pou katèlhxan se lÔsei
 me 9,13 kai 15 sunist¸se
 ant�stoiqa, dhl¸nonta
 thn shmantik  ex�rthsh tou apotelèsmato
apì to V .'Eqoume parathr sei ìti aut  e�nai mia stajer  t�sh th
 mejìdou: ìso pio stenì
 e�-nai o p�naka
 diab�jmish
 pou epilègetai tìso perissìtere
 sunist¸se
 qrhsimopoioÔntaisthn telik  lÔsh. Ed¸ qrhsimopoioÔme ton ìro stenì
 gia na dhl¸soume ènan p�nakadiab�jmish
 me sugkritik� mikrìtere
 idiotimè
. EntoÔtoi
 den fa�netai dunatì
 o ek twnprotèrwn prosdiorismì
 enì
 bèltistou p�naka. Autì to prìblhma g�netai akìma pio sh-mantikì sthn per�ptwsh sunìlwn dedomènwn pou perièqoun maz� mikrè
 kai meg�le
 om�de
.An epilege� èna
 platÔ
 p�naka
 diab�jmish
, tìte pollè
 mikrè
 om�de
 ja kalufjoÔn apìmia sunist¸sa. An epilege� èna
 stenì
 p�naka
, tìte mia meg�lh om�da mpore� na kalu-fje� apì pollè
 sunist¸se
. Prèpei na shmeiwje� ìti den èqoume parathr sei parìmoiaeuaisjhs�a th
 mejìdou sthn ek twn protèrwn katanom  twn kèntrwn, h opo�a epilègetaina e�nai plati� kai na mhn perior�zei ti
 pijanè
 timè
 twn kèntrwn.Sunoy�zonta
, to meionèkthma th
 mejìdou e�nai ìti qrhsimopoi¸nta
 ènan auja�retaplatÔ p�naka diab�jmish
 den e�nai dunatìn na l�boume upìyh ma
 ta qarakthristik� twndedomènwn sthn perioq  ìpou oi sunist¸se
 antagwn�zontai metaxÔ tou
. Me �lla lìgiah mèjodo
 leitourge� me mia kajolik  ek twn protèrwn katanom  gia ton p�naka akribe�a
,52



en¸ mia topik  ek twn protèrwn katanom  fa�netai pio epijumht . Autì ma
 od ghse sthnan�ptuxh mia
 auxhtik 
 mejìdou gia thn dhmiourg�a mia
 m�xh
. Se k�je b ma th
 mejìdouh m�jhsh perior�zetai sthn perioq  twn dedomènwn pou katalamb�nei mia sugkekrimènhsunist¸sa j, ètsi mpore� na prosdioriste� mia topik  ek twn protèrwn katanom  basismènhston p�naka akribe�a
 Tj . Prokeimènou na petÔqoume aut  thn sumperifor� qrei�zetai miametatrop  sto grafikì montèlo pou qrhsimopoie�tai ston VBgmm gia na perioriste� oantagwnismì
 se èna uposÔnolo ton sunistws¸n mìno. Aut  h idèa th
 topik 
 epilog 
montèlou parousi�zetai sthn sunèqeia.
3.3 'Ena Bayesian Pla�sio gia Topik  Epilog  MontèlouJewroÔme èna sÔnolo parathr sewn X =

{

xn ∈ ℜd|n = 1, . . . , N
}, kai mia m�xh f me Jkanonikè
 sunist¸se


fJ(x) =

J
∑

j=1

πj N (x|µj, Tj). (3.5)Upojètoume ìti èna pl jo
 apì J − s sunist¸se
 perigr�foun ikanopoihtik� ta dedomènasti
 ant�stoiqe
 perioqè
 epirro 
; tìte t�jetai to er¸thma: mporoÔme na beltistopoi -soume perissìtero ti
 paramètrou
 twn upolo�pwn sunistws¸n kai par�llhla na epib�-loume ènan mhqanismì epilog 
 montèlou? Me �lla lìgia to prìblhma e�nai to p¸
 naprosarmìsoume to montèlo th
 prohgoÔmenh
 enìthta
 ètsi ¸ste o antagwnismì
 metaxÔtwn sunistws¸n na perioriste� se èna sugkekrimèno uposÔnolì tou
, en¸ oi upìloipe
 naparame�noun anephrèaste
.Autì shma�nei ìti qwr�zoume ti
 sunist¸se
 se dÔo om�de
, sti
 “stajerè
” kai ti

“eleÔjere
”, kai ektimoÔme mìno ti
 paramètrou
 twn teleuta�wn. EntoÔtoi
 prin proqw-r soume se aut  thn ekt�mhsh e�nai anagka�o na jèsoume mia kat�llhlh ek twn protèrwnkatanom  stou
 suntelestè
 m�xh
 twn “stajer¸n” sunistws¸n (tou
 onom�zoume “sta-jeroÔ
” suntelestè
), empod�zonta
 ètsi thn apaloif  tou
 apì thn m�xh. Sthn sunèqeiaoi “stajero�” suntelestè
 antimetwp�zontai san tuqa�e
 metablhtè
 kai perijwriopoioÔn-tai, odhg¸nta
 se mia pijanof�neia perijwr�ou pou exart�tai mìno apì tou
 “eleÔjerou
”suntelestè
. Megistopoi¸nta
 thn pijanof�neia perijwr�ou w
 pro
 tou
 “eleÔjerou
”53



suntelestè
 perior�zoume thn anaz thsh peritt¸n sunistws¸n metaxÔ twn antisto�qwn
“eleÔjerwn” sunistws¸n.To proteinìmeno grafikì montèlo apeikon�zetai sto Sq ma 3.1(b). E�nai parìmoia meto montèlo sto Sq ma 3.1(a), me thn diafor� ìti èqei epiblhje� mia ek twn protèrwnkatanom  ep� twn J−s “eleÔjerwn” suntelest¸n π̃. 'Opw
 kai prohgoumènw
, dojènto
tou sunìlou twn krummènwn metablht¸n Z = {zjn} isqÔei ìti

p(X|Z, µ, T ) =

N
∏

n=1

J
∏

j=1

[N (xn|µj, Tj)]
zjn (3.6)upojètonta
 anex�rthte
 kai omo�w
 katanemhmène
 parathr sei
. H katanom  tou Z upo-jètonta
 anex�rthte
 kai omo�w
 katanemhmène
 krummène
 metablhtè
 e�nai èna ginìmenopoluwnumik¸n

p(Z|π, π̃) =
N
∏

n=1

s
∏

j=1

π
zjn

j

J
∏

j=s+1

π̃
zjn
j (3.7)dojènto
 tou uposunìlou π̃ = {π̃j} twn “stajer¸n” suntelest¸n kai tou uposunìlou

π = {πj} twn “eleÔjerwn” suntelest¸n. Gia eukol�a ston sumbolismì kai upojètonta

J sunist¸se
, mporoÔme p�nta na anadiat�xoume tou
 de�kte
 twn sunistws¸n ètsi ¸steoi pr¸te
 s na e�nai oi “eleÔjere
”. Ta uposÔnola twn suntelest¸n e�nai xèna metaxÔtou
, kai ìle
 oi timè
 tou
 e�nai mh-arnhtikè
 kai ajro�zoun sthn mon�da:

s
∑

j=1

πj +

J
∑

j=s+1

π̃j=1.To tupikì Bayesian pla�sio upojètei suzug  Dirichlet ek twn protèrwn katanom  ep�tou sunìlou twn suntelest¸n m�xh
. 'Omw
 prokeimènou na efarmìsoume thn idèa ma
,e�nai anagka�o na or�soume thn upì sunj kh apì koinoÔ katanom  p(π̃|π) twn “stajer¸n”suntelest¸n dojèntwn twn “eleÔjerwn”. E�nai gnwstì ìti an h apì koinoÔ katanom  enì
sunìlou tuqa�wn metablht¸n e�nai Dirichlet, tìte h apì koinoÔ katanom  perijwr�ou enì
uposunìlou tou
 e�nai ep�sh
 Dirichlet, de
 [50℄. Qrhsimopoi¸nta
 to je¸rhma tou Bayesmpore� na prokÔyei h upì sunj kh apì koinoÔ katanom  p(π̃|π), h opo�a e�nai mia mh-tupik 
Dirichlet me paramètrou
 αj (j = s+ 1, . . . , J):

p(π̃|π) =

(

1 −
s
∑

j=1

πj

)−J+s
Γ(
∑J

j=s+1 αj)
∏J

j=s+1 Γ(αj)

J
∏

j=s+1

(

π̃j

1 −∑s
k=1 πk

)αj−1 (3.8)54



kai apotele� thn suzug  ek twn protèrwn katanom  twn “stajer¸n” suntelest¸n m�xh

π̃. Oi anamenìmene
 timè
 twn π̃j kai log π̃j e�nai

〈π̃j〉 =

(

1 −
s
∑

k=1

πk

)

∑N
n=1〈zjn〉 + αj

∑J
k=s+1

(

∑N
n=1〈zkn〉 + αk

) (3.9)
〈log π̃j〉 = log

(

1 −
s
∑

k=1

πk

)

+ ψ

(

N
∑

n=1

〈zjn〉 + αj

)

− ψ

(

J
∑

k=s+1

N
∑

n=1

〈zkn〉 + αk

) (3.10)ìpou ψ(x) e�nai h sun�rthsh d�gamma: ψ(x) = d
dx

log Γ(x).Oloklhr¸nonta
 thn perigraf  tou Bayesian ma
 montèlou upojètoume mia kanonik kai mia Wishart ek twn protèrwn katanom  gia ta µ kai T ant�stoiqa
p(µ) =

s
∏

j=1

N (µj|0, β I) (3.11)
p(T ) =

s
∏

j=1

W(Tj |ν, V ). (3.12)Sthn epìmenh enìthta perigr�foume mia mèjodo ekpa�deush
 gia autì to montèlo, poubas�zetai sthn megistopo�hsh th
 pijanof�neia
 perijwr�ou.
3.4 Variational Bayesian M�jhsh me Topik  Epilog  Mon-tèlouH m�jhsh mèsa sto Bayesian pla�sio pou perigr�yame mpore� na epiteuqje� megistopoi¸n-ta
 thn pijanof�neia perijwr�ou twn dedomènwn, h opo�a upolog�zetai oloklhr¸nonta
 w
pro
 ti
 krummène
 metablhtè
 thn apì koinoÔ katanom  tou grafikoÔ montèlou. Sthn pe-r�ptws  ma
, h pijanof�neia perijwr�ou tou X dojènto
 π upolog�zetai oloklhr¸nonta
w
 pro
 ta θ = {Z, µ, T, π̃}

p(X|π) =
∑

Z

∫

p(X,Z, µ, T, π̃|π) dµ dT dπ̃. (3.13)55



Akolouj¸nta
 thn variational Bayesian mejodolog�a [5, 6, 24, 34, 35℄ pou stoqeÔei sthnmegistopo�hsh enì
 k�tw fr�gmato
 L th
 logarijmik 
 pijanof�neia
 perijwr�ou, megi-stopoioÔme thn
L[q, π] =

∑

Z

∫

q(Z, µ, T, π̃) log
p(X,Z, µ, T, π̃|π)

q(Z, µ, T, π̃)
dµ dT dπ̃ (3.14)

≤ log p(X|π) (3.15)ìpou q e�nai mia auja�reth katanom  pou prosegg�zei thn ek twn ustèrwn katanom  p(Z, µ, T, π̃|X, π).H megistopo�hsh th
 L g�netai epanalhptik�, ìpou se k�je epan�lhyh ekteloÔntai dÔob mata (se analog�a me ton EM): pr¸ta megistopoie�tai to fr�gma w
 pro
 q, kai sthnsunèqeia megistopoie�tai w
 pro
 π.Gia thn megistopo�hsh w
 pro
 q, epilègoume thn prosèggish mean-field [5, 6, 24, 34,35℄, kai jewroÔme ìti to q e�nai periorismèno na apotele� èna ginìmeno th
 morf 

q(θ) = qZ(Z) qµ(µ) qT (T ) qπ̃(π̃).H mèjodo
 den upojètei k�poia sugkekrimènh morf  gia tou
 par�gonte
 th
 q, antijètw
megistopoie� thn L w
 pro
 thn sunarthsiak  morf  twn qZ , qµ, qT kai qπ̃. H tupik  diadi-kas�a beltistopo�hsh
 th
 sunarthsiak 
 an�lush
 sunep�getai thn qr sh th
 ex�swsh


Euler kai periorismoÔ
 th
 morf 
 pollaplasiast¸n Lagrange gia na exasfal�soun ìti oilÔsei
 e�nai katanomè
, de
 [4℄. H lÔsh gia k�je ϑ ∈ θ e�nai
qϑ(ϑ) =

exp〈log p(X, θ|π)〉θ−ϑ
∫

exp〈log p(X, θ|π)〉θ−ϑ dϑ
(3.16)ìpou oi anamenìmene
 timè
 〈 · 〉θ−ϑ upolog�zontai w
 pro
 ìle
 ti
 tuqa�e
 metablhtè
ektì
 th
 ϑ. AnaptÔssonta
 thn prohgoÔmenh ex�swsh to apotèlesma e�nai to akìloujosÔnolo katanom¸n:

qZ(Z) =

N
∏

n=1

s
∏

j=1

r
zjn

jn

J
∏

j=s+1

ρ
zjn

jn (3.17)
qµ(µ) =

s
∏

j=1

N (µj|mj, Sj) (3.18)
qT (T ) =

s
∏

j=1

W(Tj |ηj , Uj) (3.19)
qπ̃(π̃) =

(

1 −
s
∑

k=1

πk

)−J+s
Γ(
∑J

j=s+1 α̃j)
∏J

j=s+1 Γ(α̃j)

J
∏

j=s+1

(

π̃j

1 −∑s
k=1 πk

)α̃j−1 (3.20)56



Oi par�metroi twn katanom¸n e�nai oi akìlouje
:
rjn =

r̃jn
∑s

k=1 r̃kn +
∑J

k=s+1 ρ̃kn

, gia j = 1, . . . , s (3.21)
ρjn =

ρ̃jn
∑s

k=1 r̃kn +
∑J

k=s+1 ρ̃kn

, gia j = s+ 1, . . . , J (3.22)
r̃jn = πj exp

{

1

2
〈log |Tj |〉

− 1

2
tr
{

〈Tj〉
(

xnx
T
n − xn〈µj〉T + 〈µj〉xT

n + 〈µjµ
T
j 〉
)}

} (3.23)
ρ̃jn = exp

{

1

2
〈log |Tj|〉 + 〈log π̃j〉

− 1

2
tr
{

〈Tj〉
(

xnx
T
n − xn〈µj〉T + 〈µj〉xT

n + 〈µjµ
T
j 〉
)}

} (3.24)
mj = S−1

j 〈Tj〉
N
∑

n=1

〈zjn〉xn (3.25)
Sj = β I + 〈Tj〉

N
∑

n=1

〈zjn〉 (3.26)
ηj = ν +

N
∑

n=1

〈zjn〉 (3.27)
Uj = V +

N
∑

n=1

〈zjn〉
(

xnx
T
n − xn〈µj〉T − 〈µj〉xT

n + 〈µjµ
T
j 〉
) (3.28)

α̃j = αj +

N
∑

n=1

〈zjn〉. (3.29)Oi anamenìmene
 timè
 w
 pro
 q pou emfan�zontai sti
 parap�nw exis¸sei
 isoÔntai me:
〈Tj〉 = ηjU

−1
J , 〈log |Tj|〉 =

∑d
i=1 ψ(0.5(ηj + 1 − i)) + d ln 2 − ln |Uj |, 〈µj〉 = mj kai

〈µjµ
T
j 〉 = S−1

j +mjm
T
j . 'Oso afor� ti
 upeujunìthte
 (ek twn ustèrwn pijanìthte
) mia
sunist¸sa
 j dojènto
 xn, isqÔei gia ti
 “eleÔjere
” sunist¸se
 〈zjn〉 = rjn, j = 1, . . . , s,kai gia ti
 “stajerè
” sunist¸se
 〈zjn〉 = ρjn, j = s + 1, . . . , J . Opìte qrhsimopoi¸nta
ti
 (3.9) kai (3.10) èqoume:

〈π̃j〉 =

(

1 −
s
∑

k=1

πk

)

∑N
n=1 ρjn + αj

∑J
k=s+1

(

∑N
n=1 ρkn + αk

)

〈log π̃j〉 = log

(

1 −
s
∑

k=1

πk

)

+ ψ

(

N
∑

n=1

ρjn + αj

)

− ψ

(

J
∑

k=s+1

N
∑

n=1

ρkn + αk

)
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Diapist¸netai ìti oi katanomè
 exart¸ntai h mia apì thn �llh mèsw twn anamenìmenwntim¸n, ètsi qrei�zetai epanalhptik  ekt�mhsh twn paramètrwn tou
. Wstìso sthn pr�xhèna mìno pèrasma e�nai arketì.Met� thn megistopo�hsh th
 L w
 pro
 q, to deÔtero b ma k�je epan�lhyh
 th
 me-jìdou ekpa�deush
 apaite� thn megistopo�hsh th
 L w
 pro
 π, sÔmfwna me ti
 akìlouje
exis¸sei
 ananèwsh
:
πj =

(

1 −
J
∑

k=s+1

〈π̃k〉
)

∑N
n=1〈zjn〉

∑s
k=1

∑N
n=1〈zkn〉

. (3.30)H epanalhptik  mèjodo
 pou perigr�yame epanalamb�netai mèqri na sugkl�nei. H sÔgklishmpore� na elegqje� exet�zonta
 to variational fr�gma. Sthn epìmenh enìthta parousi�zou-me ènan algìrijmo pou enswmat¸nei thn topik  epilog  montèlou gia na lÔsei to prìblhmakajolik�.
3.5 Auxhtik  M�jhsh Basismènh sthn Di�spash Suni-stws¸nEkmetalleut kame thn mèjodo topik 
 epilog 
 qarakthristik¸n gia na anaptÔxoume miaauxhtik  mèjodo gia thn Bayesian ekpa�deush mia
 m�xh
 kanonik¸n katanom¸n. Sthnprosèggis  ma
 oi sunist¸se
 prosjètontai seiriak� sthn m�xh qrhsimopoi¸nta
 thn akì-loujh diadikas�a
 di�spash
 sunistws¸n: m�a apì ti
 sunist¸se
 epilègetai kai diasp�taikat�llhla se duo nèe
 sunist¸se
. Autè
 ti
 sunist¸se
 pou proèkuyan ti
 qeirizìmastesan “eleÔjere
” kai ti
 upìloipe
 san “stajerè
”, sÔmfwna me thn orolog�a pou eisag�-game sthn prohgoÔmenh enìthta. Sthn sunèqeia or�zoume thn ek twn protèrwn katanom 
p(T ) basismènoi sta qarakthristik� th
 sunist¸sa
 pou diasp�same, kai efarmìzoumethn variational m�jhsh me topik  epilog  montèlou pou perigr�yame. To apotèlesma jaantistoiqe� se m�a apì trei
 pijanè
 peript¸sei
. Sthn pr¸th per�ptwsh pou oi dÔo suni-st¸se
 perigr�foun polÔ kal� ta dedomèna th
 perioq 
 tou
, tìte kai oi dÔo diathroÔntaisthn m�xh. Diaforetik� h mèjodo
 apale�fei thn m�a, opìte èqoume thn deÔterh dunat per�ptwsh. Up�rqei ep�sh
 mia sp�nia tr�th per�ptwsh, ìpou kai oi dÔo nèe
 sunist¸se
58



afairoÔntai kaj¸
 h sunist¸sa pou diasp�same e�nai as manth (me polÔ mikrì suntelest m�xh
). Mia tètoia sunist¸sa tugq�nei na perigr�fei l�ga apomonwmèna shme�a sthn pe-rioq  mia
 shmantik 
 sunist¸sa
. Met� thn di�spash h kur�arqh sunist¸sa perigr�feikai aut� ta shme�a, kai oi dÔo nèe
 sunist¸se
 afairoÔntai apì thn m�xh. Ston algìrijmopou prote�noume den apodeqìmaste aut  thn sp�nia per�ptwsh, giat� mpore� na odhg seise mia atèrmonh epan�lhyh. Wstìso mporoÔme na afairèsoume tètoiou e�dou
 sunist¸se
met� ton termatismì tou algor�jmou.O èlegqo
 di�spash
 efarmìzetai seiriak� se ìle
 ti
 sunist¸se
, kai h mèjodo
termat�zei ìtan ìle
 oi sunist¸se
 èqoun elegqje� kai oi diasp�sei
 apètuqan. Sthnper�ptwsh pou mia di�spash petÔqei, tìte o arijmì
 twn sunistws¸n th
 m�xh
 aux�netaikai èna
 nèo
 gÔro
 elègqwn akolouje�. O proteinìmeno
 algìrijmo
 sunoy�zetai staakìlouja b mata:1. Jètoume β := 1e −10, kai ν := d.2. ArqikopoioÔme J := 2, V := Cov {X} kai ekpaideÔoume thn m�xh me tonalgìrijmo VBgmm.3. An met� thn sÔgklish up�rqei mia mìno sunist¸sa, tìte stamat�me.4. 'Estw C to sÔnolo twn J sunistws¸n pou sqhmat�zoun thn m�xh fJ.5. TaxinomoÔme ta stoiqe�a tou C se fj�nousa seir�, sÔmfwna me thn |Uj|.6. Gia k�je sunist¸sa c ∈ C(aþ) Diasp�me thn c se c1 kai c2, sÔmfwna me ti
 (3.31)�(3.34), kaisqhmat�zoume thn fJ+1.(bþ) 'Estw F = {c1, c2} to sÔnolo twn ‘‘eleÔjerwn’’ sunistws¸n, kai F̄ tosÔnolo twn ‘‘stajer¸n’’ sunistws¸n me stoiqe�a ti
 sunist¸se
 th

fJ+1 ektì
 apì ti
 c1 kai c2.(gþ) Jètoume αj :=

∑N
n=1〈zjn〉 gia j ∈ F̄, kai V := νλ I ìpou λ e�nai hmègisth idiotim  tou Uc/ηc.59



(dþ) Efarmìzoume epanalhptik� ti
 (3.17)-(3.30) sti
 paramètrou
 th

fJ+1, kai met� thn sÔgklish sqhmat�zoume thn fJ ′ me J ′ sunist¸se
.(eþ) An kai oi dÔo sunist¸se
 sto F èqoun afaireje�, tìte
i. Shmei¸noume thn apotuq�a th
 di�spash
.

ii. Suneq�zoume me thn epìmenh sunist¸sa sto C (phga�noume stob ma 6aþ).(�þ) An m�a apì ti
 sunist¸se
 sto F èqei afaireje�, tìte shmei¸noumethn apotuq�a th
 di�spash
.(zþ) Jètoume J := J ′ kai fJ := fJ ′.7. An ìle
 oi diasp�sei
 èqoun shmeiwje� w
 apotuqhmène
 stamat�me,alli¸
 phga�noume sto b ma 4.Gia na perigr�youme ti
 leptomèreie
 th
 diadikas�a
 di�spash
 upojètoume ìti k�poiasunist¸sa ̂ me katanom  N (x|µ̂, T̂) prèpei na diaspaste�. H idèa e�nai ìti gia na sqhma-t�soume thn nèa m�xh apomakrÔnoume thn sunist¸sa ̂, kai eis�goume duo nèe
 sunist¸se
me katanomè
 N (x|µ̂1, T̂1) kai N (x|µ̂2, T̂2) ant�stoiqa. Epilèxame na topojet soume taduo kèntra tou
 kat� m ko
 tou prwteÔonto
 �xona tou p�naka sundiakÔmansh
 T−1
̂ , kaisummetrik� se sqèsh me to kèntro µ̂. Tou
 suntelestè
 m�xh
 twn dÔo sunistws¸n tou
jètoume �sou
 π̂1 = π̂2 = π̂/2, kai ti
 paramètrou
 twn sunistws¸n ti
 jètoume sÔmfwname:

µ̂1 = µ̂ +
√
λ u (3.31)

µ̂2 = µ̂ −
√
λ u (3.32)

T̂1 = T̂ (3.33)
T̂2 = T̂ (3.34)ìpou λ e�nai h mègisth idiotim  tou T−1

̂ kai u to ant�stoiqo idiodi�nusma. Prèpei na sh-mei¸soume ìti k�name mia apl  kai logik  epilog  gia thn topojèthsh twn kèntrwn twnnèwn sunistws¸n, h opo�a èqei ep�sh
 qrhsimopoihje� kai se �lle
 mejìdou
 pou upeisèr-qetai di�spash, p.q. de
 [32, 85℄ gia pio exeligmène
 mejìdou
 gia ton prosdiorismì tou60



�xona di�spash
. 'Alle
 epilogè
 ja mporoÔsan ep�sh
 na elegqjoÔn, p.q. tuqa�a epilo-g  �xona ìpw
 sthn [34℄, kaj¸
 ep�sh
 kai pollaplo� èlegqoi di�spash
 me diaforetikè
arqikopoi sei
 twn sunistws¸n.'Ena shmantikì jèma sthn proteinìmenh mèjodo e�nai o prosdiorismì
 tou p�naka diab�j-mish
 V th
 ek twn protèrwn katanom 
 W(ν, V ), me b�sh thn sunist¸sa pou diasp�tai.Jètoume ν = d (pou e�nai h mikrìterh epitrepìmenh tim ), kai jèloume h anamenìmenh ti-m  νV −1 th
 W(ν, V ) na e�nai sugkr�simh me ton p�naka akribe�a
 T̂. Wstìso empeirik�parathr same ìti ìtan jètoume V = νT−1
̂ h mèjodo
 parousi�zei mia t�sh na apodèqetaiperissìtere
 diasp�sei
 apì ìti e�nai apara�thto, kai ìti petuqa�noume kalÔtera apotelè-smata an or�soume ton p�naka diab�jmish
 na e�nai l�go pio platÔ
. Se autì to pneÔma,epilèxame na jèsoume V = νλI, ìpou λ e�nai h megalÔterh idiotim  tou T−1

̂ . 'Ena pa-r�deigma di�spash
 kai prosdiorismoÔ th
 ek twn protèrwn katanom 
 apeikon�zetai stoSq ma 3.3.Mia �llh pleur� th
 mejìdou afor� thn seir� me thn opo�a oi sunist¸se
 epilègontaigia ton èlegqo di�spash
. An kai h ep�dosh den ephre�zetai shmantik� apì thn seir�,parathr same ìti h mèjodo
 epitaqÔnetai (k�nei ligìterou
 apotuqhmènou
 elègqou
) and¸soume proteraiìthta sti
 pio platiè
 sunist¸se
, ìpou to pl�to
 tou
 kajor�zetai apìthn or�zousa |T−1
j | tou ant�stoiqou p�naka sundiakÔmansh
.Tèlo
 prèpei na shmei¸soume ìti prokeimènou na efarmìsoume thn mèjodo topik 
 epi-log 
 montèlou, h m�xh prèpei na apotele�tai apì dÔo toul�qiston sunist¸se
. Gia nal�boume upìyh ma
 to endeqìmeno ta dedomèna ma
 na èqoun paraqje� apì mia monadik sunist¸sa, arqik� efarmìzoume ton algìrijmo VBgmm se mia m�xh me duo sunist¸se
,qrhsimopoi¸nta
 w
 ek twn protèrwn katanom  tou p�naka diab�jmish
 ton ant�strofop�naka sundiakÔmansh
 twn dedomènwn. An h ekpa�deush katal xei se mia monadik  suni-st¸sa stamat�me, diaforetik� efarmìzoume tou
 èlegqou
 di�spash
 sti
 dÔo sunist¸se
pou proèkuyan.
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(d)(c)Sq ma 3.3: Tèssera stigmiìtupa th
 diadikas�a
 ekpa�deush
. O anamenìmeno
 p�na-ka
 sundiakÔmansh
 w
 pro
 thn ek twn protèrwn Wishart apeikon�zetai me diakekommènhgramm . (a) Mia endi�mesh lÔsh me 5 sunist¸se
. (b) Mia sunist¸sa diasp�tai sta dÔo.(c) H m�xh met� apì variational Bayesian m�jhsh. (d) Mia �llh sunist¸sa epilègetai kaidiasp�tai.
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Sq ma 3.4: Sta arister�, ta speiroeid  dedomèna. Sto mèso, èna endi�meso st�dio touproteinìmenou algor�jmou. Sta dexi�, h telik  lÔsh. Gia k�je sunist¸sa th
 m�xh
de�qnoume ta idiodianÔsmata tou p�naka sundiakÔmansh
.3.6 Peir�mataGia thn axiolìghsh tou proteinìmenou algor�jmou (ton kaloÔme VBgmmSplit) qrhsimo-poi same teqnht� kai pragmatik� sÔnola dedomènwn, kai sugkr�name thn ep�dos  tou meduo eurèw
 gnwstè
 mejìdou
: thn mèjodo pou prot�jhke sthn [29℄ (thn kaloÔme MML-

gmm1), kai thn mèjodo pou prot�jhke sthn [34℄ (thn kaloÔme VBmfa2).O pr¸to
 èlegqo
 tou VBgmmSplit ègine sta jorub¸dh surriknoÔmena speiroeid dedomèna [29, 34, 81℄ me shme�a pou par�gontai sÔmfwna me thn ex�swsh:
[x1, x2, x3]

T = [(13 − 0.5t) cos t, (0.5t− 13) sin t, t]T + [n1, n2, n3]
Tìpou to t deigmatolhpte�tai omoiìmorfa sto di�sthma [0, 4π], kai ta n1, n2 kai n3 e�naianex�rthta kai ìmoia katanemhmèna sÔmfwna me thn tupik  kanonik  katanom  N (0, 1).Efarmìsame ton algìrijmo se èna sÔnolo 900 shme�wn kai to apotèlesma  tan mia m�xhme 21 sunist¸se
, ìpw
 fa�netai sto Sq ma 3.4. H lÔsh aut  e�nai parìmoia me ta apote-lèsmata pou anafèrontai sti
 [29℄ kai [34℄, ìpou ta �dia dedomèna majeÔthkan me mia m�xhapì factor analyzers d�nonta
 lÔsei
 me 13 sunist¸se
 kat� mèso ìro.Sugkr�name ep�sh
 ton algìrijmo me teqnht� dedomèna pou sqhmat�zoun kanonikè
 om�-de
, ètsi ¸ste h m�xh pou prokÔptei na ermhneuje� san omadopo�hsh. To pr¸to sÔnolo(to �dio pou qrhsimopoi jhke kai sthn Enìthta 3.2) apotele�tai apì 208 didi�stata shme�a1To logismikì e�nai diajèsimo sto http://www.lx.it.pt/∼mtf/mixturecode.zip.2To logismikì e�nai diajèsimo sto http://www.cse.buffalo.edu/faculty/mbeal/

software/vbmfa/vbmfa.tar.gz. 63
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(a) Teqnht� dedomèna pou sqhmat�zoun 15 om�de
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(b) Teqnht� dedomèna pou sqhmat�zoun 10 om�de
.Sq ma 3.5: Apì arister� pro
 ta dexi�: ta shme�a omadopoihmèna qrhsimopoi¸nta
 ton
VBgmmSplit, to istìgramma tou arijmoÔ twn sunistws¸n pou br ke o MMLgmm, kai toistìgramma tou arijmoÔ twn sunistws¸n pou br ke o VBmfa.
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 Sq ma 3.6: Sta arister�, k�poia parade�gmata apì to sÔnolo yhf�wn. Sta dexi�, tokèntro k�je sunist¸sa
 th
 m�xh
 pou èmaje o VBgmmSplit. P�nw apì k�je kèntroemfan�zetai o ant�stoiqo
 suntelest 
 m�xh
.pou dhmiourg jhkan apì mia m�xh me 15 kanonikè
 sunist¸se
. To Sq ma 3.5(a) (ariste-r�) apeikon�zei to apotèlesma tou VBgmmSplit. Efarmìsame ep�sh
 tou
 MLgmm kai

VBmfa 50 forè
 ton kajèna, kai ti
 perissìtere
 forè
 èmajan ta dedomèna qrhsimo-poi¸nta
 14 sunist¸se
. To Sq ma 3.5(a) apeikon�zei ta istogr�mmata tou arijmoÔ twnsunistws¸n pou br kan oi dÔo algìrijmoi. O VBmfa emfan�zei megalÔterh diakÔmanshsta apotelèsmata apì ìti o MLgmm, kai duo forè
 br ke lÔsei
 me mìno 6 sunist¸se
.Sto epìmeno pe�rama qrhsimopoi same 505 10�di�stata shme�a pou pro ljan apì mia m�xhme 10 kanonikè
 sunist¸se
. To Sq ma 3.5(b) apeikon�zei to apotèlesma tou VBgmm-

Split probeblhmèno sta dÔo idiodianÔsmata me ti
 megalÔtere
 idiotimè
, kai istogr�mmatatou arijmoÔ twn sunistws¸n pou br kan o MLgmm kai o VBmfa se 50 ektelèsei
. O
MLgmm èdwse kalÔtere
 lÔsei
 qrhsimopoi¸nta
 8   9 sunist¸se
, en¸ o VBmfa br ke4   5 sunist¸se
 ti
 perissìtere
 forè
.H ep�dosh tou algor�jmou elègqjhke kai se pragmatik� dedomèna. Pio sugkekrimèna,efarmìsame ton VBgmmSplit se èna sÔnolo qeirìgrafwn yhf�wn [45℄, to Sq ma 3.6 (ari-ster�) èqei k�poia parade�gmata. K�je yhf�o apotele� mia eikìna apì 8×8 eikonostoiqe�a,me 256 diabajm�sei
 tou gkr�zou. Jewr same èna sÔnolo apì 700 peript¸sei
 gia k�jeèna apì ta yhf�a 0�4, kai omadopoi same ta dedomèna tou me mia m�xh. Prin thn ekpa�-deush tupopoi same ta dedomèna, ¸ste k�je qarakthristikì tou
 na èqei mèsh tim  mhdènkai tupik  apìklish èna. Ta kèntra twn sunistws¸n pou br ke o algìrijmo
 fa�nontaisto Sq ma 3.6 (dexi�). AfoÔ qrhsimopoi same k�je algìrijmo gia thn ekpa�deush mia
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P�naka
 3.1: O anamenìmeno
 arijmì
 sunistws¸n kai to sf�lma taxinìmhsh
 (se parèn-jesh h tupik  apìklish) tou algor�jmou VBgmm gia to sÔnolo qeirìgrafwn yhf�wn. Taapotelèsmata aut� p rame qrhsimopoi¸nta
 mia Wishart ek twn protèrwn katanom  mep�naka diab�jmish
 βI.
β sunist¸se
 % sf�lma β sunist¸se
 % sf�lma1 50.0 (0.0) 5.0 (1.0) 60 9.4 (1.5) 4.8 (3.9)10 47.8 (1.6) 2.9 (1.3) 70 7.8 (0.8) 10.0 (4.3)20 40.8 (1.6) 2.5 (1.0) 80 6.8 (0.8) 13.2 (8.4)30 27.8 (2.7) 3.6 (3.6) 90 6.8 (0.4) 21.8 (10.5)40 17.0 (1.7) 2.0 (0.6) 100 6.0 (0.0) 28.7 (4.1)50 10.8 (0.8) 6.2 (4.2) 200 3.2 (0.4) 50.6 (6.1)m�xh
, sugkr�name ti
 lÔsei
 tou
 w
 pro
 to sf�lma “taxinìmhsh
” gia èna xeqwristìsÔnolo elègqou (200 peript¸sei
 gia k�je yhf�o). Gia na upolog�soume autì to sf�lmaanajèsame k�je dedomèno ekpa�deush
 sthn sunist¸sa me thn megalÔterh upeujunìthta(ek twn ustèrwn pijanìthta). Met� apì aut  thn omadopo�hsh anajèsame se k�je suni-st¸sa to yhf�o pou e�qe h pleionìthta twn shme�wn th
. Prokeimènou na taxinom soumeèna �gnwsto dedomèno elègqou upolog�same ti
 upeujunìthte
 k�je sunist¸sa
, kai touanajèsame to yhf�o th
 sunist¸sa
 me thn megalÔterh upeujunìthta. O VBgmmSplitèdwse mia m�xh me 14 sunist¸se
 kai sf�lma taxinìmhsh
 1.9%. O VBgmm dokim�sthkeep�sh
 me mia Wishart ek twn protèrwn katanom  me di�forou
 p�nake
 diab�jmish
, kai taapotelèsmata sunoy�zontai ston p�naka 3.1. Oi anamenìmene
 timè
 upolog�sthkan met�apì pènte dokimè
 gia k�je p�naka diab�jmish
. Se k�je dokim  h m�xh e�qe arqik� 50sunist¸se
, kai h kalÔterh lÔsh e�qe sf�lma taxinìmhsh
 2.0% me 17 sunist¸se
 kat�mèso ìro.Exait�a
 tou ìti to sÔnolo dedomènwn e�qe uyhl  di�stash kai  tan araiì, o algìrij-mo
 MMLgmm èdwse apodekt� apotelèsmata k�tw upì thn upìjesh enì
 koinoÔ p�nakasundiakÔmansh
 gia ìle
 ti
 sunist¸se
. Se pènte dokimè
 to mèso sf�lma taxinìmhsh
 tan 11.9% kai o mèso
 arijmì
 sunistws¸n  tan 19.8. Upì thn upìjesh enì
 xeqwristoÔdiag¸niou p�naka sundiakÔmansh
 gia k�je sunist¸sa, to mèso sf�lma se pènte dokimè
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 tan 35.9%, kai o mèso
 arijmì
 sunistws¸n 7. H m�xh pou ekpaideÔthke kai sta dÔopeir�mata e�qe arqik� 50 sunist¸se
.Qrhsimopoi jhke ep�sh
 o algìrijmo
 VBmfa gia thn ekpa�deush mia
 m�xh
 apì factor

analyzers. Prèpei na shmei¸soume ìti gia autì to sÔnolo dedomènwn o algìrijmo
 parou-s�ase euaisjhs�a sthn tim  th
 mègisth
 epitrepìmenh
 di�stash
 twn factor analyzers,h opo�a èprepe na kajoriste� ex arq 
. Gia na p�roume apotelèsmata sugkr�sima me ton
VBgmmSplit se qrìno ektèlesh
 kai arijmì sunistws¸n, h mègisth di�stash k�je factor

analyzer or�sthke na e�nai 10 met� apì dokimè
. Gia pènte ektelèsei
 to mèso sf�lma  tan11.4% kai o mèso
 arijmì
 sunistws¸n 14.
3.7 Sumper�smataSto kef�laio autì parousi�sthke mia auxhtik  mèjodo gia thn ekpa�deush kai epilog montèlou se mia m�xh
 kanonik¸n katanom¸n. H mèjodo
 aut  belti¸nei thn Bayesianprosèggish pou prot�jhke sthn [24℄ kai h opo�a prosfèrei èna mhqanismì gia ton anta-gwnismì metaxÔ twn sunistws¸n pou br�skontai sthn �dia perioq  tou q¸rou dedomènwnkai apaloif  twn peritt¸n. 'Omw
 ektì
 apì to z thma th
 arqikopo�hsh
, aut  h prosèg-gish parousi�zei euaisjhs�a sti
 paramètrou
 th
 ek twn protèrwn katanom 
 tou p�nakaakribe�a
. 'Opw
 de�xame, e�nai dÔskolo na prosdior�soume kat�llhle
 timè
, eidik� sthnper�ptwsh dedomènwn pou sqhmat�zoun om�de
 diaforetikoÔ megèjou
.H proteinìmenh mèjodo
 xepern� aut  thn duskol�a prosjètonta
 seiriak� sunist¸se
sth m�xh qrhsimopoi¸nta
 èna Bayesian èlegqo di�spash
, ìpou mia sunist¸sa diasp�taise dÔo nèe
 kai sth sunèqeia efarmìzontai variational exis¸sei
 enhmèrwsh
 sti
 para-mètrou
 aut¸n twn sunistws¸n. W
 apotèlesma e�te kai dÔo sunist¸se
 diathroÔntaisthn m�xh   m�a apodeiknÔetai peritt  kai afaire�tai. H prosèggis  ma
 epitrèpei tonprosdiorismì mia
 diaforetikoÔ topik 
 ek twn protèrwn katanom 
 p(T ) gia k�je èlegqodi�spash
, kai oi par�metro� th
 prosdior�zontai pa�rnonta
 upìyh ta qarakthristik� toup�naka akribe�a
 th
 sunist¸sa
 pou elègqoume. Epiplèon h proteinìmenh mèjodo
 e�nainteterministik  kai den exart�tai apì thn arqikopo�hsh th
 m�xh
, ìpw
 sumba�nei ma �l-67



le
 mejìdou
. 'Opw
 fa�netai apì ta peiramatik� apotelèsmata kai ti
 sugkr�sei
 me duo�lle
 gnwstè
 mejìdou
 h proteinìmenh mèjodo
 antimetwp�zei epark¸
 to prìblhma th
epilog 
 montèlou gia mia m�xh kanonik¸n katanom¸n.H mellontik  ma
 èreuna ja epikentrwje� ston èlegqo kai thn teleiopo�hsh dÔo je-m�twn. To pr¸to e�nai h anaz thsh enallaktik¸n trìpwn gia ton kajorismì th
 topik 
ek twn protèrwn katanom 
 tou p�naka akribe�a
. Ektì
 autoÔ, e�nai dunatì na ektelè-soume pollaploÔ
 elègqou
 di�spash
 gia thn �dia sunist¸sa me ton p�naka diab�jmish
na plata�nei stadiak� prokeimènou na apokt soume èna mètro gia eurwst�a tou elègqoudi�spash
. To deÔtero jèma e�nai na exet�soume enallaktikoÔ
 trìpou
 gia thn arqi-kopo�hsh twn kèntrwn twn nèwn sunistws¸n pou prokÔptoun apì thn di�spash (p.q.sthn [34℄ epilègontai tuqa�a). Ep�sh
 e�nai dunatì na ektelèsoume pollaplè
 diasp�sei
gia mia sunist¸sa, me diaforetik  arqikopo�hsh twn sunistws¸n pou prokÔptoun. Tè-lo
 �lla jèmata pou prèpei na exetastoÔn e�nai to p¸
 klimak¸netai h mèjodo
 w
 pro
thn di�stash kai to pl jo
 twn dedomènwn, h dunatìthta na ekteloÔme tautìqrona elèg-qou
 se pollè
 sunist¸se
, kai h qr sh th
 mejìdou se efarmogè
 diafìrwn ereunhtik¸nped�wn.
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Kefalaio 4
Epilogh Qarakthristikwn giaOmadopoihsh

Se autì to kef�laio parousi�zoume mia Bayesian mèjodo gia thn ekpa�deush mia
 m�xh
pou antimetwp�zei tautìqrona to prìblhma th
 epilog 
 qarakthristik¸n kai th
 epilog 
montèlou [23℄. H mèjodo
 sthr�zetai ston sunduasmì mia
 m�xh
 pou lamb�nei upìyhth
 ta exèqonta qarakthristik� twn protÔpwn, kai mia Bayesian mèjodo m�jhsh
 pouektim� ton arijmì twn sunistws¸n th
 m�xh
. H proteinìmenh mèjodo
 akolouje� thn
variational Bayesian prosèggish kai mpore� na beltistopoie� tautìqrona ti
 paramètrou
th
 m�xh
, ton arijmì twn sunistws¸n th
 kai thn shmantikìthta twn qarakthristik¸ntwn dedomènwn. Ta peiramatik� apotelèsmata me teqnht� kai pragmatik� dedomèna uyhl 
di�stash
 apoteloÔn ende�xei
 gia thn apotelesmatikìthta th
 mejìdou.
4.1 Eisagwg H m�xh kanonik¸n katanom¸n apotele� mia eurèw
 qrhsimopoioÔmenh mèjodo se probl matam�jhsh
 qwr�
 ep�bleyh. H prosèggish th
 katanom 
 twn dedomènwn me mia m�xh mpore� naermhneuje� san tautopo�hsh twn om�dwn pou sqhmat�zoun ta dedomèna me ti
 sunist¸se
th
 m�xh
. H ekt�mhsh twn paramètrwn mia
 m�xh
 me kajorismèno arijmì sunistws¸n g�ne-69



tai megistopoi¸nta
 thn pijanof�neia me ton algìrijmo EM   k�poia parallag  tou [58℄.Ektì
 apì ton kajorismì tou arijmoÔ twn sunistws¸n, èna er¸thma pou prokÔptei fusio-logik� e�nai h eÔresh twn exeqìntwn qarakthristik¸n, eidik� se probl mata me dedomènauyhl 
 di�stash
. Diaisjhtik�, ta exèqonta qarakthristik� e�nai eke�na pou dieukolÔnounthn ekpa�deush kai d�noun om�de
 me ti
 epijumhtè
 idiìthte
. 'Oso afor� ti
 m�xei
 kano-nik¸n katanom¸n, ta exèqonta qarakthristik� twn dedomènwn prèpei na perigr�foun miakatanom  pou emfan�zei pollè
 elleiyoeid 
 om�de
, kai se ikanopoihtik  apìstash metaxÔtou
 ¸ste na “diakr�nontai” eÔkola. Se antipar�jesh me ta qarakthristik� pou perigr�-foun dedomèna me omoiìmorfh katanom    katanom  me mia mìno koruf , kai ta opo�a denparèqoun plhrofor�a sqetik� me thn Ôparxh om�dwn sta dedomèna. Tètoia “as manta”qarakthristik� mporoÔn na prokalèsoun sÔgqush kat� thn ekpa�deush aux�nonta
 thnpoluplokìthta tou montèlou, gia parade�gmata de
 [13, 51℄. 'Ena par�deigma qarakthri-stik¸n me diaforetik  shmantikìthta parousi�zetai sto Sq ma 4.1. Shmei¸noume ìti hepilog  twn qarakthristik¸n kai h epilog  tou arijmoÔ twn sunistws¸n e�nai allhloe-xart¸mena probl mata. Qrhsimopoi¸nta
 diaforetik� uposÔnola qarakthristik¸n e�naidunatì na p�roume diaforetikè
 ektim sei
 gia ton arijmì twn om�dwn pou sqhmat�zontai,gia epiplèon sqìlia de
 [27℄. E�nai ep�sh
 anamenìmeno ìti qrhsimopoi¸nta
 perissìteraqarakthristik� mporoÔme na odhghjoÔme se pio polÔploke
 katanomè
 twn dedomènwn, kaisunep¸
 perissìtere
 om�de
. Gia to lìgo autì e�nai shmantikì na epiteuqje� tautìqronhepilog  qarakthristik¸n kai epilog  montèlou.Gia na antimetwp�soume thn epilog  qarakthristik¸n kai montèlou parousi�zoume mia
variational Bayesian mèjodo gia thn ekpa�deush mia
 m�xh
 dÔo epipèdwn, h ekpa�deush th
opo�a
 bas�zetai sthn megistopo�hsh enì
 k�tw fr�gmato
 th
 pijanof�neia
 perijwr�ou.QrhsimopoioÔme to montèlo pou prot�jhke sthn [51℄, dhlad  mia m�xh kanonik¸n katano-m¸n pou enswmat¸nei mia diadikas�a gia ton prosdiorismì twn exeqìntwn qarakthristik¸n,kai h shmantikìthta k�je qarakthristikoÔ metriètai san mia pijanìthta. 'Etsi ìtan aut h pijanìthta pa�rnei timè
 kont� sto mhdèn to qarakthristikì praktik� den lamb�netaiupìyh. Aut  h prosèggish e�nai elkustik , kaj¸
 den apaite� ton diexodikì èlegqo ìlwntwn pijan¸n uposunìlwn twn qarakthristik¸n, pou genik� e�nai anèfikto
. SÔmfwna meto Bayesian pla�sio or�zoume ek twn protèrwn katanomè
 gia ti
 paramètrou
 th
 m�xh
,70



Sq ma 4.1: Didi�stata dedomèna pou èqoun proèljei apì thn m�xh duo kanonik¸n suni-stws¸n. H probol  twn dedomènwn ston orizìntio �xona ja parousi�sei duo om�de
, en¸h probol  tou
 ston katakìrufo �xona mìno mia.kai megistopoioÔme thn katanom  perijwr�ou dojèntwn twn suntelest¸n m�xh
 kai th
shmantikìthta
 twn qarakthristik¸n. Gia thn beltistopo�hsh qrhsimopoioÔme variationalmejìdou
 gia na ex�goume ènan algìrijmo parìmoio tou EM [61℄, akolouj¸nta
 thn pro-sèggish sti
 [6, 24℄.
4.2 Epilog  Qarakthristik¸n gia M�jhsh Qwr�
 Ep�ble-yhTo prìblhma th
 epilog 
 qarakthristik¸n, an kai èqei melethje� ekten¸
 se sqèsh methn taxinìmhsh, mìno prìsfata �rqise na exet�zetai par�llhla me thn omadopo�hsh. DÔobasikè
 prosegg�sei
 èqoun protaje�; sthn prosèggish tou “peritul�gmato
” (wrapper) oalgìrijmo
 omadopo�hsh
 perib�lletai apì ènan algìrijmo epilog 
 enì
 uposunìlou twnqarakthristik¸n. O algìrijmo
 epilog 
 ektele� mia anaz thsh gia thn eÔresh enì
 kaloÔuposunìlou, kai qrhsimopoie� ton algìrijmo omadopo�hsh
 san tm ma th
 sun�rthsh
 pouapotim� to upoy fio uposÔnolo qarakthristik¸n. H deÔterh prosèggish antimetwp�zeithn omadopo�hsh kai thn epilog  qarakthristik¸n tautìqrona, or�zonta
 mia kat�llhlhantikeimenik  sun�rthsh. H beltistopo�hsh aut 
 th
 sun�rthsh
 apofèrei èna uposÔno-71



lo qarakthristik¸n kai thn omadopo�hsh twn dedomènwn ston q¸ro pou or�zoun. Sthnsunèqeia perigr�foume sunoptik� k�poie
 antiproswpeutikè
 mejìdou
.Sthn [27℄ qrhsimopoioÔn thn prosèggish peritul�gmato
. Y�qnoun ston q¸ro twn upo-sunìlwn twn qarakthristik¸n, kai apotimoÔn k�je upoy fio uposÔnolo omadopoi¸nta
ta dedomèna kai qrhsimopoi¸nta
 en suneqe�a k�poio kat�llhlo mètro. Gia na y�xounton q¸ro twn uposunìlwn qrhsimopoioÔn seiriak  pro
 ta emprì
 (forward) anaz thshxekin¸nta
 me to kenì sÔnolo, kai prosjètona
 èna qarakthristikì th for�. Gia na ento-p�soun to kalÔtero uposÔnolo qarakthristik¸n qrhsimopoioÔn to krit rio th
 mègisth
pijanof�neia
. Gia thn omadopo�hsh twn dedomènwn qrhsimopoioÔn mia m�xh kanonik¸nkatanom¸n pou ekpaideÔoun me ton EM. Gia na ektim soun ton arijmì twn sunistws¸nth
 m�xh
 dokim�zoun me th seir� na sugqwneÔsoun duo sunist¸se
, kai qrhsimopoioÔn to
Bayesian Information Criterion gia na epilèxoun to kalÔtero apì thn allhlouq�a montè-lwn pou dhmiourgoÔn.Sthn [51℄ akoloujoÔn thn deÔterh prosèggish kai or�zoun thn shmantikìthta twndedomènwn w
 pijanìthta. QrhsimopoioÔn m�xh kanonik¸n katanom¸n gia thn omadopo�h-sh, kai upojètoun anex�rthta qarakthristik� doje�sh
 mia
 sunist¸sa
. To mètro th
shmantikìthta
 tou qarakthristikoÔ e�nai h pijanìthta me thn opo�a h katanom  twn pa-rathr sewn gia autì to qarakthristikì exart�tai apì ti
 sunist¸se
. An me meg�lhpijanìthta h katanom  twn parathr sewn tou qarakthristikoÔ e�nai parìmoia gia k�jesunist¸sa, tìte to qarakthristikì èqei mikr  shmantikìthta. Gia na ekpaideÔsoun thnm�xh qrhsimopoioÔn to krit rio MML kai mia parallag  tou algor�jmou EM pou mpore�na apale�fei sunist¸se
 apì thn m�xh. 'Opw
 uposthr�zoun sthn [51℄, h mèjodo
 mpore� najewrhje� san MAP prosèggish me improper prior katanomè
 gia tou
 suntelestè
 m�xh
kai thn shmantikìthta twn qarakthristik¸n.Sthn [13℄ prote�noun mia Bayesian mèjodo. QrhsimopoioÔn mia m�xh kanonik¸n katano-m¸n gia thn omadopo�hsh, kai or�zoun suzuge�
 ek twn protèrwn katanomè
 gia ìle
 ti
paramètrou
 th
 m�xh
. Epiplèon jètoun hyperprior katanomè
 sti
 paramètrou
 twn ektwn protèrwn katanom¸n twn kèntrwn kai twn suntelest¸n th
 m�xh
. Qrhsimopoi¸nta
mia ek twn protèrwn katanom  gia ta kèntra pou pa�rnei meg�le
 timè
 ìtan ìla e�nai polÔkont�, prospajoÔn na entop�soun ta as manta qarakthristik� kai na sugkentr¸soun ti
72



ant�stoiqe
 timè
 twn kèntrwn gÔrw apì jèsei
 koinè
 gia ìle
 ti
 sunist¸se
. Gia thnekt�mhsh twn paramètrwn th
 m�xh
 prosfeÔgoun sthn MAP prosèggish.Sthn [53℄ prote�netai h efarmog  th
 an�lush
 kur�wn sunistws¸n, kai sth sunèqeiah ekpa�deush mia
 m�xh
 sta dedomèna pou prob�llontai se k�poie
 apì ti
 kÔrie
 suni-st¸se
. Gia na epilèxoun èna uposÔnolo apì ti
 kÔrie
 sunist¸se
 upojètoun ìti gia ènadedomèno ta pr¸ta k qarakthristik� tou akoloujoÔn mia m�xh kanonik¸n katanom¸n, kaita upìloipa qarakthristik� akoloujoÔn kanonik  katanom . Qeir�zontai to k san tuqa�-a metablht , kai prote�noun èna Bayesian pla�sio me qr sh th
 mejìdou Markov Chain

Monte Carlo.H mèjodo
 pou prote�noume qrhsimopoie� to �dio montèlo pou prot�jhke sthn [51℄ giana perigr�yei thn shmantikìthta twn qarakthristik¸n, all� enopoie� thn epilog  mon-tèlou kai qarakthristik¸n k�tw apì èna koinì Bayesian pla�sio. H Minimum Message

Length prosèggish pou qrhsimopoi jhke sthn [51℄ bas�zetai se èna statistikì krit riokai upìkeitai se di�fore
 aplopoi sei
 kai upojèsei
. H mèjodì
 ma
 qrhsimopoi¸nta
,to Bayesian pla�sio, anamènoume na èqei kalÔterh ep�dosh idia�tera gia arai� sÔnola de-domènwn.Prèpei na shmeiwje� ìti h prosèggis  ma
 sthn epilog  montèlou upojètei mia st�jmishtwn qarakthristik¸n, kai o suntelest 
 st�jmish
 k�je qarakthristikoÔ e�nai o �dio
 giaìle
 ti
 om�de
 twn dedomènwn. Mia diaforetik  prosèggish pou melet jhke sti
 [31, 42℄e�nai h omadopo�hsh se upoq¸rou
, pou upojètei diaforetikoÔ
 suntelestè
 st�jmish
twn qarakthristik¸n gia k�je om�da. 'Etsi k�je om�da diaforopoie�tai apì ti
 upìloipe
se èna idia�tero upoq¸ro.
4.3 'Ena Bayesian Pla�sio gia Epilog  Qarakthristik¸nUpojètoume èna sÔnolo dedomènwn X = {xn|n = 1, . . . , N}, ìpou k�je xn e�nai èna di�-nusma se èna d-di�stato q¸ro, kai jèloume na montelopoi soume aut� ta dedomèna ek-paideÔonta
 mia m�xh kanonik¸n katanom¸n. Epiplèon upojètoume ìti ta qarakthristik�twn dedomènwn e�nai anex�rthta dojènto
 mia
 sunist¸sa
 th
 m�xh
. K�poia apì ta qa-73



rakthristik� mpore� na e�nai as manta gia thn montelopo�hsh en¸ k�poia �lla mpore� nae�nai pio shmantik�. Ant� na jewr soume ìti up�rqei mia austhr  di�krish metaxÔ shmanti-k¸n kai as mantwn qarakthristik¸n, jewroÔme ìti h shmantikìthta enì
 qarakthristikoÔmetriètai san mia pijanìthta. 'Etsi doje�sh
 mia
 sunist¸sa
, jewroÔme ìti èna qarakth-ristikì tou x par�getai apì mia m�xh dÔo monodi�statwn upo-sunistws¸n, ìpw
 prot�jhkesth [51℄. H pr¸th upo-sunist¸sa e�nai diaforetik  gia k�je sunist¸sa th
 m�xh
 kai par�-gei “qr sima” dedomèna, en¸ h deÔterh upo-sunist¸sa e�nai koin  gia ìle
 ti
 sunist¸se
kai par�gei “jorub¸dh” dedomèna.Prote�noume thn enswm�twsh autoÔ tou montèlou sto Bayesian pla�sio pou prot�jhkesthn [24℄ gia thn ekt�mhsh tou arijmoÔ twn sunistws¸n mia
 m�xh
. Upojètoume ìti tosÔnolo X èqei paraqje� apì to grafikì montèlo pou parousi�zetai sto Sq ma 4.2. An hm�xh èqei J sunist¸se
 tìte prìkeitai gia thn parak�tw katanom :
f(x) =

J
∑

j=1

πj

d
∏

i=1

ϕ(xi), (4.1)
ϕ(xi) = wi N (xi;µji, τji) + (1 − wi)N (xi; εi, γi). (4.2)Autì to grafikì montèlo upodhl¸nei thn ex�rthsh mia
 parat rhsh
 xn apì thn j-ost sunist¸sa mèsw mia
 krummènh
 metablht 
 zn

j , ìpou zn
j ∈ {0, 1} kai ∑j z

n
j = 1. An h

xn pro lje apì thn j-ost  sunist¸sa, tìte h tim  th
 zn
j e�nai mon�da, diaforetik� e�naimhdèn. H shmantikìthta enì
 qarakthristikoÔ ekfr�zetai apì ti
 krummène
 metablhtè


sn
i , ìpou sn

i ∈ {0, 1}. An h tim  th
 sn
i e�nai mon�da, tìte to i-ostì qarakthristikì tou

xn èqei proèljei apì thn “qr simh” upo-sunist¸sa, diaforetik� èqei proèljei apì thn
“jorub¸dh”.Dojèntwn twn sunìlwn twn krummènwn metablht¸n Z =

{

zn
j

} kai S = {sn
i }, tadedomèna jewroÔntai ìti e�nai anex�rthta kai pro ljan apì mia kanonik  katanom 

p(X|Z, µ, T, S, ε, γ) =
N
∏

n=1

J
∏

j=1

[

d
∏

i=1

N (xn
i ;µji, τji)

sn
i N (xn

i ; εi, γi)
1−sn

i

]zn
j

. (4.3)Ta sÔnola µ = {µji} kai T = {τji} sugkentr¸noun ta kèntra kai tou
 p�nake
 akribe�a
twn “qr simwn” upo-sunistws¸n. Ant�stoiqa, ε = {εi} kai γ = {γi} e�nai ta sÔnolaparamètrwn twn “jorubwd¸n” upo-sunistws¸n. H katanom  twn krummènwn metablht¸n74



µ

T

π

S

X

Z

w

ε

γ
Jd

J

Nd

dNJSq ma 4.2: Grafikì montèlo gia thn dhmiourg�a dedomènwn apì mia Bayesian m�xh pou pro-blèpei jorub¸dh qarakthristik�. Ta kuklwmèna sÔmbola dhl¸noun tuqa�e
 metablhtè
,diaforetik� dhl¸noun paramètrou
 tou montèlou. Ta pla�sia upodhl¸noun epan�lhyh twnmetablht¸n, kai o arijmì
 twn epanal yewn emfan�zetai sthn k�tw arister  gwn�a k�jeplais�ou.
Z dojèntwn twn suntelest¸n m�xh
 π = {πj}, kai h katanom  twn krummènwn metablht¸n
S doje�sh
 th
 shmantikìthta
 twn qarakthristik¸n w = {wi} e�nai:

p(Z|π) =
N
∏

n=1

J
∏

j=1

π
zn
j

j , (4.4)
p(S|w) =

N
∏

n=1

d
∏

i=1

w
sn
i

i (1 − wi)
1−sn

i . (4.5)H pijanof�neia twn parathroÔmenwn dedomènwn dojèntwn twn paramètrwn upolog�ze-tai perijwriopoi¸nta
 th
 krummène
 metablhtè
 Z kai S apì thn apì koinoÔ katanom 
p(X,Z, S|π, µ, T, w, ε, γ)

p(X|π, µ, T, w, ε, γ) =
N
∏

n=1

J
∑

j=1

πj

d
∏

i=1

ϕ(xn
i ). (4.6)Aut  e�nai h sun jh
 posìthta pou beltistopoie�tai sto pla�sio thn mègisth
 pijano-f�neia
. Wstìso aut  h antikeimenik  sun�rthsh den mpore� na qrhsimopoihje� gia thnepilog  montèlou. 'Etsi den ma
 bohj�ei, afoÔ stìqo
 ma
 e�nai kai o prosdiorismì
tou arijmoÔ sunistws¸n th
 m�xh
. Sthn [51℄ autì to prìblhma antimetwp�zetai qrhsi-mopoi¸nta
 to krit rio Minimum Message Length, par�llhla me mia parallag  tou EMpou mpore� na apale�fei stadiak� sunist¸se
 apì thn m�xh. Sthn mèjodì ma
 uiojetoÔme75



thn prosèggish sthn epilog  montèlou pou prot�jhke sthn [24℄, kai perigr�fhke stoprohgoÔmeno kef�laio. Sugkekrimèna, eis�goume ek twn protèrwn katanomè
 gia ta µ kai
T pou e�nai ant�stoiqa mia kanonik  kai mia g�mma

p(µ) =
J
∏

j=1

d
∏

i=1

N (µji;mi, c), (4.7)
p(T ) =

J
∏

j=1

d
∏

i=1

G(τji;α, β), (4.8)kai oloklhr¸noume w
 pro
 autè
 gia na p�roume thn katanom  perijwr�ou. Oi uper-par�metroi m, c, α kai β elègqoun ti
 ek twn protèrwn katanomè
, kai pa�rnoun timè
pou or�zoun katanomè
 platiè
 kai qwr�
 plhrofor�a. Pio sugkekrimèna, jètoume to m�so me thn mèsh tim  ìlwn twn dedomènwn, en¸ c = α = β = 10−16 pou e�nai mia polÔmikr  tim  kont� sthn akr�beia th
 mhqan 
. H mèjodo
 den ephre�zetai apì tìso mikrè
timè
 twn uper-paramètrwn, giat� ètsi den parèqoun kam�a plhrofor�a. 'Opw
 ja doÔmesthn sunèqeia, ousiastik� den ephre�zoun thn ekt�mhsh twn variational ek twn ustèrwnkatanom¸n. Parathr ste ìti den jèsame ek twn protèrwn katanomè
 ep� twn suntele-st¸n th
 m�xh
 π kai thn shmantikìthta twn qarakthristik¸n w, kai ti
 qeirizìmaste sanparamètrou
 tou montèlou. Jètonta
 k�poiou
 suntelestè
 th
 m�xh
 �sou
 me to mhdènmporoÔme na diagr�foume sunist¸se
, kai ant�stoiqa mhden�zonta
 thn shmantikìthta naupobajm�zoume qarakthristik�.
4.4 Variational Bayesian M�jhsh gia Epilog  Qarakthri-stik¸nGia na aplopoi soume tou
 sumbolismoÔ
 or�zoume to θ = {Z, µ, T, S} na e�nai to sÔnolotwn tuqa�wn metablht¸n kai ϑ = {π, w, ε, γ} to sÔnolo twn paramètrwn. H mèjodo
pou prote�noume ektim� ti
 paramètrou
 ϑ tou montèlou megistopoi¸nta
 thn katanom perijwr�ou p(X|ϑ):

p(X|ϑ) =
∑

Z,S

∫

p(X, θ|ϑ)dµ dT , (4.9)76



w
 pro
 tou
 suntelestè
 m�xh
 π, thn shmantikìthta twn qarakthristik¸n w kai ti
paramètrou
 th
 “jorub¸dou
” sunist¸sa
. Jewr¸nta
 kat�llhle
 ek twn protèrwnkatanomè
 gia ti
 metablhtè
 twn sunistws¸n kai perijwriopoi¸nta
 autè
 anamènoume naexomalÔnoume thn pijanof�neia (4.6), kai na p�roume mia pijanof�neia perijwr�ou pou e�naipio eÔrwsth w
 pro
 thn uper-ekpa�deush. Aut  h mejodolog�a èqei protaje� sthn [24℄ giabeltistopo�hsh w
 pro
 tou
 suntelestè
 π, kai thn epilog  tou arijmoÔ twn sunistws¸nmia
 tupik 
 m�xh
 kanonik¸n katanom¸n me axiìloga apotelèsmata.Epeid  h olokl rwsh sthn (4.9) den g�netai analutik�, qrhsimopoioÔme thn variationalprosèggish pou prote�nei thn megistopo�hsh enì
 k�tw fr�gmato
 L tou logar�jmou th
pijanof�neia
 perijwr�ou:
L[Q, ϑ] =

∑

Z,S

∫

Q(θ) log
p(X, θ|ϑ)

Q(θ)
dµ dT (4.10)

≤ log p(X|ϑ). (4.11)To fr�gma L e�nai sun�rthsh mia
 auja�reth
 katanom 
 Q(θ) pou prosegg�zei thn ektwn ustèrwn katanom  p(θ|X, ϑ). Prokeimènou na megistopoi soume to L uiojetoÔme miadiadikas�a pou ektele� epanalhptik� dÔo b mata: arqik� megistopoie�tai to fr�gma w
pro
 thn Q, kai sth sunèqeia w
 pro
 to ϑ.SÔmfwna me thn prosèggish mean-field, den upojètoume k�poia sugkekrimènh sunar-thsiak  morf  gia thn Q,ektì
 tou ìti e�nai èna ginìmeno th
 morf 

Q(θ) = QZ(Z)Qµ(µ)QT (T )QS(S).Megistopoi¸nta
 to L w
 pro
 thn sunarthsiak  morf  twn QZ , Qµ, QT kai QS, h tupik sunarthsiak  an�lush parèqei lÔsei
 me thn akìloujh genik  morf :
Q(θi) =

exp〈P (X, θ|ϑ)〉k 6=i
∫

exp〈P (X, θ|ϑ)〉k 6=i dθi

, (4.12)ìpou 〈·〉k 6=i dhl¸nei thn anamenìmenh tim  w
 pro
 ti
 katanomè
 Qk(θk) gia ìla ta k 6= i.
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Gia to montèlo ma
 h (4.12) d�nei:
QZ(Z) =

N
∏

n=1

J
∏

j=1

r
zn
j

jn , (4.13)
Qµ(µ) =

J
∏

j=1

d
∏

i=1

N (µji;m
v
ji, c

v
ji), (4.14)

QT (T ) =

J
∏

j=1

d
∏

i=1

G(τji;α
v
ji, β

v
ji), (4.15)

QS(S) =

N
∏

n=1

d
∏

i=1

ρ
sn
i

in (1 − ρin)1−sn
i . (4.16)Oi variational par�metroi rjn, m

v
ji, c

v
ji, α

v
ji, βv

ji kai ρin prokÔptoun apì thn megistopo�hshkai rujm�zoun ti
 katanomè
 pou paragontopoioÔn thn Q. Oi variational par�metroi me thnseir� tou
 or�zontai qrhsimopoi¸nta
 ti
 mèse
 timè
 twn zn
j , µji, τji, sn

i kai sunart sei
aut¸n. Qrhsimopoi¸nta
 thn sunarthsiak  morf  twn QZ , Qµ, QT kai QS mporoÔmena broÔme ti
 ant�stoiqe
 mèse
 timè
, kai na ti
 qrhsimopoi soume stou
 orismoÔ
 twn
variational paramètrwn. Mèta apì pr�xei
 pa�rnoume ti
 epìmene
 exis¸sei
:

rjn =
πj r̃jn

∑J
j=1 πj r̃jn

, (4.17)
r̃jn = exp

{

1

2

d
∑

i=1

ρin

[

ψ(αv
ji) − log βv

ji

]

− 1

2

d
∑

i=1

ρin

αv
ji

βv
ji

[

(

xn
i −mv

ji

)2
+

1

cvji

]

}

, (4.18)
mv

ji =
c mi + (αv

ji/β
v
ji)
∑N

n=1 rjnρinx
n
i

c+ (αv
ji/β

v
ji)
∑N

n=1 rjnρin

, (4.19)
cvji = c+

αv
ji

βv
ji

N
∑

n=1

rjnρin, (4.20)
αv

ji = α +
1

2

N
∑

n=1

rjnρin, (4.21)
βv

ji = β +
1

2

N
∑

n=1

rjnρin

[

(

xn
i −mv

ji

)2
+

1

cvji

]

, (4.22)78



ρin =
wiρ̃in

wiρ̃in + (1 − wi)ξin
, (4.23)

ρ̃in = exp

{

1

2

J
∑

j=1

rjn

[

ψ(αv
ji) − log βv

ji

]

− 1

2

J
∑

j=1

rjn

αv
ji

βv
ji

[

(

xn
i −mv

ji

)2
+

1

cvji

]

}

, (4.24)
ξin = exp

{

−1

2
γi (x

n
i − εi)

2 +
1

2
log γi

}

, (4.25)ìpou ψ(x) = d log Γ(x)/dx. H megistopo�hsh tou L w
 pro
 thn Q stoqeÔei sto na bre-je� èna ikanopoihtikì k�tw fr�gma gia thn logarijmik  pijanof�neia perijwr�ou. An kaih akrib 
 megistopo�hsh tou L w
 pro
 ti
 variational paramètrou
 e�nai adÔnath, afoÔallhloexart¸ntai me mh grammikì trìpo, mporoÔme na ektim soume to fr�gma anane¸-nonta
 epanalhptik� ti
 paramètrou
 qrhsimopoi¸nta
 ti
 (4.17) w
 (4.24). Mia an�loghprosèggish akolouje�tai sthn [24℄.Met� thn megistopo�hsh tou L w
 pro
 thn Q, to deÔtero b ma th
 mejìdou apaite� thnmegistopo�hsh th
 L w
 pro
 ti
 πj, wi, εi kai γi. Mhden�zonta
 ti
 merikè
 parag¸gou
tou L w
 pro
 ti
 paramètrou
, pa�rnoume ti
 akìlouje
 exis¸sei

πj =

1

N

N
∑

n=1

rjn, (4.26)
wi =

1

N

N
∑

n=1

ρin, (4.27)
εi =

∑N
n=1 ρinx

n
i

∑N
n=1 ρin

, (4.28)
1

γi
=

∑N
n=1 ρin(xn

i − εi)
2

∑N
n=1 ρin

. (4.29)H parap�nw diadikas�a twn dÔo bhm�twn epanalamb�netai mèqri na sugkl�nei. H sÔg-klish mpore� na elegqje� exet�zonta
 to variational fr�gma. Mia shmantik  idiìthtaaut 
 th
 diadikas�a
 e�nai ìti den epitrèpei se duo kanonikè
 sunist¸se
 me parìmoie
paramètrou
 na perigr�foun thn �dia om�da dedomènwn. 'Etsi mia apì ti
 dÔo epikrate�kai h �llh apale�fetai. Xekin¸nta
 me èna meg�lo arijmì sunistws¸n, o antagwnismì
metaxÔ tou
 èqei san apotèlesma èna montèlo ìpou oi perittè
 sunist¸se
 èqoun aporri-fje�. Tautìqrona h ananèwsh twn wi epitrèpei ton upologismì th
 shmantikìthta
 twn79



qarakthristik¸n.
4.5 Peir�mataSugkr�name th mèjodì ma
 (thn kaloÔme varFnMS) me thn mèjodo pou èqei protaje�sthn [51℄ (thn kaloÔme FnMs) gia thn omadopo�hsh teqnht¸n kai pragmatik¸n sunì-lwn dedomènwn uyhl 
 di�stash
. Ektelèsame ep�sh
 ta �dia peir�mata me thn mèjodopou èqei protaje� sthn [24℄ (thn kaloÔme varMS). H pr¸th seir� peiram�twn aforoÔsethn omadopo�hsh teqnht¸n dedomènwn. Pio sugkekrimèna, dhmiourg same 9 × 9 eikìne
me diabajm�sei
 tou gkr�zou, ìpou k�je mia perie�qe to sq ma tou qarakt ra “a”   “c”.To sq ma se k�je eikìna topojet jhke se m�a apì ti
 trei
 dunatè
 jèsei
, ètsi ¸ste41 eikonostoiqe�a kat� m ko
 tou or�ou th
 eikìna
 an kan p�nta sto upìbajro. Oi en-t�sei
 twn eikonostoiqe�wn tou upob�jrou pro ljan me deigmatolhy�a apì mia kanonik katanom  N (0.4, 12 · 10−3), kai oi ent�sei
 twn eikonostoiqe�wn tou proskhn�ou apì miakanonik  katanom  N (0.85, 0.4 · 10−3). Sthn sunèqeia ìle
 oi ent�sei
 kanonikopoi jhkansto [0, 1]. Sto Sq ma 4.3(a) emfan�zontai merikè
 apì ti
 eikìne
 pou qrhsimopoi jhkan.E�nai profanè
 ìti up�rqoun èxi om�de
 sta dedomèna (trei
 jèsei
 × duo gr�mmata), kaiìti toul�qiston 41 eikonostoiqe�a den perièqoun plhrofor�a qr simh gia thn omadopo�h-sh, dhlad  antistoiqoÔn se as manta qarakthristik�. Efarmìsame ti
 trei
 mejìdou
 sesÔnola me diaforetikì sunolikì arijmì eikìnwn k�je for�, qrhsimopoi¸nta
 p�nta �soarijmì eikìnwn gia ìle
 ti
 om�de
. Gia k�je sÔnolo ekpa�deush
 ektelèsame to pe�rama10 forè
, ekpaideÔonta
 mia m�xh me 30 arqikè
 sunist¸se
. Gia sÔnola me 180, 240 kai300 eikìne
 h mèjodì
 ma
 entìpise swst� ti
 èxi om�de
 4, 10 kai 10 forè
 ant�stoiqa. Hmèjodo
 FnMs entìpise ti
 èxi om�de
 0, 5 kai 10 forè
 ant�stoiqa, ephreasmènh apì thnme�wsh tou pl jou
 twn eikìnwn. To Sq ma 4.3(b) prosfèrei mia optik  anapar�stashti
 shmantikìthta
 twn qarakthristik¸n ìpw
 prosdior�sthke apì ti
 duo mejìdou
. Hmèjodo
 varMS den kat�fere kam�a for� na ektim sei twn swstì arijmì twn om�dwn,br�skonta
 kat� mèso ìro 12 om�de
 kai gia ta tr�a sÔnola eikìnwn.Gia ta peir�mata se pragmatik� sÔnola dedomènwn qrhsimopoi same thn b�sh “mul-80



    

 
 
 
 

    

 
 
 
 

    

 
 
 
 

    

 
 
 
 

    

 
 
 
 

    

 
 
 
 

    

 
 
 
 

    

 
 
 
 

    

 
 
 
 

    

 
 
 
 

    

 
 
 
 

    

 
 
 
 

    

 

 

 

 

    

 

 

 

 

    

 

 

 

 

    

 

 

 

 

    

 

 

 

 

    

 

 

 

 

(a) (b)Sq ma 4.3: (a) 'Ena de�gma apì ti
 teqnhtè
 eikìne
. (b) H shmantikìthta twn qarakth-ristik¸n ìpw
 ektim jhke apì thn varFnMS sthn p�nw seir�, kai apì thn FnMS sthnk�tw. Apì arister� pro
 ta dexi�, ta apotelèsmata gia ta sÔnola me 180, 240 kai 300eikìne
 ant�stoiqa.
tiple feature database” pou qrhsimopoi jhke sthn [47℄, kai e�nai diajèsimh apì to UCI

repository [11℄. Apotele�tai apì ta qarakthristik� qeirìgrafwn yhf�wn (“0”�“9”), ìpougia k�je kathgor�a up�rqoun 200 parade�gmata d�nonta
 sunolik� 2000 eikìne
. Ta yhf�aanaparist¸ntai me di�fora sÔnola qarakthristik¸n. Eme�
 qrhsimopoi same tr�a sÔnoladedomènwn, to pr¸to perigr�fei ta yhf�a me Zernike moments (47 qarakthristik�), todeÔtero me suntelestè
 Fourier (76 qarakthristik�) kai to tr�to me profile correlations(216 qarakthristik�). H ep�dosh twn algor�jmwn sthn omadopo�hsh metr jhke me to
“sf�lma taxinìmhsh
” se èna anex�rthto sÔnolo elègqou. Gia na to upolog�soume giadoje�sa omadopo�hsh tou sunìlou ekpa�deush
, anajètoume se k�je om�da thn kathgor�apou antistoiqe� sthn pleioyhf�a twn dedomènwn th
. Sthn sunèqeia anajètoume se k�jededomèno elègqou thn kathgor�a th
 om�da
 sthn opo�a an kei kai th sugkr�noume me thnpragmatik  kathgor�a tou. Gia na ektim soume thn anamenìmenh tim  tou sf�lmato
 kaiton anamenìmeno arijmì sunistws¸n ektelèsame k�je pe�rama 20 forè
, qwr�zonta
 tosÔnolo twn dedomènwn sthn mèsh kai diathr¸nta
 thn analog�a twn kathgori¸n gia nadhmiourg soume ta sÔnola ekpa�deush
 kai elègqou. Ta apotelèsmata sugkentr¸nontaistou
 P�nake
 4.1�4.3 gia thn ekpa�deush mia
 m�xh
 me 30, 50 kai 60 arqikè
 sunist¸se
ant�stoiqa.H mèjodì
 ma
 emfan�zei mikrìtero sf�lma, all� qrhsimopoie� perissìtere
 sunist¸-se
 apì thn FnMS. 'Omw
 kai oi dÔo mèjodoi katal goun p�nta se parapl sio arijmì81



P�naka
 4.1: Anamenìmeno sf�lma kai arijmì
 sunistws¸n qrhsimopoi¸nta
 varFnMS,
varMS kaiFnMs, me 30 arqikè
 sunist¸se
. Se parènjesh h ant�stoiqh tupik  apìklish.

Zernike Fourier Profile

varFnMS sf�lma 0.39 (0.07) 0.35 (0.06) 0.13 (0.01)sunist. 26.8 (6.4) 24.6 (7.2) 26.3 (3.7)
varMS sf�lma 0.37 (0.02) 0.34 (0.02) 0.14 (0.01)sunist. 29.5 (0.5) 27.5 (1.2) 27.6 (1.5)
FnMS sf�lma 0.53 (0.02) 0.50 (0.07) 0.77 (0.04)sunist. 10.7 (1.2) 6.1 (0.9) 2.3 (0.7)P�naka
 4.2: Anamenìmeno sf�lma kai arijmì
 sunistws¸n qrhsimopoi¸nta
 varFnMS,

varMS kaiFnMs, me 50 arqikè
 sunist¸se
. Se parènjesh h ant�stoiqh tupik  apìklish.
Zernike Fourier Profile

varFnMS sf�lma 0.37 (0.03) 0.32 (0.02) 0.12 (0.01)sunist. 28.1 (2.3) 25.0 (1.6) 29.6 (2.4)
varMS sf�lma 0.35 (0.02) 0.31 (0.02) 0.11 (0.01)sunist. 44.6 (1.9) 37.6 (2.9) 41.3 (2.1)
FnMS sf�lma 0.53 (0.01) 0.52 (0.03) 0.76 (0.04)sunist. 10.8 (1.1) 5.7 (0.7) 2.3 (0.4)P�naka
 4.3: Anamenìmeno sf�lma kai arijmì
 sunistws¸n qrhsimopoi¸nta
 varFnMS,

varMS kaiFnMs, me 60 arqikè
 sunist¸se
. Se parènjesh h ant�stoiqh tupik  apìklish.
Zernike Fourier Profile

varFnMS sf�lma 0.37 (0.03) 0.30 (0.02) 0.11 (0.01)sunist. 32.8 (2.0) 29.5 (2.7) 35.3 (2.5)
varMS sf�lma 0.33 (0.01) 0.30 (0.02) 0.10 (0.01)sunist. 50.6 (2.3) 41.7 (3.1) 46.7 (2.7)
FnMS sf�lma 0.53 (0.2) 0.52 (0.04) 0.77 (0.04)sunist. 10.9 (0.9) 5.7 (0.8) 2.2 (0.4)82
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Sq ma 4.4: H shmantikìthta twn kat� Zernike moments qrhsimopoi¸nta
 thn varFnMS(arister�) kai thn FnMS (dexi�).sunistws¸n anex�rthta apì ton arqikì tou
 arijmì, opìte oi lÔsei
 pou d�noun e�nai dia-foretikè
 all� sunepe�
. Apì thn �llh meri�, h varMS ephre�zetai apì ton arqikì arijmìsunistws¸n, kai èqei thn t�sh na diathre� ti
 perissìtere
 apì autè
. Ep�sh
 endiafèrongia thn varFnMS e�nai to ìti kaj¸
 o arijmì
 twn qarakthristik¸n aux�nei o arijmì
twn sunistws¸n metab�lletai l�go all� to sf�lma mikra�nei aisjht�. Profan¸
 h mèjo-do
 ekmetalleÔetai to meg�lo pl jo
 qarakthristik¸n gia na belti¸sei thn lÔsh th
, kaiden ephre�zetai apì ara�wsh twn dedomènwn. 'Oso afor� thn ektim¸menh shmantikìth-ta twn qarakthristik¸n parousi�zoume rabdogr�mmata (error-bars) sta Sq mata. 4.4�4.6gia m�xei
 pou arqikopoi jhkan me 30 sunist¸se
. Parathr ste ìti sto Sq ma 4.5 oisuntelestè
 Fourier te�noun na g�noun ligìtero shmantiko� gia thn omadopo�hsh kaj¸
plhsi�zoume ti
 mesa�e
 suqnìthte
, kai sto Sq ma 4.7 h anamenìmenh shmantikìthtaìpw
 ektim�tai apì thn varFnMS parousi�zei èna topikì el�qisto k�je 12 qarakthristi-k�. San èna genikì sqìlio, h FnMS parèqei mikrìtere
 timè
 gia thn shmantikìthta, en¸h varFnMS e�nai pio sunthrhtik .
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Sq ma 4.5: H shmantikìthta twn suntelest¸n Fourier qrhsimopoi¸nta
 thn varFnMS(arister�) kai thn FnMS (dexi�).4.6 Sumper�smataSto kef�laio autì parousi�same mia variational Bayesian mèjodo gia thn ekpa�deush mia
m�xh
, h opo�a mpore� autìmata na kajor�zei ton arijmì twn sunistws¸n kai thn shman-tikìthta twn qarakthristik¸n [23℄. Ta peir�mat� ma
 èdeixan ìti h mèjodo
 uperèqei th
prosèggish
 pou prot�jhke sthn [51℄ kai pou bas�zetai sto Minimum Message Lengthkrit rio ìtan efarmìzetai se arai� sÔnola dedomènwn, kai autì apotele� èndeixh th
 spou-daiìthta
 th
 Bayesian prosèggish
 pou uiojet same. 'Opw
 anamèname, h mèjodo
 poubas�zetai sto Minimum Message Length krit rio qrei�zetai perissìtera dedomèna gia naekmetalleute� pl rw
 to montèlo gia thn shmantikìthta twn qarakthristik¸n. Ep�sh
 hmèjodì
 ma
 parousi�zei pio sunep  sumperifor� apì th mèjodo pou prot�jhke sthn [24℄,ìson afor� ton arijmì twn sunistws¸n pou qrhsimopoioÔntai. Autì  tan anamenìme-no, kaj¸
 h teleuta�a den efarmìzei epilog  qarakthristik¸n, kai gia dedomèna uyhl 
di�stash
 sunant� duskol�e
 kat� thn ekpa�deush.O basikì
 periorismì
 th
 proteinìmenh
 mejìdou e�nai to ìti ta qarakthristik� jew-roÔntai anex�rthta doje�sh
 mia
 sunist¸sa
 th
 m�xh
. Shmantik  mellontik  kateÔjun-sh èreuna
 e�nai h gen�keush tou montèlou, ètsi ¸ste na qrhsimopoie� ènan pl rh p�nakasundiakÔmansh
 gia k�je sunist¸sa th
 m�xh
 kai na e�nai dunat  tautìqrona h ekt�mhshth
 shmantikìthta
 twn qarakthristik¸n. 84
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Sq ma 4.6: H shmantikìthta twn profile correlations qrhsimopoi¸nta
 thn varFnMS (ari-ster�) kai thn FnMS (dexi�).

11 23 35 47 59 71 83 95 107 119 131 143 155 167 179 191 203 215

11 23 35 47 59 71 83 95 107 119 131 143 155 167 179 191 203 215Sq ma 4.7: H mèsh tim  th
 shmantikìthta
 twn profile correlations qrhsimopoi¸nta
 thn
varFnMS (ep�nw) kai thn FnMS (k�tw). K�je st lh antistoiqe� se èna qarakthristi-kì, kai oi ent�sei
 èqoun diabajmiste� ètsi ¸ste to maÔro na antistoiqe� sthn el�qisthanamenìmenh shmantikìthta kai to leukì sthn mègisth.
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Kefalaio 5
Katatmhsh Eikonwn me Mixh KanonikwnKatanomwn
H m�xh kanonik¸n katanom¸n èqei apodeiqje� èna apodotikì ergale�o gia thn montelopo�hshkai thn kat�tmhsh eikìnwn. Wstìso poll� apì ta zht mata pou aforoÔn thn ekt�mhsh twnparamètrwn mia
 m�xh
 gia thn montelopo�hsh eikìnwn den èqoun brei mia kat�llhlh lÔsh,ìpw
 e�nai o arijmì
 twn sunistws¸n th
 m�xh
 kai o meg�lo
 ìgko
 dedomènwn ekpa�deush
gia eikìne
 me tupik  an�lush (p.q. 256×256). Prote�noume thn stadiak  omadopo�hshtwn eikonostoiqeiwn, kai parousi�zoume mia mèjodo pou aux�nei stadiak� to pl jo
 twneikonostoiqe�wn pou qrhsimopoioÔntai gia thn epanalambanìmenh kat�tmhsh th
 eikìna
.Se k�je epan�lhyh th
 mejìdou èqoume enswmat¸sei ènan algìrijmo ekpa�deush
 th
m�xh
 pou bas�zetai sthn variational Bayesian prosèggish, kai antimetwp�zei apodotik�to prìblhma epilog 
 montèlou. Ta peiramatik� apotelèsmata èdeixan ìti h mèjodo
 èqeiikanopoihtikì qrìno ektèlesh
 kai prosarmìzei me epituq�a twn arijmì twn perioq¸n pouqrhsimopoie� sthn poluplokìthta th
 eikìna
.
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5.1 Eisagwg H kat�tmhsh eikìnwn e�nai èna apì ta kentrik� probl mata th
 epexergas�a
 eikìna
, kaiafor� thn omadopo�hsh twn eikonostoiqe�wn qrhsimopoi¸nta
 kat�llhla qarakthristik�tou
 [63℄. To pr¸to b ma gia thn kat�tmhsh mia
 eikìna
 e�nai h exagwg  enì
 dianÔsma-to
 qarakthristik¸n gia k�je eikonostoiqe�o, ìpw
 to qr¸ma, h uf  k.l.p. Sthn sunèqeiaepiqeire�tai h omadopo�hsh twn dianusm�twn aut¸n, kai oi om�de
 pou kajor�zontai prob�l-lontai p�sw ston q¸ro twn eikonostoiqe�wn. Mia prosèggish sthn omadopo�hsh apotele�h qr sh mejìdwn fasmatik 
 omadopo�hsh
 (spectral clustering), ìpw
 gia par�deigmasthn [71℄. Mia diaforetik  prosèggish e�nai h ekt�mhsh th
 katanom 
 twn qarakthristi-k¸n, kai exagwg  om�dwn apì ta qarakthristik� aut 
 th
 statistik 
 anapar�stash
.H statistik  anapar�stash eikìnwn mpore� na g�nei me di�forou
 trìpou
, oi pr¸te
 pro-sp�jeie
 sthr�zontan se istogr�mmata, en¸ argìtera parousi�sthkan mèjodoi basismènoisth m�xh katanom¸n, ìpw
 gia par�deigma sti
 [70, 37℄. H m�xh katanom¸n èqei anagnw-riste� san èna eÔqrhsto ergale�o gia thn montelopo�hsh eikìnwn. Pio sugkekrimèna, miaeikìna jewre�tai san èna sÔnolo perioq¸n, ìpou k�je perioq  anaparist�tai apì mia kano-nik  katanom , kai to sÔnolo ìlwn twn perioq¸n th
 eikìna
 anaparist�tai apì thn m�xhtwn ant�stoiqwn kanonik¸n katanom¸n.'Otan or�zoume th
 perioqè
 th
 eikìna
 jèloume na e�nai ìso dunatìn pio sumpage�
,dhlad  na mhn èqoun pollè
 opè
 kai na mhn apoteloÔntai apì pollè
 mikrìtere
 asÔndete
perioqè
. 'Ena shmantikì z thma e�nai to pw
 ja epib�loume aut  thn qwrik  sunoq , kaimporoÔme na to petÔqoume me dÔo trìpou
. O pr¸to
 e�nai jètonta
 mia kat�llhlh ek twnprotèrwn pijanìthta sti
 paramètrou
 th
 m�xh
 gia na odhghjoÔme sto Spatially Variant

Mixture Model SVMM [69℄. H deÔterh e�nai mia apeuje�a
 antimet¸pish, ìpou h jèshk�je eikonostoiqe�ou mèsa sthn eikìna qrhsimopoie�tai san èna epiplèon qarakthristikìtou kat� thn montelopo�hsh th
 eikìna
. Me autì ton trìpo, gia eikonostoiqe�a poubr�skontai makru� sthn eikìna aux�netai h apìstas  tou
 kai ston q¸ro pou g�netai homadopo�hsh. En¸ gia eikonostoiqe�a pou br�skontai kont� sthn eikìna h apìstas  tou
kajor�zetai mìno apì ta upìloipa qarakthristik�.Se aut  thn ergas�a qrhsimopoioÔme qarakthristik� qr¸mato
 kai jèsh
 gia thn peri-graf  twn eikonostoiqe�wn. Ex�goume ta qarakthristik� tou qr¸mato
 anaparist¸nta
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k�je eikonostoiqe�o me èna tridi�stato di�nusma ston q¸ro qr¸mato
 (L, a, b). Ta qa-rakthristik� jèsh
 k�je eikonostoiqe�ou apoteloÔn èna didi�stato di�nusma me stoiqe�athn gramm  kai thn st lh sthn opo�a br�sketai mèsa sthn eikìna. H antimet¸pish th
kat�tmhsh
 th
 eikìna
 san omadopo�hsh shme�wn autoÔ tou pentadi�statou q¸rou me miam�xh kanonik¸n katanom¸n èqei k�poie
 elkustikè
 idiìthte
. H pr¸th e�nai ìti ta qara-kthristik� jèsh
 perijwriopoioÔntai eÔkola apì thn katanom , kai mporoÔme na p�roumeètsi mia ekt�mhsh gia thn katanom  mìno gia to qr¸ma. H deÔterh e�nai ìti k�je sunist¸sath
 m�xh
 èqei sugkekrimènh jèsh kai kalÔptei sugkekrimèno q¸ro mèsa sthn eikìna. 'EtsimporoÔme na eÔkola na ex�goume mia m�xh gia thn katanom  tou qr¸mato
 se mia auja�rethperioq , qrhsimopoi¸nta
 ti
 sunist¸se
 pou e�nai energè
 se aut  thn perioq . Tèlo
mporoÔme na anajèsoume timè
 sta qarakthristik� qr¸mato
 se perioqè
 th
 eikìna
 pouden èqoun qrhsimopoihje� kat� thn omadopo�hsh. Perijwriopoi¸nta
 ta qarakthristik�qr¸mato
 apì thn m�xh, mporoÔme upolog�soume gia ta eikonostoiqe�a th
 �gnwsth
 pe-rioq 
 thn sunist¸sa me thn megalÔterh ek twn ustèrwn pijanìthta. Sth sunèqeia tou
anajètoume ta qarakthristik� qr¸mato
 pou èqei to kèntro th
 upeÔjunh
 sunist¸sa
.Autì ma
 epitrèpei na ekmetalleutoÔme thn pleon�zousa plhrofor�a twn eikonostoiqe�-wn, kai na ekpaideÔsoume thn m�xh qrhsimopoi¸nta
 mìno èna antiproswpeutikì uposÔnolìtou
. Ta upìloipa eikonostoiqe�a mporoÔme na ta qrhsimopoi soume san èna sÔnolo elèg-qou gia na ektim soume thn “ep�dosh kat�tmhsh
” upolog�zonta
 thn apìstash metaxÔ th
arqik 
 eikìna
 kai th
 “katatmhmènh
”, pou prokÔptei jètonta
 se ìla ta eikonostoiqe�apou an koun sthn �dia sunist¸sa to qr¸ma tou kèntrou th
. AnaptÔssonta
 perissìteroaut n thn idèa prote�noume thn qr sh mia
 mejodolog�a
 “energhtik 
 kat�tmhsh
”, ìpouh ekpa�deush xekin� me èna mikrì uposÔnolo twn dedomènwn kai stadiak� prost�jentai epi-plèon kat�llhla epilegmèna dedomèna kaj¸
 h m�jhsh proqwr�. Me autì ton trìpo e�naidunatì na kataskeu�soume èna antiproswpeutikì montèlo gia thn eikìna qrhsimopoi¸nta
mìno èna mikrì mèro
 twn eikonostoiqe�wn.H proteinìmenh mèjodo
 “energhtik 
 kat�tmhsh
” mpore� na ulopoihje� san èna
 al-gìrijmo
 peritul�gmato
 (wrapper) gÔrw apì ènan algìrijmo omadopo�hsh
 ton opo�o anti-metwp�zei san “maÔro kout�”. 'Ena shmantikì prìblhma tou algìrijmou omadopo�hsh
 pouprèpei na antimetwpiste� e�nai h epilog  tou arijmoÔ twn om�dwn. H qr sh th
 m�xh
 gia88



thn omadopo�hsh ma
 epitrèpei na qrhsimopoi soume k�poie
 apì ti
 mejìdou
 pou èqounprotaje� gia thn tautìqronh ekpa�deush th
 m�xh
 kai thn epilog  tou arijmoÔ sunistws¸nth
, ìpw
 sti
 [24, 29℄. Wstìso epilègoume ton algìrijmo auxhtik 
 m�jhsh
 basismènh
sthn di�spash sunistws¸n pou anaptÔxame sthn Enìthta 3.5, afoÔ h stadiak  mèjodo
prosj kh
 sunistws¸n sun�dei perissìtero me thn stadiak  prosj kh dedomènwn.
5.2 Energhtik  Kat�tmhshH mèjodo
 kat�tmhsh
 pou prote�noume e�nai epanalhptik , kai k�je epan�lhy  th
 apo-tele�tai apì duo st�dia. Sto pr¸to efarmìzetai o algìrijmo
 ekpa�deush
 mia m�xh
kanonik¸n katanom¸n me èna periorismèno sÔnolo shme�wn, ta opo�a apoteloÔn ta qara-kthristik� epilegmènwn eikonostoiqe�wn. 'Etsi prokÔptei mia m�xh kanonik¸n katanom¸n.Sto deÔtero st�dio o algìrijmo
 energhtik 
 kat�tmhsh
 qrhsimopoie� thn m�xh gia kata-tm sei thn eikìna kai na epilèxei epiplèon eikonostoiqe�a, ta qarakthristik� twn opo�wnprost�jentai sto sÔnolo ekpa�deush
.O algìrijmo
 ekpa�deush
 th
 m�xh
 pou qrhsimopoioÔme akolouje� thn variational

Bayesian mèjodo jètonta
 kat�llhle
 ek twn protèrwn katanomè
 sti
 paramètrou
 th
,pou epib�lloun ton antagwnismì metaxÔ twn sunistws¸n gia thn epikr�ths  tou
 se miaperioq . Oi suntelestè
 m�xh
 twn pleonazìntwn sunistws¸n mikra�noun suneq¸
, mè-qri pou mhden�zontai kai oi ant�stoiqe
 sunist¸se
 praktik� apale�fontai apì thn m�xh.Wstìso o algìrijmo
 den epitrèpei se ìle
 ti
 sunist¸se
 na antagwn�zontai tautìqrona.Se k�je epan�lhy  tou epilègei mia sunist¸sa thn opo�a diasp� kat�llhla se dÔo nèe
sunist¸se
, sti
 opo�e
 efarmìzetai variational Bayesian m�jhsh en¸ oi upìloipe
 diath-roÔntai stajerè
. Autì ma
 d�nei thn dunatìthta na jèsoume ek twn protèrwn katanomè
sti
 paramètrou
 twn nèwn sunistws¸n qrhsimopoi¸nta
 plhrofor�a apì thn sunist¸sapou diasp�sthke. Mia leptomer 
 perigraf  aut 
 th
 variational Bayesian prosèggish
me topik  epilog  montèlou parat�jetai sto Kef�laio 3.'Estw S = {xn} to sÔnolo twn N shme�wn th
 arqik 
 eikìna
, ìpou xn an keiston pentadi�stato q¸ro pou or�zoun to qr¸ma (L, a, b) kai h jèsh (gramm , st lh) twn89



eikonostoiqe�wn. H efarmog  th
 mejìdou ekpa�deush
 me autì to sÔnolo dedomènwn ma
d�nei mia m�xh J kanonik¸n katanom¸n
p(xn) =

J
∑

j=1

πjN (xn|µj,Σj) (5.1)ìpou µj e�nai to kèntro kai Σj o p�naka
 sundiakÔmansh
 th
 j-ost 
 sunist¸sa
, kai oisuntelestè
 th
 m�xh
 πj e�nai jetiko� kai ajro�zoun sthn mon�da. Gia k�je sunist¸sa
j th
 m�xh
 mporoÔme na upolog�soume thn upeujhnìtht� th
 dojènto
 enì
 shme�ou xn,dhlad  thn ek twn ustèrwn pijanìthta

p(j|xn) =
πjN (xn|µj,Σj)

p(xn)
. (5.2)Sth sunèqeia mporoÔme na omadopoi soume ta dedomèna ekpa�deush
 se J om�de
 S1, . . . , SJ ,ìpou èna shme�o xn an kei sthn S̂ an

̂ = arg max
j
p(j|xn). (5.3)H kat�tmhsh th
 eikìna
 qrhsimopoi¸nta
 thn m�xh p mpore� na jewrhje� w
 mia apeikìnish

f : xn ∈ S → f(xn; p) ∈ S∗, sÔmfwna me thn opo�a gia na kataskeu�soume thn katatmh-mènh eikìna anajètoume se k�je shme�o xn ∈ S pou an kei sthn om�da Sj to qr¸ma pouperièqetai sto µj, ètsi dhmiourgoÔme to sÔnolo S∗ twn shme�wn th
 katamhmènh
 eikìna
.O algìrijmo
 ekpa�deush
 th
 m�xh
 mpore� na efarmoste� sto sÔnolo th
 eikìna
,wstìso gia na epitaqÔnoume thn ektèles  tou efarmìzoume mia diaforetik  prosèggish.Pio sugkekrimèna, epilègoume èna mikrì antiproswpeutikì sÔnolo shme�wn, ìpou h deig-matolhy�a g�netai omoiìmorfa w
 pro
 thn jèsh tou
. Me ta shme�a aut� ekpaideÔoumemia m�xh kanonik¸n katanom¸n. Sthn sunèqeia epilègoume epiplèon shme�a me èna kat�l-lhlo krit rio, kai ta prosjètoume sto sÔnolo ekpa�deush
. Met� epanalamb�noume thnekpa�deush th
 m�xh
 sto epauxhmèno sÔnolo shme�wn, arqikopoi¸nta
 ti
 paramètrou
th
 m�xh
 sti
 timè
 pou proèkuyan apì thn prohgoÔmenh ektèlesh tou algìrijmou ekpa�-deush
. Aut  h diadikas�a epanalamb�netai suneq¸
, mèqri na ikanopoihje� èna krit riotermatismoÔ.H epilog  twn shme�wn pou prost�jontai sto sÔnolo ekpa�deush
 bas�zetai sthn te-tragwnik  apìstash e(xn) twn shme�wn pou perigr�foun to n-ostì eikonostoiqe�o prin kai90



met� thn kat�tmhsh, dhlad  e(xn) = ||xn − f(xn; p)||2. Se k�je epan�lhyh prosjètoumeta K shme�a me thn megalÔterh apìstash. Gia na termatiste� aut  h diadikas�a ajro�zoumeti
 tetragwnikè
 apost�sei
 ìlwn twn shme�wn th
 eikìna
, kai an to tetragwnikì sf�l-ma aux jhke aporr�ptoume thn trèqousa m�xh kai uiojetoÔme aut  pou ekpaideÔthke sthnprohgoÔmenh epan�lhyh. An autì sumbe� tèsseri
 forè
 suneqìmena tìte termat�zoumeton algìrijmo.O proteinìmeno
 algìrijmo
 sunoy�zetai sta akìlouja b mata:1. 'Estw S = {sn| n = 1, . . . , N} to sÔnolo ìlwn twn shme�wn th
 eikìna
.2. Jètoume t = 0 kai E = ∞.3. Kataskeu�zoume mia m�xh p0 me mia sunist¸sa gia to S.4. Epilègoume omoiìmorfa w
 pro
 thn jèsh tou
 K0 shme�a tou S,kai dhmiourgoÔme to X.5. DhmiourgoÔme to sÔnolo Y = S−X.6. Jètoume t = t+1, kai ekpaideÔoume mia m�xh pt gia to X arqikopoi¸nta
me thn pt−1.7. Upolog�zoume to Et=
∑

s∈S ||s−f(s; pt)||2.8. An Et ≥Et−1, tìte jètoume Et =Et−1, pt = pt−1,kai katagr�foume thn apotuq�a.9. An apotÔqoume tèsseri
 forè
 suneqìmena termat�zoume ton algìrijmo.10. Gia k�je y ∈ Y upolog�zoume to e(y)=||y−f(y; pt)||2.11. Epilègoume ta K shme�a y∈Y me thn megalÔterh apìstash e(y),kai dhmiourgoÔme to sÔnolo Ymax.12. Anane¸noume ta X = X ∪Ymax kai Y = Y −Ymax.13. Epistrèfoume sto b ma 6. 91



Aut  h energhtik  prosèggish sthn kat�tmhsh epitaqÔnei shmantik� thn ekpa�deushth
 m�xh
, kaj¸
 ti
 perissìtere
 forè
 qrhsimopoie�tai mìno èna mikrì mèro
 twn de-domènwn gia thn ekt�mhsh twn paramètrwn th
. Epiplèon se k�je epan�lhyh pa�rnoumemia kat�tmhsh pou bas�zetai se perissìtera eikonostoiqe�a, ètsi prokÔptei mia diadoq katatm sewn me auxanìmenh plhrofor�a.
5.3 Peir�mataGia na elègxoume thn ep�dosh th
 proteinìmenh
 mejìduo, diex�game peir�mata me teqnhtè
kai fusikè
 eikìne
. Gia k�je eikìna akolouj same ta parak�tw b mata. Pr¸ta dhmiour-g same to sÔnolo me ta qarakthristik� qr¸mato
 kai jèsh
 gia ìla ta eikonostoiqe�a,kai sth sunèqeia ta tupopoi same ¸ste h katanom  k�je qarakthristikoÔ na èqei mèshtim  mhdèn kai tupik  apìklish èna. Sthn sunèqeia efarmìsame ton algìrijmo kat�tmh-sh
 pou parousi�same sthn prohgoÔmenh enìthta. Se k�je ektèlesh, to arqikì sÔnoloekpa�deush
 perie�qe K0 = 500 shme�a, kai se k�je epan�lhyh tou algor�jmou prosjètame
K = 100 shme�a.Sto Sq ma 5.1 emfan�zetai h kat�tmhsh duo teqnht¸n eikìnwn me diast�sei
 128×128(p�nw) kai 128×64 (k�tw). Gia na emfan�soume ti
 sunist¸se
 th
 m�xh
 kai ta shme�apou epilèqjhkan qrhsimopoi same mìnon ta qarakthristik� jèsh
 twn shme�wn. Gia thnep�deixh th
 kat�tmhsh
 se fusikè
 eikìne
, qrhsimopoi same dÔo eikìne
 apì thn b�sh ei-kìnwn Berkley Segmentation Data Set (BSDS) [55℄ me diast�sei
 481×321. To Sq ma 5.2parousi�zei thn kat�tmhsh th
 eikìna
 #253036 (p�nw) kai #118035 (k�tw). H kat�tmh-sh th
 pr¸th
 eikìna
 ègine me mia m�xh 13 kanonik¸n sunistws¸n qrhsimopoi¸nta
 1000shme�a. H kat�tmhsh th
 deÔterh
 eikìna
 ègine me mia m�xh 8 kanonik¸n sunistws¸nqrhsimopoi¸nta
 800 shme�a.O P�naka
 5.1 sugkentr¸nei to tetragwnikì sf�lma kai ton arijmì twn om�dwn gia k�-je epan�lhyh. Gia lìgou
 sÔgkrish
 emfan�zontai kai oi metr sei
 gia mia parallag  toualgor�jmou kat�tmhsh
, ìpou ta shme�a epilègontai omoiìmorfa se k�je tou epan�lhyh.'Opw
 fa�netai h proteinìmenh mèjodo
 qrhsimopoie� perissìtera shme�a kai perissìtere
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(b)(a) (c)Sq ma 5.1: DÔo teqnhtè
 eikìne
. (a) Arqik  eikìna. (b) Ta epilegmèna shme�a kai oisunist¸se
 th
 m�xh
. (c) H kat�tmhsh th
 eikìna
 qrhsimopoi¸nta
 thn m�xh.om�de
 gia thn kat�tmhs  tou
. 'Opw
 anamenìtan me�wse polÔ to tetragwnikì sf�lma,sqedìn sto misì th
 arqik 
 tou tim 
. Ant�jeta h tuqa�a mèjodo
 epilog 
 stam�th-se polÔ gr gora, qrhsimopoi¸nta
 l�ge
 om�de
 kai shme�a. H kat�tmhsh th
 pr¸th
eikìna
 ègine me mia m�xh 5 kanonik¸n sunistws¸n qrhsimopoi¸nta
 700 shme�a. H kat�-tmhsh th
 deÔterh
 eikìna
 ègine me mia m�xh 4 kanonik¸n sunistws¸n qrhsimopoi¸nta
600 shme�a. Tautìqrona to tetragwnikì sf�lma mei¸jhke polÔ l�go. Autì apotele� èn-deixh ìti epilègonta
 omoiìmorfa l�ga shme�a h plhrofor�a pou èqoume gia thn eikìnaden aux�netai arket� gia na belti¸soume thn ekt�mhs  ma
. Profan¸
 qrei�zetai k�jefor� na epilègoume tuqa�a polÔ perissìtera stoiqe�a gia na p�roume mia pio leptomer kat�tmhsh. Shmei¸noume ìti to sunolikì pl jo
 twn stoiqe�wn k�je eikìna
  tan th
 t�-xh
 twn 140000, wstìso e�qame thn lÔsh gia thn kat�tmhsh th
 eikìna
 se merik� lept�qrhsimopoi¸nta
 ènan tupikì proswpikì upologist .
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 eikìne
 apì thn b�sh BSDS. Sthn arister  st lh oi arqikè
eikìne
, kai sth dexi� st lh oi katatmhmène
 eikìne
.P�naka
 5.1: SÔgkrish th
 proteinìmenh
 mejìdou epilog 
 me thn omoiìmorfh tuqa�aepilog . Gia k�je epan�lhyh emfan�zetai to tetragwnikì sf�lma kai se parènjesh oarijmì
 twn om�dwn.
BSDS #253036 BSDS #118035energhtik  tuqa�a energhtik  tuqa�a1516.2 (4) 1516.2 (4) 1143.7 (4) 1143.7 (4)1163.2 (6) 1300.6 (5) 1017.5 (5) 1047.7 (4)1099.0 (7) 1276.8 (5) 840.3 (6)903.6 (9) 827.4 (8)800.5 (11)744.5 (13) 94



5.4 Sumper�smataAntimetwp�same to prìblhma th
 kat�tmhsh
 eikìnwn me thn qr sh mia
 m�xh
 kanonik¸nkatanom¸n san prìblhma omadopo�hsh
, kai prote�name mia epanalhptik  mèjodo kat�tmh-sh
 pou ekmetalleÔetai èna uposÔnolo twn eikonostoiqe�wn. Se k�je epan�lhyh h mèjo-do
 belti¸nei thn trèqousa omadopo�hsh epilègonta
 me èna kat�llhlo krit rio epiplèoneikonostoiqe�a, ta opo�a prosjètei sto sÔnolo ekpa�deush
 th
 m�xh
. Par�llhla, qrhsi-mopoi¸nta
 thn variational Bayesian mejodolog�a tou Kefala�ou 3 gia thn ekpa�deush th
m�xh
 antimetwp�same epituq¸
 to prìblhma th
 epilog 
 tou arijmoÔ twn sunistws¸n,kai kat� sunèpeia tou arijmoÔ twn perioq¸n th
 kat�tmhsh
. H peiramatik  efarmog  th
mejìdou se èna di�fore
 eikìne
 èdwse ikanopoihtik� apotelèsmata, kaj¸
  tan gr gorhqwr�
 na jusi�zei thn poiìthta th
 kat�tmhsh
.'Ena z thma pou ax�zei perissìterh melèth e�nai to krit rio epilog 
 twn stoiqe�wnpou prosjètoume sto sÔnolo ekpa�deush
. Prote�name thn qr sh th
 apìstash
 metaxÔth
 arqik 
 kai th
 katatmhmènh
 eikìna
, kai mia profan 
 enallaktik  epilog  e�nai hdiafor� th
 pijanof�neia
. Wstìso ja prèpei na doje� b�ro
 se krit ria pou epikentr¸-nontai thn poiìthta kat�tmhsh
. Ep�sh
 h mèjodo
 mpore� na efarmoste� qwr�
 allag kai gia epiplèon qarakthristik� ektì
 tou qr¸mato
, ìpw
 e�nai h uf . H enswm�tws  tè-toiwn qarakthristik¸n �sw
 belti¸sei to krit rio gia thn energ  epilog  eikonostoiqe�wn.'Ena �llo qarakthristikì th
 mejìdou pou ax�zei perissìterh prosoq  e�nai ìti par�geimia diadoq  apì katatm sei
 auxanìmenh
 poluplokìthta
. Sti
 efarmogè
 omadopo�hsh
sunìlou eikìnwn kai anaz thsh
 eikìnwn se b�sei
 e�nai sunhjismènh taktik  h sÔgkrishtwn eikìnwn na bas�zetai se sÔgkrish twn m�xewn pou montelopoioÔn thn katanom  tou
,ìpw
 gia par�deigma sti
 [70, 37℄. MporoÔme �sw
 na ekmetalleutoÔme thn allhlouq�atwn anaparast�sewn pou d�nei h proteinìmenh mèjodo
 gia na d¸soume èmfash e�te sthntaqÔthta e�te sthn leptomèreia twn apaitoÔmenwn sugkr�sewn. Mia �llh ekdoq  e�nai h dh-miourg�a mia
 ierarq�a
 apì omadopoi sei
 pou prokÔptei qrhsimopoi¸nta
 anaparast�sei
diaforetik 
 poluplokìthta
 gia k�je ep�pedo.
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Kefalaio 6
Auxhtikh Majhsh me to NeurwnikoDiktuo PRBF

To pijanotikì d�ktuo aktinik¸n sunart sewn b�sh
 (PRBF) apotele� mia pijanotik  pa-rallag  tou neurwnikoÔ diktÔou RBF gia probl mata taxinìmhsh
, h opo�a epekte�nei thntupik  m�xh kanonik¸n katanom¸n epitrèponta
 se ìle
 ti
 kathgor�e
 na moir�zontai ti
�die
 sunist¸se
 th
 m�xh
. H tupik  mèjodo
 ekpa�deush
 tou PRBF gia taxinìmhshqrhsimopoie� ton algìrijmo EM kai to telikì d�ktuo exart�tai apì thn arqikopo�hs  tou.Sto parìn kef�laio parousi�zoume mia mèjodo gia thn auxhtik  ekpa�deush tou diktÔou
PRBF [22℄. H proteinìmenh mèjodo
 xekin� me mia mìno sunist¸sa, kai stadiak� prosjèteiperissìtere
 sunist¸se
 se kat�llhla epilegmène
 jèsei
 sto q¸ro dedomènwn. H pro-sj kh mia
 epiplèon sunist¸sa
 bas�zetai se èna krit rio gia ton entopismì mia
 perioq 
tou q¸rou dedomènwn pou e�nai shmantik  apì thn skopi� th
 taxinìmhsh
. Met� apì thnprosj kh ìlwn twn sunistws¸n, h mèjodo
 diasp� k�je sunist¸sa se upo-sunist¸se
pou k�je mia antistoiqe� se diaforetik  kathgor�a.
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6.1 Eisagwg 'Ena apì ta jemeli¸dh probl mata sthn mhqanik  m�jhsh e�nai h taxinìmhsh. Prìkeitai giathn dhmiourg�a enì
 taxinomht  gia prìtupa �gnwsth
 kathgor�a
, dojènto
 enì
 sunìlouekpa�deush
 me taxinomhmèna prìtupa, dhlad  prìtupa gnwst 
 kathgor�a
. K�je prìtupoan kei se mia kathgor�a, kai ìle
 oi dunatè
 kathgor�e
 e�nai gnwstè
. Mia statistik prosèggish sto prìblhma th
 taxinìmhsh
 e�nai h dhmiourg�a enì
 montèlou pou ektim� thnkatanom  p(x|k) twn protÔpwn doje�sh
 th
 kathgor�a
 k kai ant�stoiqh ek twn protèrwnkatanom  P (k) gia k�je kathgor�a k. Sthn sunèqeia, qrhsimopoi¸nta
 to je¸rhma tou
Bayes upolog�zontai oi ek twn ustèrwn katanomè
 P (k|x):

P (k|x) =
p(x|k)P (k)
∑

ℓ p(x|ℓ)P (ℓ)
. (6.1)Prokeimènou na taxinomhje� èna �gnwsto prìtupo x, sÔmfwna me ton kanìna taxinìmhsh
tou Bayes epilègetai h kathgor�a me thn mègisth ek twn ustèrwn pijanìthta P (k|x).Mia sumbatik  prosèggish sthn ekt�mhsh twn katanom¸n doje�sh
 th
 kathgor�a
 e�-nai k�je katanom  kathgor�a
 p(x|k) na ektim�tai qrhsimopoi¸nta
 mia xeqwrist  m�xhkatanom¸n. 'Opw
 èqei  dh anaferje� sta prohgoÔmena kef�laia, mia m�xh katanom¸n [58℄e�nai èna
 grammikì
 sunduasmì
 q katanom¸n, ìpou q(x) =

∑J
j=1wjfj(x). Oi suntele-stè
 m�xh wj e�nai mh-arnhtiko� kai ajro�zoun sthn mon�da, en¸ oi sunist¸se
 fj th
 m�xh
e�nai sun jw
 kanonikè
 katanomè
. Aut  h mèjodo
 ektim� thn katanom  k�je kathgor�-a
 anex�rthta apì ti
 �lle
, jwr¸nta
 mìno ta prìtupa ekpa�deush
 th
 sugkekrimènh
kathgor�a
. Sthn per�ptwsh pou upojèsoume mia kanonik  sunist¸sa kentrarismènh sek�je prìtupo, tìte èqoume to pijanotikì montèlo pou prot�jhke sthn [73℄. Autì tomontèlo upojètei p�ra pollè
 sunist¸se
, den apaite� idia�terh ekpa�deush kai h ep�dos tou exart�tai apì ton euretikì kajorismì ti
 akt�na
 twn kanonik¸n sunistws¸n.To d�ktuo PRBF [76, 77, 79℄ apotele� mia enallaktik  prosèggish gia thn ekt�mhsh twnkatanom¸n kathgor�a
. E�nai èna neurwnikì d�ktuo RBF[10℄ prosarmosmèno na d�nei sti


k exìdou
 tou ti
 ant�stoiqe
 katanomè
 kathgor�a
 p(x|k). AfoÔ prìkeitai gia d�ktuotÔpou RBF, oi sunist¸se
 tou (sunart sei
 b�sh
) moir�zontai metaxÔ twn kathgori¸n,kai k�je katanom  kathgor�a
 ektim�tai qrhsimopoi¸nta
 ìla ta diajèsima prìtupa kai ìqimìno ta prìtupa th
 sugkekrimènh kathgor�a
, ìpw
 g�netai se mia tupik  m�xh kanonik¸n97



katanom¸n. Prokeimènou na ekpaideÔsoume to d�ktuo efarmìzoume ton algìrijmo EMgia thn megistopo�hsh th
 pijanof�neia
 twn dedomènwn w
 pro
 ti
 paramètrou
 toudiktÔou [26, 57, 10, 77℄. Epiplèon sÔmfwna me thn [78℄ h genikeutik  ikanìthta tou diktÔoubelti¸netai an met� apì thn ekpa�deush oi sunist¸se
 diasp¸ntai, ètsi ¸ste oi nèe
 upo-sunist¸se
 pou prokÔptoun na mhn e�nai koinè
 gia ìle
 ti
 kathgor�e
. Ja anaferìmastese aut  thn prosèggish w
 ierarqik  ekpa�deush tou PRBF.'Ena shmantikì jèma sthn ekpa�deush tou PRBF e�nai h arqikopo�hsh twn sunistws¸ntou, epeid  ephre�zei to shme�o sÔgklish
 tou EM. 'Opw
 xèroume o EM e�nai èna
 algì-rijmo
 topik 
 anaz thsh
, opìte e�nai egguhmènh h sÔgklis  tou se èna topikì mègistoth
 pijanof�neia
 to opo�o ìmw
 mpore� na br�sketai makri� apì to olikì mègisto, de
gia par�deigma thn [9℄. H ep�drash th
 arqikopo�hsh
 sthn ep�dosh th
 mejìdou f�netaikai sta peiramatik� apotelèsmata pou parajètoume se epìmenh enìthta. Mia merik  lÔshe�nai h pollapl  epanekk�nhsh tou EM me diaforetikè
 arqikopoi sei
, kai h diat rhshth
 kalÔterh
 lÔsh
. Mia �llh prosèggish e�nai h efarmog  tou algor�jmou k-means(pou qrhsimopoie�tai suqn� sthn ekpa�deush tou diktÔou RBF) gia thn eÔresh apodekt¸narqik¸n tim¸n. Wstìso to prìblhma metafèretai ètsi sthn arqikopo�hsh tou k-means.Epiplèon to k�nhtrì ma
 e�nai na antimetwp�soume to prìblhma th
 arqikopo�hsh
 me ènantrìpo pou ja pro�gei thn taxinìmhsh. Autì den e�nai dunatì me kanèna algìrijmo omado-po�hsh
, afoÔ den mpore� na l�bei upìyh tou plhrofor�a gia ti
 kathgor�e
.Gia na antimetwp�soume to prìblhma th
 arqikopo�hsh
 prote�noume mia auxhtik  mè-jodo ekpa�deush
 gia to PRBF d�ktuo, ìpou oi sunist¸se
 prosjètontai seiriak� seepilegmèna shme�a tou q¸rou dedomènwn [22℄. H basik  idèa e�nai h topojèthsh twn su-nistws¸n kont� sto ìrio apìfash
. To ìrio apìfash
 enì
 taxinomht  diaire� twn q¸rotwn dedomènwn se mh epikaluptìmene
 perioqè
, oi opo�e
 antistoiqoÔn se diaforetikè
 ka-thgor�e
. Anamènoume ìti mia kal  ekt�mhsh twn katanom¸n kathgori¸n gÔrw apì to ìrioapìfash
 e�nai arket  gia na exasfal�sei kal  genikeutik  ikanìthta. Prìsfate
 mèjodoipou epikentr¸nontai sto ìrio apìfash
 tou RBF taxinomht  perigr�fontai sti
 [54, 62℄.H mèjodo
 pou prote�noume e�nai nteterministik , den exart�tai apì thn arqikopo�hsh toudiktÔou, kai mpore� eÔkola na sunduaste� me krit ria epilog 
 montèlou prokeimènou nabreje� kai o kat�llhlo
 arijmì
 twn sunistws¸n tou diktÔou. Ta peiramatik� apotelè-98



smata de�qnoun ìti h mèjodo
 e�nai an¸terh th
 ierarqik 
 ekpa�deush
 tou PRBF [78℄,kai èqei sugkr�simh ep�dosh me mejìdou
 basismène
 se Support Vector Machines (SVM)[25℄.Prèpei na shmei¸soume ìti di�fore
 mèjodoi [65, 49, 84, 43, 44℄ èqoun protaje� giathn auxhtik  ekpa�deush tou RBF diktÔou, kai bas�zontai ep�sh
 sthn idèa th
 stadiak 
prosj kh
 sunistws¸n kat� thn ekpa�deush. Wstìso autè
 oi mèjodoi epikentr¸nontaise seiriak� dedomèna (on-line m�jhsh) kai se probl mata palindrìmhsh
 (prosèggish
sunart sewn). Den e�nai xek�jaro to p¸
 mporoÔn na prosarmostoÔn autè
 oi mèjodoi stopla�sio tou PRBF, to opo�o e�nai mia statistik  mèjodo
 sto prìblhma th
 taxinìmhsh
,kai èqei jemeli¸dei
 diaforè
 kai se sqèsh me to montèlo pou qrhsimopoie�tai (to opo�oe�nai mia m�xh kanonik¸n katanom¸n) kai se sqèsh me to prìblhma pou epilÔei. Gia autì hprosèggish pou prote�noume e�nai polÔ diaforetik .
6.2 To Pijanotikì D�ktuo RBF gia TaxinìmhshJewroÔme èna prìblhma taxinìmhsh
 me K kathgor�e
, ìpou K e�nai gnwstì kai k�jeprìtupo an kei se mia kai mìno kathgor�a. Ma
 d�netai èna sÔnolo dedomènwn ekpa�deush

X = {(x(n), y(n)), n = 1, . . . , N} ìpou x(n) e�nai èna d-di�stato prìtupo, kai y(n) e�nai miaetikèta k ∈ {1, . . . , K} pou de�qnei thn kathgor�a tou protÔpou x(n). To arqikì sÔnolo
X mpore� na qwriste� qrhsimopoi¸nta
 ti
 etikète
 se K anex�rthta uposÔnola Xk, ètsi¸ste k�je uposÔnolo perièqei mìno prìtupa th
 ant�stoiqh
 kathgor�a
. 'Estw Nk oarijmì
 twn protÔpwn th
 kathgor�a
 k, dhlad  Nk = |Xk|.Upojètoume ìti èqoume èna d�ktuo me M sunart sei
 b�sh
 oi opo�e
 e�nai katanomè
,ìpw
 sto Sq ma 6.1. Sto d�ktuo PRBF ìle
 oi sunist¸se
 tou fj(x) = p(x|j) qrhsimo-poioÔntai gia thn ekt�mhsh twn upì sunj kh katanom¸n ìlwn twn kathgori¸n, jewr¸nta
ìti ìle
 oi sunist¸se
 br�skontai se mia koin  dexamen  (common-pool) [76, 77℄. Opìtek�je katanom  kathgor�a
 p(x|k) montelopoie�tai me mia m�xh th
 morf 
:

p(x|k) =
M
∑

j=1

πjkfj(x), k = 1, . . . , K (6.2)ìpou fj(x) e�nai h sustatik  katanom  j, en¸ oi suntelestè
 m�xh
 πjk apoteloÔn thn99
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Sq ma 6.1: To pijanotikì d�ktuo RBF.ek twn protèrwn pijanìthta me thn opo�a èna prìtupo proèrqetai apì thn sunist¸sa jdojènto
 ìti an kei sthn kathgor�a k. Oi suntelestè
 e�nai mh-arnhtiko� kai ajro�zontaisthn mon�da ∑M
j=1 πjk = 1, k = 1, . . . , K. Mìli
 upologistoÔn oi èxodoi p(x|k) tou di-ktÔou, h kathgor�a enì
 �gnwstou protÔpou x kajor�zetai qrhsimopoi¸nta
 ton kanìnaapìfash
 tou Bayes, dhlad  to x anat�jetai sthn kathgor�a me thn mègisth ek twn ustè-rwn pijanìthta P (k|x) pou upolog�zetai apì thn (6.1). Oi apaitoÔmene
 ek twn protèrwnpijanìthte
 e�nai oi Pk = Nk/N , sÔmfwna me thn lÔsh mègisth
 pijanof�neia
.E�nai ep�sh
 qr simo na or�soume ti
 ek twn ustèrwn pijanìthte
 pou ekfr�zoun thnpepo�jhsh ìti h sunist¸sa j e�nai upeÔjunh gia èna prìtupo x dojènto
 ìti an kei sthnkathgor�a k. Aut  h pijanìthta upolog�zetai me to je¸rhma tou Bayes

P (j|x, k) =
πjkfj(x)

∑M
i=1 πikfi(x)

. (6.3)Sthn sunèqeia th
 ergas�a
 ja anaferìmaste se kanonikè
 sunist¸se
 th
 morf 
:
fj(x) =

1

(2π)d/2|Σj|1/2
exp

{

−1

2
(x− µj)

T Σ−1
j (x− µj)

} (6.4)ìpou µj ∈ ℜd e�nai to kèntro th
 sunist¸sa
 j, en¸ Σj e�nai o ant�stoiqo
 d× d p�naka
sundiakÔmansh
. To pl re
 di�nusma paramètrwn Θ apotele�tai apì tou
 suntelestè
m�xh
, ta kèntra kai tou
 p�nake
 sundiakÔmansh
 Θ = {πjk, µj,Σj | ∀j, k}. 'Opw
 perigr�-yame sthn Enìthta 2.3.2 to PRBF apotele� mia eidik  per�ptwsh tou diktÔou RBF, kaigenikeÔei thn m�xh kanonik¸n katanom¸n.Gia thn ekt�mhsh twn paramètrwn tou PRBF, o algìrijmo
 EM mpore� na efarmoste�100



gia thn megistopo�hsh th
 pijanof�neia
:
L(Θ) =

K
∑

k=1

∑

x∈Xk

log p(x|k). (6.5)'Opw
 e�nai gnwstì, o EM e�nai mia epanalhptik  diadikas�a me dÔo b mata se k�je epa-n�lhyh. Kat� to E-b ma upolog�zontai oi ek twn ustèrwn katanomè
 (upeujunìthte
)qrhsimopoi¸nta
 ti
 trèqouse
 ektim sei
 gia tou
 π(t)
jk , µ(t)

j kai Σ
(t)
j , sÔmfwna me [77℄:

P (t)(j|x, k) =
π

(t)
jk fj(x;µ

(t)
j ,Σ

(t)
j )

∑M
i=1 π

(t)
ik fi(x;µ

(t)
i ,Σ

(t)
i )

. (6.6)Kat� to M-b ma oi ektim sei
 twn paramètrwn anane¸nontai sÔmfwna me ti
 exis¸sei
:
µ

(t+1)
j =

∑K
k=1

∑

x∈Xk
P (t)(j|x, k)x

∑K
ℓ=1

∑

x∈Xℓ
P (t)(j|x, ℓ)

(6.7)
Σ

(t+1)
j =

∑K
k=1

∑

x∈Xk
P (t)(j|x, k)(x− µ

(t+1)
j )(x− µ

(t+1)
j )T

∑K
ℓ=1

∑

x∈Xℓ
P (t)(j|x, ℓ)

(6.8)
π

(t+1)
jk =

1

Nk

∑

x∈Xk

P (t)(j|x, k), k = 1, . . . , K. (6.9)O EM telik� sugkl�nei se èna topikì mègisto th
 pijanof�neia
.
6.3 H Ierarqik  Ekpa�deush tou PijanotikoÔ DiktÔou RBFSthn [78℄ èqei protaje� mia ierarqik  mèjodo
 ekpa�deush
 gia to d�ktuo PRBF me dÔo st�-dia. Sto EM-st�dio, èna d�ktuo PRBF me M sunist¸se
 ekpaideÔetai me ton algìrijmo
EM (6.6-6.9). Met� thn sÔgklish tou EM mpore� na up�rqoun sunist¸se
 topojethmène
se perioqè
 pou oi kathgor�e
 twn dedomènwn epikalÔptontai. Autì mpore� na sumbe� anden èqoume ektim sei swst� ton arijmì M twn sunistws¸n. Prokeimènou na auxhje� hgenikeutik  ep�dosh tou diktÔou, sthn [78℄ prote�netai h di�spash tètoiwn sunistws¸n.'Etsi sto st�dio di�spash
 th
 ierarqik 
 ekpa�deush
, k�je sunist¸sa tou diktÔou dia-sp�tai se K to polÔ upo-sunist¸se
, pou antistoiqoÔn sti
 kathgor�e
 twn protÔpwn giata opo�a e�nai upeÔjunh. Autì mporoÔme na to petÔqoume upolog�zonta
 thn ek twn ustè-rwn pijanìthta P (j|x, k) mèsw th
 (6.3) gia k�je sunist¸sa, kai na apofas�soume an e�nai101



upeÔjunh gia prìtupa poll¸n kathgori¸n. 'Etsi gia k�je prìtupo x ∈ X upolog�zoumethn P (j|x, k), kai elègqoume an∑x∈Xk
P (j|x, k) > 0 gia perissìtere
 apì mia kathgor�e


k. An isqÔei autì, tìte afairoÔme thn sunist¸sa j apì to d�ktuo kai prosjètoume miaxeqwrist  upì-sunist¸sa gia k�je kathgor�a. An diasp�soume mia sunist¸sa j, h upo-sunist¸sa pou prokÔptei gia thn kathgor�a k e�nai mia kanonik  katanom  fjk = p(x|j, k)me kèntro µjk, p�naka sundiakÔmansh
Σjk kai suntelest  m�xh
 πjk. Autè
 ti
 paramètrou
jètoume sÔmfwna me ti
 parak�tw exis¸sei
 [78℄:
πjk =

1

Nk

∑

x∈Xk

P (j|x, k) (6.10)
πjℓ = 0, ∀ℓ 6= k (6.11)
µjk =

∑

x∈Xk
P (j|x, k)x

∑

x∈Xk
P (j|x, k) (6.12)

Σjk =

∑

x∈Xk
P (j|x, k)(x− µjk)(x− µjk)

T

∑

x∈Xk
P (j|x, k) . (6.13)Met� thn di�spash gia k�je kathgor�a k up�rqoun Mk sunist¸se
, kai h èxodo
 k toudiktÔou e�nai

p(x|k) =

Mk
∑

j=1

πjk fjk(x), k = 1, . . . , K. (6.14)Qrhsimopoi¸nta
 ti
 proanaferje�se
 exis¸sei
, oi sunist¸se
 pou kalÔptoun perio-qè
 me prìtupa poll¸n kathgori¸n diasp¸ntai se upo-sunist¸se
 pou e�nai upeÔjune
gia sugkekrimène
 kathgor�e
. Sto Sq ma 6.2 parousi�zetai èna qarakthristikì par�-deigma di�spash
 mia
 sunist¸sa
. Mia parat rhsh pou mpore� na g�nei apì thn �poyhth
 taxinìmhsh
 e�nai to ìti h pl rh
 ekmet�lleush th
 di�spash
 g�netai ìtan ìle
 oisunist¸se
 tou PRBF e�nai topojethmène
 se perioqè
 pou kalÔptoun to ìrio apìfash
,ìpw
 gia par�deigma sto Sq ma 6.3. Aut  h parat rhsh ma
 od ghse sthn an�ptuxh mia
auxhtik 
 mejìdou gia thn topojèthsh twn sunistws¸n tou diktÔou pou ekpaideÔetai sto
EM-st�dio.'Eqei apodeiqje� sthn [78℄ ìti h prosj kh tou stad�ou di�spash
 apì thn mia eggu�taithn aÔxhsh th
 pijanof�neia
, kai apì thn �llh d�nei èna d�ktuo me beltiwmènh genikeutik ikanìthta se sqèsh me to d�ktuo pou ekpaideÔetai sto EM-st�dio. Wstìso an h efarmog tou EM pou prohge�tai den èqei katal xei se ikanopoihtik  lÔsh, tìte h di�spash mpore�na d¸se lÔsh pou e�nai polÔ kat¸terh apì thn bèltisth. Efìson endiaferìmaste gia102
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Sq ma 6.2: H diadikas�a di�spash
 mia
 sunist¸sa
. H kentrik  sunist¸sa e�nai topoje-thmènh se mia perioq  me prìtupa dÔo kathgori¸n, kai diasp�tai se dÔo upo-sunist¸se
se duo upo-sunist¸se
 pou e�nai upeÔjune
 gia prìtupa mia
 kathgor�a
 mìno.thn ermhne�a twn sunistws¸n tou PRBF san om�de
 protÔpwn, ja jèlame na apofÔgoumepeript¸sei
 pou o EM èqei sugkl�nei se mia lÔsh pou mia sunist¸sa kalÔptei pollè
om�de
   mia om�da kalÔptetai apì pollè
 sunist¸se
. O tupikì
 EM mpore� na pagideute�se tètoie
 upodeèstere
 lÔsei
, kai autì exart�tai apokleistik� apì thn arqikopo�hs  tou.Gia na antimetwp�soume autì to prìblhma, prote�noume mia auxhtik  mèjodo gia to EM-st�dio pou xepern� to prìblhma th
 arqikopo�hsh
 tou EM. Kat� thn di�rkeia autoÔ toustad�ou, xekin¸nta
 me mia sunist¸sa prosjètoume stadiak� sunist¸se
 sto d�ktuo, kaisto deÔtero st�dio diasp�me ìle
 ti
 sunist¸se
 gia na p�roume ton telikì taxinomht .
6.4 H Auxhtik  Mèjodo
 Ekpa�deush
H proteinìmenh auxhtik  mèjodo
 efarmìzetai sto pr¸to st�dio th
 ierarqik 
 ekpa�deu-sh
. 'Opw
  dh anafèrame, e�nai logikì na topojet soume ti
 sunist¸se
 se perioqè
pou perièqoun prìtupa poll¸n kathgori¸n. Aut  h taktik  anamènoume na d¸sei met� tost�dio di�spash
 èna d�ktuo me kal  ep�dosh sthn taxinìmhsh �gnwstwn protÔpwn.JewroÔme èna d�ktuo PRBF me M sunist¸se
 kat� thn di�rkeia tou pr¸tou stad�ou103
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Sq ma 6.3: H epijumht  topojèthsh twn sunistws¸n p�nw sto ìrio apìfash
 (sqedia-smèno me diakekommènh gramm ) kat� to pr¸to st�dio th
 ierarqik 
 ekpa�deush
. Miaakìloujh di�spash twn sunistws¸n ja d¸sei mia ikanopoihtik  lÔsh sto prìblhma th
taxinìmhsh
.ekpa�deush
. Prokeimènou na dhmiourg soume èna d�ktuo meM+1 sunist¸se
 h diadikas�ath
 prosj kh
 emplèkei kajolik  kai topik  anaz thsh stwn q¸ro twn paramètrwn, gia naor�sei ti
 paramètrou
 th
 nèa
 sunist¸sa
. Kat� thn di�rkeia th
 kajolik 
 anaz thsh
,h mèjodo
 exet�zei èna sÔnolo apì upoy fie
 perioqè
 ston q¸ro twn protÔpwn, kaiepilègei thn kalÔterh me èna kat�llhlo krit rio. Sthn sunèqeia, gia thn topik  anaz thshqrhsimopoie�tai o algìrijmo
 EM pou prosarmìzei ti
 paramètrou
 tou nèou diktÔou meti
 M + 1 sunist¸se
. H diadikas�a epanalhptik 
 prosj kh
 sunistws¸n xekin� me miasunist¸sa kai epanalamb�netai mèqri na ikanopoihje� k�poia sunj kh termatismoÔ.6.4.1 Prosj kh Sunist¸sa
Upojètonta
 èna d�ktuo me M sunist¸se
 kai di�nusma paramètrwn ΘM , h upì sunj -kh katanom  gia k�je kathgor�a k e�nai p(x|k; ΘM). Sthn per�ptwsh pou prost�jetaimia nèa sunist¸sa j = M + 1 me katanom  fM+1(x), k�je kainoÔria katanom  kathgo-r�a
 p(x|k; ΘM+1) or�zetai w
 mia m�xh tou trèqonto
 montèlou p(x|k; ΘM) kai th
 nèa
104



sunist¸sa
 fM+1(x):
p(x|k; ΘM+1) = (1 − αk)p(x|k; ΘM) + αkfM+1(x) (6.15)ìpou αk (k = 1, . . . , K) e�nai oi suntelestè
 m�xh
 th
 nèa
 sunist¸sa
 kai αk ∈ (0, 1).Aut  h prosèggish e�nai an�logh me thn auxhtikì algìrijmo Greedy-EM pou èqei protaje�sthn [82℄ gia thn ekt�mhsh katanom¸n qwr�
 ep�bleyh. Qrhsimopoi¸nta
 thn prohgoÔmenhex�swsh, to d�ktuo pou prokÔptei e�nai p�li PRBF. H logarijmik  pijanof�neia L(ΘM+1)tou diktÔou me ti
 M + 1 sunist¸se
 e�nai

L(ΘM+1) =
K
∑

k=1

∑

x∈Xk

log {(1 − αk)p(x|k; ΘM) + αkfM+1(x)} . (6.16)'Estw PRBF(M) e�nai to d�ktuo PRBF met� thn prosj kh M sunistws¸n, kai èstw
PRBFsplit(M) to d�ktuo pou prokÔptei met� thn di�spash twn sunistws¸n tou PRBF(M).O auxhtikì
 algìrijmo
 ekpa�deush
 pou prote�noume sunoy�zetai sta akìlouja b mata:1. Jètoume M := 1. ArqikopoioÔme to d�ktuo PRBF(1) me th mia sunist¸sa,w
 ex 
:

µ1 =
1

|X|
K
∑

k=1

∑

x∈Xk

x (6.17)
Σ1 =

1

|X|
K
∑

k=1

∑

x∈Xk

(x− µ1)(x− µ1)
T (6.18)

π1k = 1, k = 1, . . . , K. (6.19)2. Br�skoume ti
 paramètrou
 th
 nèa
 sunist¸sa
 fM+1(x) kai tou
 ant�stoi-qou
 suntelestè
 αk, jewr¸nta
 ti
 katanomè
 kathgor�a
 p(x|k; ΘM) sta-jerè
. Sthn per�ptwsh pou den mpore� na prosteje� epiplèon sunist¸satermat�zoume thn auxhtik  diadikas�a kai phga�noume sto b ma 7.3. ArqikopoioÔme to d�ktuo me M + 1 sunist¸se
 mèsw th
 (6.15).4. Efarmìzoume ton algìrijmo EM sto d�ktuo mèqri na sugkl�nei, gia na p�-roume to d�ktuo PRBF(M + 1).5. Jètoume M := M + 1. 105



6. An M ≤Mmax, phga�noume sto b ma 2.7. Upolog�zoume to d�ktuo PRBFsplit(M) sÔmfwna me ti
 (6.10) w
 (6.14).Ta b mata 1�6 apoteloÔn to EM-st�dio pou kataskeu�zetai to PRBF, en¸ to b ma7 antistoiqe� sto Split-st�dio kataskeu 
 tou PRBFsplit. E�nai profanè
 ìti h auxhtik diadikas�a termat�zei e�te sto b ma 2 (sthn per�ptwsh pou den mporoÔme na entop�soumekat�llhlh jèsh sta dedomèna gia thn nèa sunist¸sa), e�te sto b ma 6 an èqei topojethje� dh èna
 prokajorismèno
 mègisto
 arijmì
 sunistws¸n.6.4.2 PoÔ TopojetoÔme th Nèa Sunist¸sa?To b ma 2 tou algor�jmou e�nai to pio kr�simo kat� thn prosj kh th
 sunist¸sa
, ìpoukajor�zontai oi par�metroi th
 nèa
 sunist¸sa
 me anaz thsh mèsa se èna sÔnolo upo-y fiwn lÔsewn. MporoÔme na sunoy�zoume aut  thn diadikas�a se tr�a b mata:2.(aþ) DhmiourgoÔme èna sÔnolo apì upoy fie
 sunist¸se
 qrhsimopoi¸nta
mia teqnik  diamèrish
 twn dedomènwn.(bþ) Prosarmìzoume ti
 paramètrou
 twn upoy fiwn sunistws¸n.(gþ) QrhsimopoioÔme èna krit rio epilog 
 gia na dialèxoume thn sunist¸-sa pou ja prosteje� sto d�ktuo.Epeid  den e�nai dunatì na or�soume apeuje�a
 mia monadik  kal  sunist¸sa gia naprosteje�, or�zoume èna sÔnolo apì upoy fie
 arqikè
 parametropoi sei
, prosarmìzou-me ti
 paramètrou
 qrhsimopoi¸nta
 partial EM, kai oi kalÔtere
 timè
 twn paramètrwn
(µ,Σ, ak) qrhsimopoioÔntai sto b ma 3 tou algor�jmou.'Estw M to trèqon pl jo
 sunistws¸n tou diktÔou. Prokeimènou na dhmiourg sou-me to sÔnolo twn upoy fiwn arqik¸n parametropoi sewn diamer�zoume to sÔnolo X se
M uposÔnola basismènoi sti
 ek twn ustèrwn pijanìthte
 P (j|x), ètsi gia k�je suni-st¸sa j or�zoume to Sj = {x|P (j|x) > P (i|x), ∀i 6= j}. Oi pijanìthte
 upolog�zontaiperijwriopoi¸nta
 ti
 etikète
 twn kathgori¸n:

P (j|x) =
K
∑

k=1

P (j|x, k)P (k) (6.20)106
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Sq ma 6.4: Anadromik  diamèrish enì
 teqnhtoÔ sunìlou dedomènwn se epikaluptìmene
perioqè
 me qr sh tou algor�jmou kd-tree. 'Ole
 oi 14 diamer�sei
 pou apeikon�zontai statr�a graf mata lamb�nontai upìyh gia ton prosdiorismì twn upoy fiwn parametropoi -sewn.ìpou P (k) = Nk/N h ek twn protèrwn pijanìthta th
 kathgor�a
 k. Gia k�je èna apìta M sÔnola Sj , dhmiourge�tai èna uposÔnolo apì upoy fie
 sunist¸se
, qwr�zonta
 tadedomèna me ton algìrijmo kd-tree [8℄. 'Ena kd-tree or�zei mia anadromik  diamèrish tou q¸-rou dedomènwn se mh-epikaluptìmene
 perioqè
. Prìkeitai gia èna duadikì dèntro, ìpou tadedomèna pou sqet�zontai me èna mh-termatikì kìmbo qwr�zontai sta duo qrhsimopoi¸nta
èna uperep�pedo gia na or�soun tou
 apogìnou
 tou kìmbou. Gia thn diamèrish twn dedo-mènwn enì
 kìmbou qrhsimopoioÔme thn �dia prosèggish me thn [52℄, ìpou to uperep�pedoor�zetai na e�nai k�jeto sthn kÔria sunist¸sa tou p�naka sundiakÔmansh
 twn dedomè-nwn tou kìmbou kai na dièrqetai apì to mèso tou
. To Sq ma 6.4 apeikon�zei ta st�diath
 diamèrish
 gia èna teqnhtì sÔnolo dedomènwn. H diadikas�a diamerismoÔ efarmìzetaianadromik� mèqri na d¸sei èna dèntro tess�rwn epipèdwn, kai qrhsimopoioÔme ìlou
 tou
kìmbou
 tou (ìqi mìno tou
 termatikoÔ
) gia na or�soume ta epikaluptìmena uposÔnola
Sj (14 uposÔnola gia k�je sunist¸sa j). O deigmatikì
 mèso
 kai o deigmatikì
 p�naka
sundiakÔmansh
 k�je uposunìlou apoteloÔn ti
 upoy fie
 arqikè
 paramètrou
 th
 su-nist¸sa
 M + 1. Oi arqikè
 timè
 twn αk or�zontai �se
 me πjk/2, gia ta uposÔnola pouproèkuyan apì thn diamèrish tou Sj .Prokeimènou na prosarmìsoume perissìtero ti
 paramètrou
 k�je upoy fia
 sunist¸-sa
, efarmìzoume ton partial EM pou anane¸nei mìno ti
 paramètrou
 th
 nèa
 sunist¸sa
en¸ oi upìloipe
 par�metroi tou diktÔou mènoun stajerè
. Aut  h periorismènh topik 107



beltistopo�hsh e�nai gr gorh, sun jw
 mia   dÔo epanal yei
 arkoÔn, kai h sunist¸saparamènei kont� sthn arqik  th
 jèsh. 'Estw ΘM to di�nusma paramètrwn tou PRBF(M)pou jewre�tai stajerì kat� thn ektèlesh tou partial EM. Sto E-b ma tou partial EMupolog�zoume ti
 ek twn ustèrwn pijanìthte
 P (t)(j = M + 1|x, k) qrhsimopoi¸nta
 ti
trèqouse
 ektim sei
 twn α(t)
k , µ(t)

M+1 kai Σ
(t)
M+1 sÔmfwna me thn:

P (t)(j = M + 1|x, k) =
α

(t)
k fM+1(x;µ

(t)
M+1,Σ

(t)
M+1)

(1 − α
(t)
k )p(x|k; ΘM) + α

(t)
k fM+1(x;µ

(t)
M+1,Σ

(t)
M+1)

. (6.21)Sto M-b ma anane¸noume ti
 paramètrou
 th
 sunist¸sa
 sÔmfwna me ti
:
µ

(t+1)
M+1 =

∑K
k=1

∑

x∈Xk
P (t)(j = M + 1|x, k)x

∑K
ℓ=1

∑

x∈Xℓ
P (t)(j = M + 1|x, ℓ)

(6.22)
Σ

(t+1)
M+1 =

∑K
k=1

∑

x∈Xk
P (t)(j = M + 1|x, k)(x− µ

(t+1)
M+1)(x− µ

(t+1)
M+1)

T

∑K
ℓ=1

∑

x∈Xℓ
P (t)(j = M + 1|x, ℓ)

(6.23)
α

(t+1)
k =

1

|Xk|
∑

x∈Xk

P (t)(j = M + 1|x, k), k = 1, . . . , K. (6.24)An efarmìsoume ton partial EM gia k�je upoy fia sunist¸sa, pa�rnoume to sÔnolo twnupoy fiwn arqik¸n parametropoi sewn θl = {µl,Σl, al
k} th
 sunist¸sa
 M + 1. Mia apìautè
 epilègetai sÔmfwna me thn diadikas�a pou akolouje�.'Eqoume  dh anafèrei ìti jèloume h nèa sunist¸sa na topojethje� se mia perioq tou q¸rou dedomènwn pou perièqei prìtupa poll¸n kathgori¸n. 'Ena
 trìpo
 gia naposotikopoi soume ton bajmì ston opo�o mia upoy fia sunist¸sa èqei aut  thn idiìthtae�nai na upolog�soume thn metabol  th
 logarijmik 
 pijanof�neia
 gia thn kathgor�a k,pou ofe�letai sthn prosj kh th
 upoy fia
 nèa
 sunist¸sa
 l me katanom  fl = p(x; θl)sÔmfwna me thn (6.15). 'Etsi or�zoume thn metabol  ∆Ll

k gia thn kathgor�a k w
:
∆Ll

k =
1

Nk
(Lk(Θ

l
M+1) −Lk(ΘM))

=
1

Nk

∑

x∈Xk

log

{

1 − αk + αk
p(x; θl)

p(x|k; ΘM)

} (6.25)ìpou Θl
M+1 = ΘM ∪ θl. Basismènoi sti
 timè
 ∆Ll

k, anazhtoÔme an�mesa sti
 upoy fie
sunist¸se
 l, autè
 pou ìtan prostejoÔn aux�noun thn logarijmik  pijanof�neia se dÔotoul�qiston kathgor�e
. Tètoie
 upoy fie
 br�skontai se perioqè
 pou perièqoun prìtupa108



poll¸n kathgori¸n. Prokeimènou na broÔme thn kalÔterh upoy fia diathroÔme ti
 suni-st¸se
 pou aux�noun thn logarijmik  pijanof�neia se dÔo toul�qiston kathgor�e
 kaiaporr�ptoume ti
 upìloipe
. Gia k�je sunist¸sa l pou diathre�tai, prosjètoume tou
 jeti-koÔ
 ìrou
 ∆Ll
k gia na upolog�soume thn sunolik  aÔxhsh th
 logarijmik 
 pijanof�neia


∆Ll. H upoy fia l⋆ gia thn opo�a megistopoie�tai h tim  ∆Ll⋆ prost�jetai sto trèqond�ktuo PRBF(M), efìson h tim  aut  e�nai megalÔterh apì èna kat¸fli (sta peir�mat�ma
 to or�same �so me 0.01). Diaforetik� jewroÔme ìti h prosp�jeia na prosjèsoume mianèa sunist¸sa apètuqe, kai termat�zoume thn EM-f�sh tou algor�jmou. To kat¸fli pouor�same anafèretai sthn aÔxhsh th
 logarijmik 
 pijanof�neia
 met� apì thn prosj khmia
 sunist¸sa
. Telik�, met� apì thn prosj kh poll¸n sunistws¸n, h aÔxhsh te�nei stomhdèn kai h prosj kh stamat�. To kat¸fli pou qrhsimopoioÔme to or�same empeirik� giana apofas�soume pìte h aÔxhsh th
 pijanof�neia
 e�nai amelhtèa, kai na apofÔgoume thnprosj kh peritt¸n sunistws¸n. Met� apì peiramatismì me poll� sÔnola dedomènwn ft�-same sto sumpèrasma ìti allagè
 aut 
 th
 kl�maka
 sthn pijanof�neia den ephre�zounthn ep�dosh sthn taxinìmhsh, kai ep�sh
 den odhgoÔn se prìwro termatismì th
 aÔxhsh
tou diktÔou.Sto Sq ma 6.5 apeikon�zetai h diadikas�a th
 prosj kh
 sunist¸sa
. Apì arister�pro
 ta dexi� kai apì p�nw pro
 ta k�tw fa�netai to d�ktuo me mia sunist¸sa (b ma1), h monadik  sunist¸sa kai èxi upoy fie
 nèe
 sunist¸se
 (b ma 2(b) ), h epilegmènhupoy fia sunist¸sa (b ma 2(g) ), kai to d�ktuo me dÔo sunist¸se
 met� apì efarmog tou EM (b ma 4).Prèpei na shmeiwje� ìti q�rh sthn efarmog  tou EM e�nai dunatì mia sunist¸sa pouprostèjhke na metakinhje� makru� apì to ìrio apìfash
 ìpou e�qe arqik� topojethje�.Autì mpore� na sumbe� sthn per�ptwsh pou up�rqei mia perioq  ston q¸ro dedomènwn pouperièqei prìtupa mia
 kathgor�a
 kai den kalÔptetai epark¸
 apì ti
 up�rqouse
 suni-st¸se
. Wstìso autì den apotele� prìblhma gia thn mèjodo, afoÔ h epìmenh sunist¸sapou ja prosteje� e�nai polÔ pijanì ìti ja topojethje� sthn �dia arqik  jèsh me thnprohgoÔmenh, kai ja parame�nei eke�.Oloklhr¸nonta
, èna polÔ elkustikì qarakthristikì th
 proteinìmenh
 mejìdou e�naito ìti gia thn ekpa�deush enì
 diktÔou PRBF(M) meM sunist¸se
 h mèjodo
 kataskeu�-109
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Sq ma 6.5: H auxhtik  diadikas�a prosj kh
 twn dÔo pr¸twn sunistws¸n tou diktÔou
PRBF. Oi up�rqouse
 sunist¸se
 tou diktÔou èqoun sqediaste� me suneqe�
 grammè
 kaioi upoy fie
 sunist¸se
 me diakekommène
.
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P�naka
 6.1: Ta qarakthristik� twn sunìlwn dedomènwn pou qrhsimopoi jhkan sta pei-r�mata.
BLD PID Iris Veh Glass Wave Wine Thyrprìtupa 345 768 150 846 214 5000 178 215qarakthristik� 6 8 4 18 9 21 13 5kathgor�e
 2 2 3 4 6 3 3 3zei ìla ta endi�mesa d�ktua PRBF(m) me m = 1, . . . ,M sunist¸se
. 'Etsi opoiad potemèjodo
 epilog 
 montèlou mpore� na ulopoihje� polÔ apodotik�, se sÔgkrish me thn sum-batik  mèjodo ekpa�deush
 ìpou o algìrijmo
 EM prèpei na ekteleste� epanalhptik� giak�je m = 1, . . . ,M . An�logo meionèkthma èqoun kai oi sumbatiko� mèjodoi ekpa�deu-sh
 tou SVM, ìpou qrei�zontai pollè
 ektelèsei
 me di�fore
 timè
 twn uper-paramètrwn(p.q. gia thn akt�na enì
 RBF pur na) prokeimènou na kajoristoÔn oi bèltiste
 timè
 twnuper-paramètrwn.

6.5 Peir�mataSugkr�name thn proteinìmenh auxhtik  mèjodo ekpa�deush
 (thn kaloÔme incremental PRBF-

split) me thn ierarqik  mèjodo pou prot�jhke sthn [78℄ (thn kaloÔme PRBFsplit) kai meton SVM taxinomht . Gia thn ekpa�deush tou SVM qrhsimopoi same thn biblioj kh lo-gismikoÔ OSU SVM Classifier Matlab Toolbox version 3.01. Exet�same okt¸ sÔnoladedomènwn apì to UCI repository [11℄, sugkekrimèna ta Bupa Liver Disorder (BLD),

Pima Indian Diabetes (PID), Iris, Vehicles (Veh), Glass, Waveform (Wave), Wine kai
Thyroid (Thyr). O arijmì
 twn protÔpwn, o arijmì
 twn qarakthristik¸n kai o arijmì
twn kathgori¸n k�je sunìlou sunoy�zontai ston P�naka 6.1.Gia k�je sÔnolo dedomènwn upolog�same to anamenìmeno sf�lma gen�keush
 me dia-1To logismikì e�nai diajèsimo sto http://www.ece.osu.edu/∼maj/osu svm111



staurwmènh epikÔrwsh, dhlad  qwr�same to sÔnolo dedomènwn se dèka uposÔnola kaiektelèsame to pe�rama dèka forè
, qrhsimopoi¸nta
 k�je for� èna uposÔnolo gia èlegqokai ta upìloipa enni� gia ekpa�deush tou diktÔou. Se k�je ektèlesh tou peir�mato
 ek-paideÔsame enni� d�ktua gia diaforetikè
 timè
 touM kai diaforetikoÔ
 tÔpou
 tou p�nakasundiakÔmansh
, qrhsimopoi¸nta
 èna apì ta enni� diajèsima uposÔnola gia epikÔrwsh kaita upìloipa gia thn auxhtik  mèjodo ekpa�deush
. Epilèxame ton sunduasmì tou M kaitou tÔpou tou p�naka sundiakÔmansh
 pou e�qan to mikrìtero anamenìmeno sf�lma epikÔ-rwsh
, kai ton elègxame me to uposÔnolo elègqou. Akrib¸
 h �dia diadikas�a epikÔrwsh
kai ta �dia uposÔnola qrhsimopoi jhkan gia thn prosarmog  twn uper-paramètrwn tou
SVM, kai gia thn epilog  montèlou kat� thn ierarqik  ekpa�deush tou PRBF. To montè-lo SVM me to opo�o peiramatist kame e�qe RBF pur ne
 K(x, y) = exp{−γ|x− y|2}. Giaprobl mata me perissìtere
 apì dÔo kathgor�e
 qrhsimopoi same to sq ma “1 pro
 1” giana ta an�goume se probl mata dÔo kathgori¸n, sthn [1℄ g�netai mia anaskìphsh twn sqe-tik¸n mejìdwn. Oi uper-par�metroi pou èprepe na rujm�soume  tan to ant�strofo eÔro

γ tou pur na kai to kìsto
 C parab�ash
 periorism¸n. Gia k�je pe�rama, prokeimènouna kajor�soume ti
 timè
 twn (C, γ) arqikopoi same to C = 1 kai anazht same mèsa stosÔnolo {2s|s = −50, . . . , 50} thn tim  tou γ pou elaqistopoie� to sf�lma epikÔrwsh
.Jètonta
 to γ sth bèltisth lÔsh, anazht same sth sunèqeia thn bèltisth tim  tou Cmèsa sto sÔnolo {2s|s = −50, . . . , 50}. Profan¸
 h mèjodo
 aut  den exet�zei ìlou
tou
 pijanoÔ
 sunduasmoÔ
 twn (C, γ) all� thn epilèxame gia na èqoume apodektoÔ
 qrì-nou
 ektèlesh
. Peiramatist kame ep�sh
 me thn exantlhtik  anaz thsh se èna plègmatou q¸rou pou or�zoun ta (C, γ) kai h ep�dosh sthn taxinìmhsh  tan sqedìn h �dia, en¸ oqrìno
 ektèlesh
  tan 10�70 forè
 megalÔtero
.'Ena shmantikì prìblhma pou ephre�zei thn ep�dosh tou taxinomht  PRBF e�nai o ka-jorismì
 tou tÔpou tou p�naka sundiakÔmansh
. Qrhsimopoi same trei
 parametropoi sei
tou: summetrikì
 jetik� orismèno
 (ton kaloÔme “pl rh”), jetikì
 diag¸nio
 (ton kaloÔme
“diag¸nio”) kai jetikì
 diag¸nio
 p�naka
 me ìla ta stoiqe�a th
 diagwn�ou �dia (ton ka-loÔme “sfairikì”). O tÔpo
 tou p�naka kajor�zei twn arijmì twn paramètrwn tou diktÔoukai to sq ma twn sunistws¸n gia autì prèpei na g�nei èna
 sumbibasmì
. 'Ena
 pl rh
p�naka
 epitrèpei sunist¸se
 opoiasd pote morf 
, all� mpore� na aux sei adikaiolìghta112



thn poluplokìthta tou diktÔou kai na odhg sei se upodeèstere
 lÔsei
. Epiplèon giamikr� sÔnola dedomènwn me poll� qarakthristik�, h qr sh tou pl rou
 p�naka sundiakÔ-mansh
 mpore� na odhg sei se sunist¸se
 me p�nake
 pou èqoun mhdenikè
 idiotimè
. Giana to antimetwp�soume, gia k�je epan�lhyh th
 diastaurwmènh
 epikÔrwsh
 ektelèsametrei
 forè
 ton algìrijmo ekpa�deush
 qrhsimopoi¸nta
 k�je for� diaforetikoÔ tÔpoup�naka sundiakÔmansh
. Me autì ton trìpo kataskeu�same k�je for� tr�a d�ktua, ta
PRBFsplitfull(m), PRBFsplitdiag(m) kai PRBFsplitspherical(m), kai epilèxame autì methn kalÔterh ep�dosh sto sÔnolo epikÔrwsh
. E�nai profanè
 ìti gia diaforetik� uposÔ-nola ekpa�deush
 ta d�ktua pou epilègoume mpore� na diafèroun w
 pro
 ton arijmì twnsunistws¸n kai ton tÔpo tou p�naka sundiakÔmansh
. 'Oso afor� thn ierarqik  ekpa�-deush tou PRBF, gia k�je tim  tou m = 1, . . . ,Mmax kai k�je tÔpo p�naka, ektelèsameton EM pènte forè
 me diaforetikè
 arqikopoi sei
 kai epilèxame to d�ktuo me to mikrì-tero sf�lma epikÔrwsh
 gia na proqwr soume sth di�spash twn sunistws¸n tou. Tèlo
prèpei na anafèroume ìti kat� thn ierarqik  kai thn auxhtik  ekpa�deush tou PRBF omègisto
 arijmì
 sunistws¸n  tan Mmax = 30 gia ìla ta peir�mata. An kai sti
 peris-sìtere
 peript¸sei
 o auxhtikì
 algìrijmo
 stamatoÔse nwr�tera, kaj¸
 den mporoÔsena prosjèsei epiplèon shmantikè
 sunist¸se
.O P�naka
 6.2 sugkentr¸nei gia ìla ta peir�mata thn mèsh tim  kai thn tupik  apì-klish tou sf�lmato
 gen�keush
, dhlad  tou posostoÔ twn protÔpwn se k�je uposÔnoloelègqou pou taxinom jhkan l�jo
. Shmei¸noume ìti ègine h �dia diamèrish twn dedomènwnse dèka uposÔnola kai gia ti
 trei
 mejìdou
 ekpa�deush
. E�nai fanerì ìti h auxhtik mèjodo
 ekpa�deush
 upertere� th
 ierarqik 
. Se sÔgkrish me to SVM, oi epidìsei
 tou
e�nai sugkr�sime
. Gia k�poia sÔnola dedomènwn h proteinìmenh mèjodo
 upertere�, en¸gia k�poia �lla to SVM d�nei kalÔtera apotelèsmata. 'Etsi den e�nai dunatì na bg�loumeaxiìpista sumper�smata gia thn uperoq  th
 mia
   th
 �llh
 mejìdou ìson afor� tosf�lma gen�keush
.O P�naka
 6.3 sugkentr¸nei peiramatikè
 metr sei
 gia thn sÔgkrish th
 proteinì-menh
 mejìdou me to SVM. Oi metr sei
 aforoÔn ton qrìno ektèlesh
 kai twn arijm¸ntwn sunistws¸n   twn dianusm�twn pou qrhsimopoi jhkan ant�stoiqa. 'Oson afor� ti
sunist¸se
, h mèjodì
 ma
 qrhsimopoie� shmantik� ligìtere
 apì ta dianÔsmata st ri-113



P�naka
 6.2: H mèsh tim  (%) kai h tupik  apìklish (se parènjesh) tou sf�lmato
 gen�-keush
 twn tri¸n mejìdwn.
PRBFsplit Incremental SVM

PRBFsplit

BLD 31.3 (7.8) 28.4 (5.2) 30.5 (5.3)
PID 25.3 (4.6) 24.1 (5.8) 22.7 (4.6)
Iris 3.7 (5.2) 2.0 (3.2) 3.3 (4.7)
Veh 20.4 (3.6) 14.3 (5.17) 16.5 (5.5)
Glass 34.4 (10.3) 28.6 (8.2) 29.1 (9.5)
Wave 14.4 (1.5) 14.2 (1.9) 13.3 (1.2)
Wine 2.2 (2.8) 0.5 (1.75) 1.1 (3.5)
Thyr 7.0 (4.5) 4.6 (6.1) 5.5 (5.2)xh
 (support vectors) tou SVM, autì ofe�letai sto ìti to montèlo pou qrhsimopoioÔmebas�zetai sthn omadopo�hsh twn protÔpwn, kai apotele�tai apì èna sqetik� mikrì arijmìapì meg�le
 perioqè
 tou q¸rou protÔpwn, pou kajor�zontai apì thn perioq  epirro 
k�je sunist¸sa
. 'Oson afor� ton qrìno ektèlesh
, ta apotelèsmata exart¸ntai apìto pìsoi sunduasmo� twn uper-paramètrwn (C, γ) tou SVM dokim�zontai mèqri na breje�o bèltisto
. Oi qrìnoi e�nai sugkr�simoi gia ti
 dÔo mejìdou
, ìmw
 pio diexodiko� trì-poi anaz thsh
 twn paramètrwn mpore� na aux soun uperbolik� ton qrìno ektèlesh
. Oiqrìnoi ektèlesh
 metr jhkan gia ulopoi sei
 twn mejìdwn se Matlab kai thn ektèles tou
 ston �dio proswpikì upologist . Mia poiotik  sÔgkrish twn mejìdwn g�netai sthnepìmenh enìthta.
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P�naka
 6.3: O mèso
 qrìno
 ektèlesh
 (se deuterìlepta) kai o arijmì
 twn sunistw-s¸n/dianusm�twn gia thn proteinìmenh mèjodo kai to SVM.
Incremental SVM

PRBFsplitqrìno
 sunist¸se
 qrìno
 dianÔsmata
BLD 33.8 4.5 39.7 224.0
PID 61.4 4.3 164.1 413.2
Iris 16.2 3.0 19.0 50.7
Veh 87.5 4.0 617.0 438.2
Glass 60.6 16.9 20.1 161.4
Wave 118.5 4.6 11357.1 2381.8
Wine 28.1 3.6 30.2 88.4
Thyr 45.3 3.8 19.1 69.46.6 Sumper�smataSe aut  to kef�laio parousi�sthke mia auxhtik  mèjodo gia thn ekpa�deush tou diktÔou

PRBF [22℄, pou xepern� to prìblhma th
 arqikopo�hsh
 tou tupikoÔ algìrijmou EM kaid�nei d�ktua me an¸terh genikeutik  ikanìthta. O proteinìmeno
 algìrijmo
 bas�zetai sthnprosektik  topojèthsh nèwn sunistws¸n se perioqè
 pou e�nai endiafèrouse
 apì �po-yh taxinìmhsh
, dhlad  se perioqè
 sti
 opo�e
 br�skontai prìtupa poll¸n kathgori¸n(to ìrio apìfash
). Autè
 oi sunist¸se
 sthn sunèqeia diasp¸ntai gia na prokÔyounupo-sunist¸se
 pou antistoiqoÔn se sugkekrimène
 kathgor�e
, epitugq�nonta
 ètsi miabeltiwmènh ekt�mhsh twn katanom¸n twn protÔpwn k�je kathgor�a
 sthn perioq  endiafè-ronto
. Ta peiramatik� apotelèsmata de�qnoun ìti prìkeitai gia mia mèjodo antagwnistik twn SVM, pou ax�zei na lamb�netai upìyh kat� thn kataskeu  enì
 taxinomht .H proteinìmenh auxhtik  mèjodo
 parousi�zei pollè
 shmantikè
 diaforè
 me to SVM.Pr¸ta apì ìla, e�nai mia statistik  prosèggish pou akolouje� to generative prìtupo, seant�jesh me to discriminative prìtupo pou akoloujoÔn to SVM kai ta tupik� neurwnik�115



montèla (MLP kai RBF). Epiplèon mporoÔme na epishm�noume ti
 parak�tw diaforè
:
• To PRBF e�nai eggen¸
 kat�llhlo gia probl mata poll¸n kathgori¸n, en¸ totupikì SVM epilÔei probl mata dÔo kathgori¸n kai apaite�tai peraitèrw an�ptuxhgia na epilÔsei probl mata perissotèrwn kathgori¸n.
• To PRBF taxinome� èna prìtupo x basismèno sti
 ek twn ustèrwn pijanìthte
 twnkathgori¸n P (k|x), ètsi mpore� �mesa na upologiste� h abebaiìthta th
 apìfash
  na qrhsimopoihjoÔn oi pijanìthte
 autè
 se ènan pijanotikì kanìna apìfash
.
• To PRBF mpore� apeuje�a
 na d¸sei mia kat�taxh twn kathgori¸n basismènh sti
ant�stoiqe
 ek twn ustèrwn pijanìthte
.
• To PRBF sthr�zei thn apìfas  tou se mia ekt�mhsh th
 katanom 
 k�je kathgo-r�a
 sthn perioq  tou protÔpou eisìdou, ètsi h kathgoriopo�hsh mpore� eÔkola naermhneuje� diaisjhtik�. Apì thn �llh, to SVM kataskeu�zei ta ìria apìfash
ston q¸ro twn pur nwn (kernel space), ètsi h apìfash tou e�nai pio dÔskolo naermhneuje�.
• To PRBF perigr�fetai apì èna mikrì sÔnolo perioq¸n, pou kajor�zontai apì ti
kanonikè
 sunist¸se
. Apì thn �llh to SVM perigr�fetai apì èna polÔ megalÔterosÔnolo dianusm�twn st rixh
.
• Sthn ierarqik  ekpa�deush tou PRBF e�nai pio eÔkolh kai gr gorh h epilog  montè-lou, afoÔ ìla ta montèla dhmiourgoÔntai diadoqik� se mia ektèlesh tou algor�jmou.
• To PRBF e�nai èna montèlo pou bas�zetai se katanomè
, opìte anamènoume na èqeimeiwmènh apìdosh se probl mata me polÔ mikrì arijmì protÔpwn kai polÔ meg�-lo arijmì qarakthristik¸n, ìpw
 sumba�nei gia par�deigma se poll� probl matataxinìmhsh
 sthn bioplhroforik  (p.q. taxinìmhsh th
 èkfrash
 twn gonid�wn).
• To SVM den emfan�zei arijmhtikè
 duskol�e
 parìmoie
 me autè
 tou PRBF (p.q.p�nake
 diakÔmansh
 me mhdenikè
 idiotimè
).Up�rqoun perij¸ria gia peraitèrw èreuna, idia�tera sto jèma tou kajorismoÔ tousunìlou twn upoy fiwn gia prosj kh sunistws¸n se k�je epan�lhyh. Ep�sh
 ax�zei na116



exetaste� h qr sh Probabilistic Principal Component Analyzers [75℄ ant� gia kanonikè
sunist¸se
.
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Kefalaio 7
Energhtikh Majhsh me to NeurwnikoDiktuo PRBF

Se autì to kef�laio parousi�zoume mia mèjodo energhtik 
 m�jhsh
 gia thn ekpa�deu-sh tou pijanotikoÔ diktÔou RBF (PRBF) [21℄. 'Opw
  dh anafèrame sto Kef�laio 2,to d�ktuo autì e�nai mia eidik  per�ptwsh tou RBF, kai apotele� mia gen�keush th
 m�xh
kanonik¸n katanom¸n. Arqik� prote�noume mia auxhtik  mèjodo gia thn ekpa�deush toudiktÔou me hmi-ep�bleyh pou bas�zetai ston algìrijmo EM. Sthn sunèqeia prote�noumemia mèjodo energhtik 
 m�jhsh
 pou epanalhptik� efarmìzei thn diadikas�a m�jhsh
 mehmi-ep�bleyh sta taxinomhmèna kai ta ataxinìmhta dedomèna, kai sthn sunèqeia epilègeièna ataxinìmhto dedomèno kai zht� na m�jei thn kathgor�a tou. To krit rio epilog 
pou prote�noume epilègei shme�a kont� sto ìrio apìfash
 tou trèqonto
 taxinomht , kaidieukolÔnei thn auxhtik  mèjodo me hmi-ep�bleyh pou ep�sh
 ekmetalleÔetai to ìrio apì-fash
. Ta apotelèsmata th
 mejìdou se peir�mata me gnwst� sÔnola dedomènwn e�naienjarruntik�.
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7.1 Eisagwg H energhtik  m�jhsh enì
 taxinomht  apotele� èna idia�tero prìblhma th
 mhqanik 
 m�jh-sh
, ìpou ta dedomèna th
 ekpa�deush
 sullègontai energ� kat� thn di�rkeia th
 ekpa�deu-sh
. Ta dedomèna e�nai diajèsima san mia ro  taxinomhmènwn protÔpwn, all� h plhrofor�apou metafèroun kajor�zetai apì ton taxinomht . O ekpaideuìmeno
 taxinomht 
 kajor�-zei se k�je epan�lhyh perioqè
 endiafèronto
 sto q¸ro dedomènwn, kai zht� dedomènaekpa�deush
 apì autè
 ti
 perioqè
. H shmas�a thn energhtik 
 m�jhsh
 e�nai eurèw
apodekt , kai sthn [15℄ melet�te h belt�wsh th
 genikeutik 
 ikanìthta
 tou taxinomht kaj¸
 o arijmì
 twn taxinomhmènwn protÔpwn aux�netai. Pollè
 sqetikè
 mèjodoi èqounprotaje� gia to prìblhma. Sthn [17℄ èqei protaje� èna
 algìrijmo
 gia mia m�xh kanonik¸nkatanom¸n, pou epilègei ta dedomèna pou elaqistopoioÔn thn diakÔmansh tou taxinomht .Sthn [30℄ èqei protaje� h energhtik  m�jhsh mia
 epitrop 
 apì taxinomhtè
, pou epi-lègei dedomèna gia ta opo�a ta mèlh th
 epitrop 
 diafwnoÔn. Me b�sh thn �dia mèjodoepilog 
, sthn [56℄ èqei protaje� h axiopo�hsh twn diajèsimwn ataxinìmhtwn protÔpwnqrhsimopoi¸nta
 ton EM gia na beltiwje� h diadikas�a epilog 
, me stìqo thn ekpa�deushenì
 aploðkoÔ Bayesian (naive Bayes) taxinomht  . Sthn [86℄ ekpaideÔoun Gaussian ran-

dom fields kai armonikè
 sunart sei
, kai epilègoun dedomèna basismènoi sto ektim¸menoanamenìmeno sf�lma taxinìmhsh
.H ergas�a ma
 epikentr¸netai se mia parallag  tou senar�ou th
 energhtik 
 m�jhsh
pou onom�zetai energhtik  m�jhsh basismènh se mia “dexamen  protÔpwn” (pool-based),kai èqei ep�sh
 melethje� sti
 [56, 86℄. Se aut  thn per�ptwsh to sÔnolo twn taxino-mhmènwn kai ataxinìmhtwn protÔpwn e�nai diajèsimo apì thn arq . Kat� thn di�rkeiath
 ekpa�deush
 ma
 epitrèpetai na rwt�me epanalhptik� thn kathgor�a enì
 ataxinìmhtouprotÔpou, kai na qrhsimopoioÔme thn ap�nthsh gia na belti¸soume ton taxinomht . Sthnpr�xh autì to sen�rio e�nai shmantikì ìtan to na rwt sei
 ènan eidikì tou ped�ou kost�zeiakrib�, ìpw
 h di�gnwsh enì
 giatroÔ,   ìtan o ìgko
 twn ataxinìmhtwn dedomènwn e�naitìso meg�lo
 pou empod�zei thn diexodik  taxinìmhs  tou
, ìpw
 sumba�nei suqn� sthn ta-xinìmhsh keimènwn. Diaisjhtik� to k�nhtro p�sw apì thn energhtik  m�jhsh pou bas�zetaise mia dexamen  protÔpwn e�nai to ìti ta ataxinìmhta prìtupa mporoÔn na bohj soun sthnkataskeu  enì
 pio leptomeroÔ
 statistikoÔ montèlou paragwg 
 twn protÔpwn. 'Etsi119



to prìblhma sundèetai sten� me to prìblhma th
 m�jhsh
 me hmi-ep�bleyh. Algìrijmoigia thn m�jhsh me hmi-ep�bleyh èqoun protaje� gia thn m�xh kanonik¸n katanom¸n [36, 74℄,kaj¸
 kai gia to d�ktuo RBF [59℄. 'Eqei loipìn diapistwje� ìti ta ataxinìmhta prìtupaapokalÔptoun qr simh plhrofor�a gia thn katanom  twn taxinomhmènwn.Sthn sunèqeia ja melet soume thn energhtik  m�jhsh pou bas�zetai se mia dexamen protÔpwn gia to pijanotikì d�ktuo RBF. 'Opw
 anafèrame e�nai mia eidik  per�ptwsh toudiktÔou RBF, pou upolog�zei se k�je tou èxodo thn katanom  twn protÔpwn mia
 kath-gor�a
. Kat� thn ekpa�deus  tou uiojetoÔme thn ermhne�a twn sunistws¸n (sunart sewnb�sh
) san om�de
 protÔpwn, ìpou k�je om�da mpore� na perilamb�nei prìtupa k�je ka-thgor�a
. Sto Kef�laio 6 prot�jhke mia auxhtik  mèjodo
 pou bas�zetai ston EM giathn ekpa�deush tou diktÔou PRBF me ep�bleyh. Sthn sunèqeia ja thn epekte�noume giana katal xoume se mia auxhtik  mèjodo pou bas�zetai ston EM gia thn ekpa�deush toudiktÔou PRBF me hmi-ep�bleyh. Se autì ma
 dieukolÔnei to gegonì
 ìti k�je sunist¸satou PRBF perigr�fei thn topik  katanom  twn protÔpwn, ta opo�a mporoÔn na e�nai dia-fìrwn kathgori¸n. 'Etsi gia ta ataxinìmhta prìtupa mporoÔme na perijwriopoi soume thnmetablht  th
 kathgor�a
 apì ti
 exis¸sei
 ananèwsh
 tou EM, kai na qrhsimopoi soumemaz� ta taxinomhmèna kai ta ataxinìmhta prìtupa gia thn ekt�mhsh twn paramètrwn.
7.2 M�jhsh me Hmi-Ep�bleyhUpojètoume èna sÔnolo apì taxinomhmèna prìtupa X = {(xn, yn)| n = 1, . . . , N} kai ènasÔnolo apì ataxinìmhta prìtupa X∅ = {xn| n = 1, . . . , N∅}. Ta taxinomhmèna prìtupaapoteloÔntai apì èna tm ma “eisìdou” x ∈ ℜd kai èna tm ma “exìdou” y ∈ {1, . . . , K},sthn per�ptwsh problhm�twn me K kathgor�e
. Autì to tm ma “exìdou” anajètei miakathgor�a sto prìtupo, kai sthn per�ptwsh twn ataxinìmhtwn protÔpwn le�pei. 'Estw Ωh ènwsh twn sunìlwn twn taxinomhmènwn kai ataxinìmhtwn protÔpwn, dhlad  Ω = X∪X∅.Epiplèon diamer�zoume to X sÔmfwna me ti
 “exìdou
” se K xèna metaxÔ tou
 sÔnola
Xk = {(xn, yn)| yn = k, n = 1, . . . , Nk} èna gia k�je kathgor�a, tìte Ω =

⋃

k Xk ∪X∅.SÔmfwna me ton kanìna apìfash
 tou Bayes, èna
 taxinomht 
 anajètei se èna �gnw-120



sto prìtupo x⋆ thn kathgor�a k⋆ me thn mègisth ek twn ustèrwn pijanìthta. An para-le�youme ton ìro th
 ek twn ustèrwn pijanìthta
 pou exart�tai mìno apì to x⋆, tìte
k⋆ = arg max

k
p(x⋆|k)p(k) (7.1)ìpou p(x|k) e�nai h katanom  doje�sh
 th
 kathgor�a
 k, kai p(k) e�nai h ek twn protèrwnpijanìthta th
 kathgor�a
. Gia dÔo kathgor�e
 k kai k′, mèsw th
 ex�swsh
 p(x|k)p(k) =

p(x|k′)p(k′) or�zetai to ìrio apìfash
 tou taxinomht , to opo�o diamer�zei ton q¸ro twnprotÔpwn.Gia na ektim soume ti
 katanomè
 kathgori¸n qrhsimopoioÔme to d�ktuo PRBF. Giae�sodo x h katanom  kathgor�a
 p(x|k) e�nai h k-ost  èxodo
 enì
 PRBF me J sunist¸se
(sunart sei
 b�sh
).
p(x|k) =

J
∑

j=1

πjk p(x|j) (7.2)Oi suntelestè
 πjk e�nai mh-arnhtiko� kai∑j πjk = 1, en¸ oi sunist¸se
 tou e�nai Gaussian

p(x|j) =
1

(2πσ2
j )

d/2
exp{−1

2
(x− µj)

T (x− µj)/σ
2
j} (7.3)me kèntro µj ∈ ℜd kai diakÔmansh σ2

j , upojètonta
 sfairikì p�naka sundiakÔmansh
. Pro-keimènou na ektim soume ti
 paramètrou
 tou diktÔou
θ = {p(k), πjk, µj, σj | j = 1, . . . , J, k = 1, . . . , K}megistopoioÔme thn apì koinoÔ pijanof�neia, ìpw
 sthn [59℄. Jewr¸nta
 anex�rthte
 kaiìmoia katanemhmène
 parathr sei
, h logarijmik  apì koinoÔ pijanof�neia L twn taxino-mhmènwn kai ataxinìmhtwn protÔpwn e�nai

L = log
∏

k

∏

x∈Xk

p(x, k)
∏

x∈X∅

p(x)

=
∑

k

∑

x∈Xk

log p(k)
∑

j

πjkp(x|j) +
∑

x∈X∅

log
∑

k

p(k)
∑

j

πjkp(x|j). (7.4)Gia thn megistopo�hsh th
 L qrhsimopoioÔme ton algìrijmo EM [26℄. O EM e�nai èna
epanalhptikì
 algìrijmo
 o opo�o
 sugkl�nei se èna topikì mègisto th
 pijanof�neia
, kaiqrhsimopoie�tai se probl mata pou up�rqoun krummène
 metablhtè
. Autè
 oi metablhtè
kajor�zoun thn lÔsh tou probl mato
, an kai den e�nai parathr sime
. Sthn per�ptws 121



ma
 oi krummène
 metablhtè
 kajor�zoun thn sunist¸sa tou diktÔou pou par gage ènaprìtupo, kai thn kathgor�a enì
 ataxinìmhtou protÔpou. Sthn sunèqeia ja ex�goume ti
exis¸sei
 ananèwsh
 tou EM ti
 opo�e
 qrhsimopoi same [21℄.Or�zoume mia krummènh metablht  z(x) gia k�je x ∈ Ω pou anajètei sto prìtupo miakathgor�a kai mia sunist¸sa. K�je z(x) e�nai èna
 duadikì
 J ×K p�naka
, ìpou z(x)
jk = 1an sto x èqei anateje� h k-ost  kathgor�a kai h j-ost  sunist¸sa. Aut  h an�jeshe�nai monadik , ètsi ¸ste ∑j

∑

k z
(x)
jk = 1. Epiplèon gia èna taxinomhmèno prìtupo (x, k)h ant�stoiqh z(x) e�nai periorismènh ètsi ¸ste z(x)

jℓ = 0 gia k�je kathgor�a ℓ 6= k kai giaìla ta j. 'Etsi mia krummènh metablht  mpore� na anajèsei se èna taxinomhmèno prìtupoopoiad pote sunist¸sa, all� mìno mia kathgor�a. Autì den isqÔei sthn per�ptwsh twnataxinìmhtwn protÔpwn, sta opo�a mpore� na anateje� opoiad pote kathgor�a kai opoiad -pote sunist¸sa. Dojènto
 tou sunìlou twn krummènwn metablht¸n Z = {z(x)| ∀x ∈ Ω},or�zoume thn logarijmik  pl rh pijanof�neia
Q = log

∏

x∈Ω

∏

k

∏

j

[p(k)πjkp(x|j)]z
(x)
jk . (7.5)An kai den mporoÔme na upolog�soume apeuje�a
 thn Q, afoÔ exart�tai apì ti
 �gnwste
timè
 twn Z, mporoÔme ìmw
 na upolog�soume thn anamenìmenh tim  th
 〈Q〉 w
 pro
 thnkatanom  twn Z. Efìson h anamenìmenh tim  th
 z(x)

jk isoÔtai me thn apì koinoÔ ek twnustèrwn pijanìthta p(j, k|x) me thn opo�a to x èqei paraqje� apì thn j-ost  sunist¸sakai an kei sthn k-ost  kathgor�a, èpetai ìti
〈Q〉 =

∑

x∈Ω

∑

k

∑

j

p(j, k|x) log {p(k)πjkp(x|j)} . (7.6)O algìrijmo
 EM epanalamb�nei dÔo b mata mèqri na sugkl�nei. Sto E-b ma upolog�zeithn anamenìmenh tim  th
 logarijmik 
 pl rou
 pijanof�neia
 〈Q〉, doje�sh
 th
 trèqou-sa
 ekt�mhsh
 gia to di�nusma paramètrwn θ. Sto M-b ma ektim� to θ pou megistopoie�thn 〈Q〉. Aut  h diadikas�a sugkl�nei se èna topikì mègisto th
 logarijmik 
 apì koinoÔpijanof�neia
 L.Pio leptomer¸
, sto E-b ma upolog�zoume thn p(j, k|x) gia k�je x ∈ Ω, j ∈ {1, . . . , J}kai k ∈ {1, . . . , K} sÔmfwna me thn
p(j, k|x) = p(j|k, x)p(k|x). (7.7)122



An to x e�nai ataxinìmhto, tìte upolog�zoume ti
 p(k|x) kai p(j|k, x) gia k�je kathgor�a
k qrhsimopoi¸nta
 to je¸rhma tou Bayes

p(k|x) =
p(x|k)p(k)
∑

ℓ p(x|ℓ)p(ℓ)
(7.8)

p(j|k, x) =
πjkp(x|j)
∑

i πikp(x|i)
. (7.9)An to x e�nai taxinomhmèno, tìte ekmetalleuìmaste thn plhrofor�a gia thn kathgor�a toukai jètoume

p(k|x) =







1 an x ∈ Xk

0 an x /∈ Xk

(7.10)kai upolog�zoume thn p(j|k, x) paromo�w

p(j|k, x) =







πjkp(x|j)
P

i πikp(x|i)
an x ∈ Xk

0 an x /∈ Xk

(7.11)Sto M-b ma megistopoioÔme thn 〈Q〉 w
 pro
 to θ, dojèntwn twn treqìntwn ektim sewngia ti
 apì koinoÔ ek twn ustèrwn pijanìthte
. H lÔsh gia k�je j ∈ {1, . . . , J} kai
k ∈ {1, . . . , K} e�nai

µj =

∑

x∈Ω

∑

k p(j, k|x) x
∑

x∈Ω

∑

k p(j, k|x)
(7.12)

σ2
j =

1

d

∑

x∈Ω

∑

k p(j, k|x) (x− µj)
T (x− µj)

∑

x∈Ω

∑

k p(j, k|x)
(7.13)

πjk =

∑

x∈Ω p(j, k|x)
Nk +

∑

j

∑

x∈X∅
p(j, k|x) (7.14)

p(k) =
Nk +

∑

j

∑

x∈X∅
p(j, k|x)

N +N∅
. (7.15)Mia shmantik  pleur� th
 ekpa�deush
 tou diktÔou e�nai h ekt�mhsh tou arijmoÔ twnsunistws¸n pou ja qrhsimopoihjoÔn. Gia na thn antimetwp�soume uiojetoÔme thn auxh-tik  prosèggish pou perigr�yame sto Kef�laio 6 gia m�jhsh me ep�bleyh, thn opo�a kaitropopoioÔme kat�llhla. H auxhtik  aut  mèjodo
 èqei dÔo st�dia. Xekin�me me èna d�-ktuo pou èqei mìno mia sunist¸sa, th
 opo�a
 oi par�metroi upolog�zontai eÔkola apì tastatistik� tou sunìlou dedomènwn. Sto pr¸to st�dio th
 mejìdou prosjètoume epanalh-ptik� nèe
 sunist¸se
, mèqri na ft�soume sthn epijumht  poluplokìthta. Sth sunèqeia,sto deÔtero st�dio diasp�me ìle
 ti
 sunist¸se
 prokeimènou na aux soume thn ep�doshtou diktÔou. Ta duo st�dia parousi�zontai pio analutik� sthn sunèqeia.123



7.2.1 Prosj kh Sunistws¸nDojènto
 enì
 diktÔou me M sunist¸se
 mporoÔme na kataskeu�soume èna d�ktuo me
M+1 sunist¸se
. An h doje�sa katanom  kathgor�a
 e�nai p(x|k), tìte h prosj kh mia

Gaussian sunist¸sa
 q(x) = N (x;µq, σ

2
q ) èqei w
 apotèlesma thn p̂(x|k) sÔmfwna me thn:

p̂(x|k) = (1 − αk) p(x|k) + αk q(x) (7.16)ìpou αk e�nai h ek twn protèrwn pijanìthta me thn opo�a h sunist¸sa q par�gei prìtupath
 kathgor�a
 k. Wstìso prèpei na ektim soume ta αk, to kèntro µq kai thn diakÔmansh
σ2

q th
 q. Gia autì anazhtoÔme paramètrou
 tètoie
 ¸ste h q na br�sketai kont� sto ìrioapìfash
. H kal  ekt�mhsh twn katanom¸n kathgor�a
 kont� sto ìrio apìfash
 e�naipolÔ shmantik  gia thn ep�dosh tou taxinomht .Akolouj¸nta
 thn prosèggish tou Kefala�ou 6, katafeÔgoume sthn mèjodo kd-tree [8℄gia ton diamerismì tou sunìlou twn protÔpwn. QrhsimopoioÔme mìno ta taxinomhmènaprìtupa, ta opo�a kai qwr�zoume se M uposÔnola
Xj = {(x, k)| (x, k) ∈ X, p(j|k, x) > p(i|k, x), ∀i 6= j}èna gia k�je kìmbo. Katìpin qwr�zoume p�li k�je èna apì ta Xj se èxi uposÔnola ka-taskeu�zonta
 èna kd-tree. H mèsh tim  kai h diakÔmansh k�je uposunìlou apoteloÔnti
 upoy fie
 ektim sei
 twn µq kai σ2

q . Oi ektim sei
 twn antisto�qwn ek twn protèrwnkatanom¸n e�nai αk = πjk/2. Diamer�zonta
 k�je sunist¸sa dhmiourgoÔme 6M sÔnolaapì upoy fia dianÔsmata θq = {αk, µq, σ
2
q}, ètsi prèpei na epilèxoume to pio kat�llhlosÔmfwna me k�poio krit rio.QrhsimopoioÔme to krit rio pou eis�game sto prohgoÔmeno kef�laio, opìte upolog�-zoume thn allag  sthn logarijmik  pijanof�neia ∆L(q)

k th
 kathgor�a
 k met� thn pro-sj kh th
 q
∆L(q)

k =
1

Nk

(log p̂(x|k) − log p(x|k))

=
1

Nk

∑

x∈Xk

log

{

1 − αk + αk
q(x)

p(x|k)

}

. (7.17)DiathroÔme aut� ta θq pou aux�noun thn logarijmik  pijanof�neia dÔo toul�qiston ka-thgori¸n, kai aporr�ptoume ta upìloipa. Gia k�je θq pou krat same, prosjètoume tou
124



(a) (b)

(d)(c)Sq ma 7.1: H prosj kh twn dÔo pr¸twn sunistws¸n. Oi sunist¸se
 tou diktÔou sqedi�-sthkan me suneqe�
 grammè
, kai oi upoy fie
 sunist¸se
 me diakekommène
. Oi kouk�de
anaparistoÔn ta taxinìmhta prìtupa se èna prìblhma dÔo kathgori¸n.jetikoÔ
 ìrou
 ∆Lq
k gia na upolog�soume thn sunolik  aÔxhsh th
 logarijmik 
 pijano-f�neia
 ∆Lq. To upoy fio q⋆ pou èqei thn mègisth tim  ∆Lq⋆ kajor�zei ti
 paramètrou
ti
 nèa
 sunist¸sa
 pou ja prosjèsoume sto d�ktuo, an aut  h mègisth tim  e�nai megalÔ-terh apì èna prokajorismèno kat¸fli (se ìla ta peir�mat� ma
 qrhsimopoi same thn tim 0.01). Diaforetik� jewroÔme ìti h prosp�jeia prosj kh
 mia
 nèa
 sunist¸sa
 apètuqe.Met� apì thn petuqhmènh prosj kh mia
 sunist¸sa
, efarmìzoume ton algìrijmoekpa�deush
 me hmi-ep�bleyh, ton opo�o perigr�yame prohgoumènw
. Aut  h diadikas�ampore� na epanalhfje� mèqri na prosjèsoume ton apaitoÔmeno arijmì sunistws¸n sto d�-ktuo. Sto Sq ma 7.1 apeikon�zetai h prosj kh twn dÔo pr¸twn sunistws¸n enì
 diktÔou.To arqikì d�ktuo me mia monadik  sunist¸sa apeikon�zetai sto Sq ma 7.1(a). Oi èxi upo-y fie
 sunist¸se
 kai h epilegmènh sunist¸sa apeikon�zontai sto Sq ma 7.1(b) kai stoSq ma 7.1(c) ant�stoiqa. Sto Sq ma 7.1(d) apeikon�zetai to d�ktuo met� thn efarmog tou EM gia m�jhsh me hmi-ep�bleyh.
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7.2.2 Di�spash Sunistws¸nMet� to st�dio th
 prosj kh
 sunistws¸n, mpore� na up�rqoun sunist¸se
 topojethmè-ne
 se perioqè
 ìpou oi kathgor�e
 epikalÔptontai. Prokeimènou na aux soume thn genikeu-tik  ikanìthta tou diktÔou diasp�me tètoie
 sunist¸se
. Se autì to st�dio th
 ekpa�deu-sh
 qrhsimopoioÔme kai ta taxinomhmèna kai ta ataxinìmhta prìtupa. Gia k�je sunist¸saupolog�zoume ti
 apì koinoÔ ek twn ustèrwn pijanìthte
 p(j, k|x), kai diapist¸noume anh sunist¸sa e�nai upeÔjunh gia prìtupa poll¸n kathgori¸n. An∑x∈Ω p(j, k|x) > 0, tìtethn afairoÔme apì to d�ktuo kai prosjètoume mia xeqwrist  sunist¸sa gia thn k-ost kathgor�a. 'Etsi telik� k�je sunist¸sa e�nai upeÔjunh gia prìtupa mìno mia
 kathgor�a
.Diasp¸nta
 thn sunist¸sa p(x|j), h sunist¸sa pou prokÔptei gia thn kathgor�a k e�naimia Gaussian p(x|j, k) me kèntro µkj, diakÔmansh σ2
kj kai suntelest  st�jmish
 πjk. Autè
oi par�metroi ektim¸ntai sÔmfwna me ti
:

µkj =

∑

x∈Ω p(j, k|x) x
∑

x∈Ω p(j, k|x)
(7.18)

σ2
kj =

1

d

∑

x∈Ω p(j, k|x) (x− µkj)
T (x− µkj)

∑

x∈Ω p(j, k|x)
(7.19)

πjk =

∑

x∈Ω p(j, k|x)
Nk +

∑

j

∑

x∈X∅
p(j, k|x) . (7.20)Sunep¸
 h katanom  kathgor�a
 ektim�tai w
:

p(x|k) =
∑

j

πjkp(x|j, k). (7.21)Sthn per�ptwsh enì
 sunìlou ekpa�deush
 ìpou ìla ta prìtupa e�nai taxinomhmèna, hpijanof�neia k�je kathgor�a
 aux�netai met� thn di�spash, ìpw
 èqei apodeiqje� sthn [78℄.Wstìso sthn m�jhsh me hmi-ep�bleyh den mporoÔme na egguhjoÔme ìti h di�spash aux�neithn apì koinoÔ pijanof�neia.
7.3 Algìrijmo
 Energhtik 
 M�jhsh
Sth prohgoÔmenh enìthta perigr�yame mia auxhtik  mèjodo gia thn ekpa�deush tou PRBFqrhsimopoi¸nta
 taxinomhmèna kai ataxinìmhta prìtupa, Sthn sunèqeia enswmat¸noume126



aut  thn mèjodo se ènan algìrijmo energhtik 
 m�jhsh
, ìpou epanalhptik� epilègoumeèna ataxinìmhto prìtupo kai zht�me na m�joume thn kathgor�a tou. AfoÔ ma
 doje� hap�nthsh, prosjètoume to taxinomhmèno pia prìtupo sto sÔnolo ekpa�deush
 kai ekpai-deÔoume p�li to d�ktuo. To kr�simo shme�o e�nai h epilog  enì
 protÔpou pou wfele� ìsoto dunatì perissìtero ton taxinomht  ma
. Prote�noume thn epilog  enì
 protÔpou poubr�sketai kont� sto ìrio apìfash
. Me autì ton trìpo dieukolÔnoume thn epanalhptik prosj kh sunistws¸n p�nw sto ìrio apìfash
, ìpw
 perigr�yame prohgoumènw
.W
 krit rio gia thn epilog  tou kat�llhlou protÔpou prote�noume ton lìgo twn ektwn ustèrwn pijanot twn twn kathgori¸n. Gia k�je ataxinìmhto prìtupo x ∈ X∅ upo-log�zoume ti
 ek twn ustèrwn pijanìthte
 p(k|x) gia k�je kathgor�a, kai sthn sunèqeiabr�skoume ti
 duo kathgor�e
 me ti
 megalÔtere
 timè
:
κ

(x)
1 = arg max

k
p(k|x), κ(x)

2 = arg max
k 6=κ

(x)
1

p(k|x). (7.22)Epilègoume na rwt soume thn kathgor�a tou x̂ pou èqei ton mikrìtero lìgo metaxÔ twnduo megalÔterwn ek twn ustèrwn pijanot twn twn kathgori¸n:
x̂ = arg min

x∈X∅

log
p(κ

(x)
1 |x)

p(κ
(x)
2 |x)

. (7.23)Me autì ton trìpo epilègoume èna ataxinìmhto prìtupo pou br�sketai kont� sto ìrioapìfash
 tou trèqonto
 taxinomht . Parathr ste ìti sÔmfwna me thn (7.1) taxinomoÔmeta prìtupa sthn kathgor�a me thn mègisth ek twn ustèrwn pijanìthta. Opìte gia k�poio
x sto ìrio apìfash
 isqÔei ìti p(κ(x)

1 |x) = p(κ
(x)
2 |x). Sunep¸
 an èna prìtupo prosegg�zeito ìrio apìfash
 metaxÔ dÔo kathgori¸n, tìte o ant�stoiqo
 logarijmikì
 lìgo
 twn ektwn ustèrwn pijanot twn te�nei sto mhdèn.Sunoy�zonta
 thn mèjodo pou parousi�same, prote�noume ton akìloujo algìrijmo giaenerghtik  m�jhsh basismènh se mia “dexamen  protÔpwn”:1. E�sodo
: To sÔnolo X twn taxinomhmènwn protÔpwn, to sÔnolo X∅twn ataxinìmhtwn protÔpwn, kai èna ekfulismèno d�ktuo PRBFJ=1me mia sunist¸sa.2. Gia s = 0, . . . , S − 1 127



(aþ) Prosjètoume mia sunist¸sa sto d�ktuo PRBFJ+s gia na sqhmat�sou-meto PRBFJ+s+1.(bþ) Efarmìzoume ton EM gia m�jhsh me hmi-ep�bleyh tou PRBFJ+s+1.3. Gia s = 0, . . . , S(aþ) Diasp�me ti
 sunist¸se
 tou PRBFJ+s gia na sqhmat�soume to PRBF split
J+s .4. Epilègoume to d�ktuo PRBF split

J⋆ ∈ {PRBF split
J , . . . , PRBF split

J+S} pou megisto-poie� thn apì koinoÔ pijanof�neia.5. Or�zoume to trèqon d�ktuo: PRBFJ = PRBFJ⋆.6. An to X∅ e�nai kenì phga�noume sto b ma 7, alli¸
(aþ) Epilègoume èna ataxinìmhto prìtupo x̂ sÔmfwna me thn (7.23), kairwt�me thn kathgor�a tou ŷ.(bþ) Anane¸noume ta sÔnola: X = X ∪ {(x̂, ŷ)} kai X∅ = X∅ \ {x̂}.(gþ) Phga�noume sto b ma 2.7. 'Exodo
: Diasp�me ti
 sunist¸se
 tou PRBFJ gia na sqhmat�soume totelikì d�ktuo PRBF split
J .Se ìla ma
 ta peir�mata qrhsimopoioÔme S = 1, ètsi prospajoÔme na prosjèsoume miamìno sunist¸sa se k�je epan�lhyh th
 energhtik 
 m�jhsh
.

7.4 Peir�mataGia thn peiramatik  axiolìghsh th
 mejìdou ma
 qrhsimopoi same tr�a sÔnola, diajèsimaapì to UCI repository [11℄. To pr¸to sÔnolo e�nai to segmentation, pou apotele�tai apì2310 prìtupa me 19 qarakthristik� pou an koun se 7 kathgor�e
. To deÔtero sÔnolo e�naito waveform, pou apotele�tai apì 5000 prìtupa me 21 qarakthristik� pou an koun se 3128



kathgor�e
. To teleuta�o sÔnolo e�nai to optical digits, pou apotele�tai apì 5620 prìtupame 62 qarakthristik� pou an koun se 10 kathgor�e
. 'Ola ta sÔnola kanonikopoi jh-kan, ètsi ¸ste ta qarakthristik� tou
 na èqoun mèsh tim  mhdèn kai tupik  apìklishmon�da. Se ìla ta peir�mata efarmìsame ton proteinìmeno algìrijmo xekin¸nta
 me 50tuqa�a epilegmèna taxinomhmèna prìtupa, kai epilèxame energhtik� �lla 400. K�je pe�-rama epanal fjhke pènte forè
, kai upolog�same to anamenìmeno sf�lma gen�keush
 seèna xeqwristì sÔnolo elègqou pou perie�qe to 10% tou arqikoÔ sunìlou. Sto Sq ma 7.2emfan�zetai to anamenìmeno sf�lma gen�keush
 kai sto Sq ma 7.3 o anamenìmeno
 arijmì
sunistws¸n tou diktÔou, met� apì thn apìkthsh k�je nèou taxinomhmènou protÔpou. Taapotelèsmata e�nai polÔ ikanopoihtik�, kaj¸
 to sf�lma gen�keush
 sqedìn upodiplasi�-sthke se ìle
 ti
 peript¸sei
 met� apì thn prosj kh 50 taxinomhmènwn protÔpwn. Met�apì thn prosj kh 300 protÔpwn to sf�lma e�qe sqedìn sugkl�nei, kai h prosj kh epi-plèon protÔpwn prìsfere amelhtèa belt�wsh. Met� apì thn prosj kh 400 taxinomhmènwnprotÔpwn to anamenìmeno sf�lma gia to sÔnolo segmentation  tan 0.156, gia to sÔno-lo waveform 0.091 kai gia to sÔnolo optical digits 0.089. O arijmì
 twn sunistws¸nsunèkline argìtera apì to sf�lma, all� telik� kai autì
 stajeropoi jhke. O mèso
arijmì
 sunistws¸n met� apì thn prosj kh 400 taxinomhmènwn protÔpwn gia to sÔnolo
segmentation  tan 285.2, gia to sÔnolo waveform 294.6 kai gia to sÔnolo optical digits509.
7.5 Sumper�smataProte�name ènan algìrijmo gia thn energhtik  m�jhsh tou taxinomht  PRBF. Exhg�gameèna EM algìrijmo gia m�jhsh me hmi-ep�bleyh, kai mia auxhtik  parallag  tou pou pro-sjètei sunist¸se
 sto d�ktuo seiriak�. Qrhsimopoi same aut  thn mèjodo gia na ekti-m soume ti
 katanomè
 twn protÔpwn dojèntwn twn kathgori¸n gia energhtik  m�jhshbasismènh se mia “dexamen  protÔpwn”. Ta peiramatik� apotelèsmata e�nai enjarruntik�,kai mikrè
 tropopoi sei
 th
 mejìdou mpore� na belti¸noun epiplèon thn ep�dos  th
. Giapar�deigma ja mporoÔsame na rwt soume thn kathgor�a gia mia om�da apì ataxinìmhta129
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Sq ma 7.2: To anamenìmeno sf�lma gen�keush
 tou diktÔou gia energhtik  m�jhsh basi-smènh se mia “dexamen  protÔpwn”.
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Sq ma 7.3: O anamenìmeno
 arijmì
 sunistws¸n tou diktÔou gia energhtik  m�jhsh ba-sismènh se mia “dexamen  protÔpwn”.
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prìtupa, prin epiqeir soume na prosjèsoume mia nèa sunist¸sa. 'Ena �llo endiafèron jè-ma e�nai h poluplokìthta tou telikoÔ diktÔou. Autì ofe�letai sto ìti se k�je epan�lhyhh mèjodo
 epiqeire� na prosjèsei mia nèa sunist¸sa. Telik� oi perissìtere
 èqoun polÔmikrì suntelest  st�jmish
, wstìso ja mporoÔsame na qrhsimopoi soume èna sÔnoloepikÔrwsh
 gia kalÔterh epilog  montèlou.H mellontik  èreuna mpore� na estiaste� se mia pio diexodik  melèth th
 mejìdou,kai sthn exètash poll¸n zhthm�twn, me pio shmantikì thn sÔgkrish me �lle
 mejìdou
epilog 
 gia thn energhtik  m�jhsh twn kathgori¸n. Ep�sh
 mpore� na melethje� toprìblhma th
 an�qneush
 prwtotup�a
 (novelty detection), kaj¸
 sqet�zetai �mesa me thnenerghtik  m�jhsh. Se autì to prìblhma o taxinomht 
 èqei thn ikanìthta na entop�zeikai na maja�nei kainoÔrie
 kathgor�e
 qwr�
 na gnwr�zei thn Ôparx  tou
 apì prin. Fa�netaiìti h parap�nw mejodolog�a mpore� na epektaje� ¸ste na kalÔyei kai tètoie
 peript¸sei
.
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Kefalaio 8
Sumperasmata

Sthn paroÔsa diatrib  melet same probl mata pou emfan�zontai kat� thn taxinìmhsh kaithn omadopo�hsh, sta opo�a d¸same lÔsei
 an�gont�
 ta se probl mata ekt�mhsh
 kata-nom¸n. Sugkekrimèna sto prìblhma taxinìmhsh
 uiojet same thn generative prosèggish,opìte ektim same thn katanom  twn protÔpwn doje�sa
 th
 kathgor�a
 kai qrhsimopoi -same ton kanìna tou Bayes gia na p�roume apof�sei
. Ta montèla pou melet same  tan topijanotikì d�ktuo aktinik¸n sunart sewn b�sh
 (PRBF) gia ta probl mata taxinìmhsh
,kai h m�xh kanonik¸n katanom¸n gia ta probl mata omadopo�hsh
. Gia thn ekpa�deus tou
 basist kame ston algìrijmo EM kai sthn variational Bayesian mèjodo pou ako-louje� thn �dia filosof�a. Se ìla ta probl mata d¸same idia�terh èmfash sthn epilog montèlou (arijmì
 sunistws¸n), afoÔ e�nai to megalÔtero prìblhma pou èqoun ìla taparametrik� montèla. Oi lÔsei
 pou prote�name akoloujoÔsan mia auxhtik  prosèggish,dhlad  thn stadiak  prosj kh sunistws¸n xekin¸nta
 apì mia arqik . Epiplèon gia thnomadopo�hsh melet same kai thn epilog  qarakthristik¸n, èna dÔskolo prìblhma pou èqeianadeiqje� prìsfata.Anakefalai¸nonta
, sto Kef�laio 3 prote�name mia auxhtik  mèjodo gia thn epilog montèlou kai thn ekpa�deush mia
 m�xh
, pou bas�zetai sth variational Bayesian mèjo-do. Sto Kef�laio 4 prote�name mia variational Bayesian mèjodo gia thn ekpa�deush mia
m�xh
 pou antimetwp�zei tautìqrona to prìblhma th
 epilog 
 qarakthristik¸n kai th
epilog 
 montèlou. Sto Kef�laio 5 prote�name mia mèjodo gia thn stadiak  kat�tmhsh132



eikìnwn me m�xh kanonik¸n katanom¸n, pou epilègei me energì trìpo nèa eikonostoiqe�agia na belti¸sei thn kat�tmhsh. Sto Kef�laio 6 prote�name mia auxhtik  mèjodo gia thnekpa�deush tou diktÔou PRBF, h opo�a prosjètei epanalhptik� nèe
 sunist¸se
 kont�sto ìrio apìfash
. Tèlo
 sto Kef�laio 7 prote�name mia mèjodo energhtik 
 m�jhsh
gia thn auxhtik  ekpa�deush tou PRBF. H mèjodo
 bas�zetai ston algìrijmo EM mehmi-ep�bleyh, kai epilègei energ� prìtupa kont� sto ìrio apìfash
.'Oso afor� jèmata gia peraitèrw èreuna pisteÔoume ìti oi prosegg�sei
 kai oi mejodo-log�e
 pou dièpoun ta jèmata pou exet�zei h diatrib  apode�qthkan polÔ apotelesmatikè
,kai na ax�zei axiopoihjoÔn perissìtero. Anafèroume pr¸ta k�poia jèmata pou proèkuyansta probl mata m�jhsh
 qwr�
 ep�bleyh. 'Oso afor� thn auxhtik  variational Bayesianmèjodo ìpw
 thn prote�name sto Kef�laio 3 gia thn m�xh kanonik¸n katanom¸n, h èreu-na ja mporoÔse na esti�sei sthn anaz thsh diaforetik¸n trìpwn gia ton orismì th
 ektwn protèrwn pijanìthta
 tou p�naka akribe�a
, kai endeqìmenh qr sh enì
 ierarqikoÔmontèlou (hierarchical prior) gia ti
 ek twn protèrwn pijanìthte
, dhlad  eisagwg  ektwn protèrwn pijanìthta
 sti
 paramètrou
 th
 ek twn protèrwn pijanìthta
. Parì-moio ierarqikì montèlo ek twn protèrwn pijanot twn ja prèpei na exetaste� kai gia thn
variational Bayesian mèjodo epilog 
 qarakthristik¸n tou Kefala�ou 4, eidik� qrhsi-mopoi¸nta
 mia ek twn protèrwn pijanìthta gia th shmantikìthta twn qarakthristik¸n.Sthn �dia mèjodo anoiktì e�nai kai to prìblhma th
 qr sh
 enì
 pl rou
 p�naka sundia-kÔmansh
 gia ti
 sunist¸se
, ¸ste na apallagoÔme apì thn perioristik  upìjesh twnanex�rthtwn qarakthristik¸n. Exet�zonta
 thn mèjodo gia kat�tmhsh eikìnwn jewroÔ-me ìti h enswm�tws  th
 se efarmogè
 omadopo�hsh
 sunìlou eikìnwn kai anaz thsh
eikìnwn se b�sei
 ja mporoÔse na prosfèrei pleonekt mata ston tomèa th
 taqÔthta
kai th
 montelopo�hsh
. Idia�tero endiafèron parousi�zei kai to prìblhma th
 epilog 
qarakthristik¸n gia thn kat�tmhsh eikìnwn me b�sh qarakthristik� qamhloÔ epipèdou,ìpw
 to qr¸ma kai h uf .Endiafèronta zht mata prokÔptoun ìmw
 kai sta probl mata m�jhsh
 me ep�bleyh.'Oso afor� thn auxhtik  m�jhsh tou PRBF ja e�qe endiafèron h efarmog  th
 se d�ktuame diaforetikè
 sunist¸se
, idia�tera me diakritè
 katanomè
   me sunduasmì diakrit¸n kaisuneq¸n katanom¸n, afoÔ polÔ suqn� sthn pr�xh antimetwp�zoume probl mata me suneq 133



kai diakrit� qarakthristik� tautìqrona. Paramènonta
 ìmw
 sta suneq , ja  tan endia-fèrousa h melèth diktÔwn me sunist¸se
 apì Factor Analyzers gia na antimetwpistoÔnta probl mata pou èqoun oi kanonikè
 sunist¸se
, ìtan den prokÔptei jetik� orismèno
p�naka
 sundiakÔmanh
. Ep�sh
 h efarmog  th
 variational Bayesian mejìdou gia thn ek-pa�deush enì
 diktÔou PRBF ja apoteloÔse mia eukair�a gia sugkr�sei
 me thn auxhtik mèjodo pou prote�name, gia kalÔterh katanìhsh th
 qrhsimìthta
 tou or�ou apìfash
 w
krithr�ou gia thn topojèthsh nèwn sunistws¸n, kai �sw
 gia beltiwmèna krit ria. Epi-plèon h mèjodo
 energhtik 
 m�jhsh
 tou PRBF ja mporoÔse na diamorfwje� kat�llhlagia probl mata an�qneush
 outlier   nèwn �gnwstwn kathgori¸n sta prìtupa. Tèlo
ìle
 oi proteinìmenoi mèjodoi mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn kai na dokimastoÔn se pragma-tik� probl mata apì di�fora episthmonik� ped�a gia ta opo�a up�rqoun diajèsima sÔnolaekpa�deush
.
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