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Extended Abstract

Theophilos Katsigiannis , M.Sc. in Computer Science, Department of Computer Science
and Engineering, University of Ioannina, Greece, February 2018 .
Applications of Manifold Learning in Computer Vision .
Advisor: Christophoros Nikou, Assosiate Professor .

Σκοπός της διατριβής είναι να αναδείξει την συνεισφορά της γεωμετρίας Riemann
στον χώρο της μηχανικής μάθησης και της υπολογιστικής όρασης.

Με τον όρο πολύπτυγμα Riemman Μ διάστασης n εννούμε ένα σύνολο εφοδια-
σμένο με τοπολογική και διαφορίσιμη δομή, τέτοιο ώστε για κάθε σημείο του M
να υπάρχει μια τοπικά ορισμένη, 1-1, συνεχής και διαφορίσιμη συνάρτηση σε ένα
ανοιχτό υποσύνολο του χώρου Rn. Επίσης για κάθε σημείο ορίζεται ένα εσωτερικό
γινόμενο τέτοιο ώστε να υπάρχει συμβατότητα με την τοπολογική και διαφορίσιμη
δομή. Πρακτικά το πολύπτυγμα Riemann είναι μια γενίκευση της έννοιας της επι-
φάνειας. Πολλά προβλήματα μηχανικής μάθησης καταλήγουν σε προβλήματα βελτι-
στοποίησης επί πολυπτυγμάτων Riemman. Τα πιο χρησιμοποιήσιμα πολυπτύγματα
στο χώρο της μηχανικής μάθησης είναι ο χώρος των k-πλαισίων στον πραγματικό
n-διάστατο χώρo, γνωστός και ως χώρος Stieffel και ο χώρος των k-υποχώρων στον
πραγματικό n-διάστατο χώρο, γνωστός και ως χώρος Grassmann. Παρουσιάζουμε
τους χώρους αυτούς αναλυτικά δίνοντας αλγεβρικές εκφράσεις, για όλες τις βασι-
κές γεωμετρικές δομές καθώς και τη μεταγραφή γνωστών κλασσικών αλγορίθμων
βελτιστοποίησης στα πολυπτύγματα αυτά. Τα πολυπτύγματα είναι ένα βασικό ερ-
γαλείο για να λυθούν προβλήματα υπολογιστικής όρασης όπως πχ η αναγνώριση
προσώπου, τα οποία καταλήγουν σε μη γραμμικά προβλήματα βελτιστοποίησης.
Με τη χρήση των πολυπτύγματων, μπορούν να μοντελοποιηθούν τέτοια προβλή-
ματα χωρίς να χρειαστεί προβολή σε κάποιο γραμμικό χώρο. Ένα τέτοιο πρόβλημα
αναγνώρισης προσώπου παρουσιάζεται αναλυτικά καθώς και ο αλγόριθμος που τον

vi



λύνει ο Riemann Congugate Gradient (RCG). Επίσης παρουσιάζεται ένας τρόπος μο-
ντελοποίησης και επίλυσης του γνωστού προβλήματος Multivariate Lasso Regression
χρησιμοποιόντας πολυπτύγματα Stieffel και έναν αλγόριθμο υποβιβασμού διάστα-
σης μεταξύ πολυπτυγμάτων Stieffel. Τέλος παρουσιάζουμε ένα τρόπο επίλυσης του
προβλήματος Multivariate Lasso Regression σαν πρόβλημα βελτιστοποίησης σε χώ-
ρους Grassmann και επίλυσης με χρήση του αλγορίθμου RCG.
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Κ 1

Ε  Π

1.1 Ορισμός του Πολυπτύγματος

1.2 Εκθετική και λογαριθμική συνάρτηση

1.3 Εκμάθηση μετρικής

1.1 Ορισμός του Πολυπτύγματος

Ένα πολύπτυγμα Riemman [1] είναι ένα μη κενό σύνολο Mn εφοδιασμό με μια
πεπερασμένη τοπολογική δομή από ανοιχτά σύνολα {Ui} τα οποία καλύπτουν το
Mn τέτοια ώστε ∪iUi = M . Αν x ένα σημείο του πολυπτύγματος υπάρχει περιοχή Ui

και συνάρτηση fi : Ui → Rn ο οποίος είναι διαφορομορφισμός, δηλαδή 1-1, επί, σε
ένα ανοιχτό σύνολο του Rn διαφορίσιμη και η αντίστροφη της με τις ίδιες ιδιότητες.
Για κάθε σημείο x ενός πολυπτύγματος ορίζεται ο εφαπτόμενος χώρος Tx.
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Σχήμα 1.1: Ο εφαπτόμενος χώρος στο x ενός πολυπτύγματος Mn

To σύνολο όλων των εφαπτόμενων χώρων ονομάζεται εφαπτόμενη δέσμη TM .
Επί της TM ορίζεται μια μετρική g : TM × TM → R τέτοια ώστε gx : Tx × Tx → R

να είναι ένα εσωτερικό γινόμενο επί του xM .

Eπί της TM υπάρχει μοναδική διαφορίσιμη δομή ∇ : TM × TM → TM τέτοια
ώστε:

g(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

∇ έχει τη ιδιότητα της κατευθυνόμενης παραγώγου στο πολύπτυγμα.
Αν γ είναι μια διαφορίσιμη καμπύλη επί του Mn. Η γ ονομάζεται γεωδαισιακή

στο M αν

∇γ̇ γ̇ = 0

1.2 Εκθετική και λογαριθμική συνάρτηση

Αν C είναι ένα σημείο του πολυπτύγματος, ορίζουμε τη συνάρτηση expC : TCM →M

τέτοια ώστε expC(Si) = γ(1), όπου γ είναι η μοναδική γεωδαισιακή τέτοια ώστε C
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και γ̇(Si) = v για κάθε διάνυσμα Si ∈ TCM . Η αντίστροφη συνάρτηση ονομάζεται
λογαριθμική.

Σχήμα 1.2: Η εκθετική και η λογαριθμική συνάρτηση

Συνεπώς η λογαριθμική συνάρτηση ορίζεται

LogC(Ci) = Si

.

1.3 Εκμάθηση μετρικής

Έστω ένα σύνολο δεδομένων που έχουν αναπαράσταση σε διανυσματική μορφή
και τα οποία επιθυμούμε να διαχωρίσουμε σε συστάδες. Αν η L2 μετρική δεν εί-
ναι κατάλληλη για να επιτευχεί ο διαχωρισμός, τότε επιλέγουμε μια καινούργια
μετρική, συνήθως τύπου Mahalanobis απόστασης dM(x, x′) = (x−x′)TM(x−x′) για
να δημιουργήσουμε τις συστάδες. Ο προσδιορισμός των παραμέτρων γίνεται με τη
χρήση κάποιου αλγορίθμου εκμάθησης με βάση τα διαθέσιμα παραδείγματα.

Οι περισσότερες μέθοδοι που ανήκουν σε αυτή την κατηγορία, μαθαίνουν τις
παραμέτρους της μετρικής κάνοντας χρήση εκπαίδευσης με επίβλεψη και με πε-
ριορισμούς της παρακάτω μορφής: S = {(xi, xj) : xi και xj πρέπει να είναι όμοια },
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D = {(xi, xj) : xi και xj πρέπει να είναι ανόμοια }. Παρόμοιοι περιορισμοί είναι και
R = {(xi, xj, xk) : xiπρέπει να είναι πιο όμοια xj σε σχέση με xk}. Ένας αλγόριθμος
εκμάθησης μετρικής βασικά έχει σκοπό να βρει τις παραμέτρους της μετρικής, έτσι
ώστε να συμφωνεί με τους παραπάνω περιορισμούς.

4



Κ 2

Η Γ  Π Stiefel

2.1 Ορισμοί

2.2 Η γεωμετρία των χώρων Stiefel

2.1 Ορισμοί

Εστιάζουμε στη γεωμετρία των πολυπτυγμάτων των πραγματικών πινάκων. Οι ση-
μαντικότερες κατηγορίες αυτών είναι:

1. Η ομάδα των ορθογωνίων πινάκων On που αποτελείται of n × n ορθογωνίων
πινάκων.

2. Τα Stiefel πολυπτύγματα Vn,p που αποτελούνται από τους n× p ορθογώνιους
πίνακες.

3. Τα Grassmann πολυπτύγματα Gn,p τα οποία κάθε στοιχείο τους είναι μια
κλάση ορθογωνίων πινάκων του Vn,p που παράγουν τον ίδιο υπόχωρο του
Rn×p. Δηλαδή είναι είναι ένα πολύπτυγμα πηλίκο.

Ισοδύναμα, δυο πίνακες A,B ∈ Vn,p αναπαριστούν το ίδιο στοιχείο στο χώρο
Grassmann, αν υπάρχει ορθογώνιος πίνακας P ∈ Op τέτοιος ώστε A = B · P . Επο-
μένως, Gn,p = Vn,p/Op.
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Τα πολυπτύγματα Stiefel μπορούν να οριστούν σαν χώροι πηλίκα ορθογωνίων

πολυπτυγμάτων. Κάθε πίνακας Q ∈ Vn,p μπορεί να γραφτεί στη μορφή

 I 0

0 Q

,
όπου I είναι ο p× p ταυτοτικός πίνακας. Επομένως Vn,p = On/On−p. Είναι φανερό,
τότε ότι και ο χώρος Grassmann, μπορεί να γραφτεί στη μορφή Gn,p = On/ (Op ×On−p).

2.2 Η γεωμετρία των χώρων Stiefel

2.2.1 Ο εφαπτόμενος χώρος των Stiefel πολυπτυγμάτων

Τα Stiefel πολυπτυγμάτα Vn,p μπορούν να εμφυτευτούν στον np-διάστατο Ευκλεί-
δειο χώρο n × p των πινάκων. Αν θέσουμε p = 1 τότε το πολύπτυγμα Vn,1 είναι
το πολύπτυγμα των n-διάστατων διανυσμάτων μήκους 1. Συνεπώς είναι η n − 1-
διάστατη σφαίρα. Αν θέσουμε p = n τότε Vn,n = On.

Έστω Y (t) μια καμπύλη του Vn,p. Τότε από τον ορισμό των χώρων Steifel έχουμε

Y TY = I

Παραγωγίζοντας προκύπτει

dY

dt

T

Y + Y T dY

dt
= 0

Θέτουμε ∆ =
dY

dt
, επομένως

∆TY + Y T∆ = 0

ή

Y T∆ = −
(
Y T∆

)T
ή
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Y T∆ είναι αντισυμμετρικός πίνακας

Τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου και κάτω από αυτήν, εξαρτώνται από τα άλλα
στοιχεία του πίνακα ∆. Έχουμε 1 + · · · + p − 1 εξαρτημένες μεταβλητές, επιπλέον
και τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου. Συνεπώς p(p+ 1)

2
εξαρτημένες μεταβλητές.

Επομένως είναι φανερό ότι η διάσταση του εφαπτόμενου χώρου είναι

np− p(p+ 1)

2
=

p(p− 1)

2
+ p(n− p) (2.1)

Μπορούμε να δούμε τα πολυπτυγμάτα Stiefel εμφυτευμένα σε Ευκλείδειους
χώρους, και για αυτό το λόγο μπορούνε να επάγουμε την Ευκλείδεια μετρική

de (∆1,∆2) = tr∆T
1∆2,

δεν είναι άλλη από την Frobenius μετρική στους n× p πίνακες. Ο κάθετος χώρος σε
ένα σημείο Y του πολυπτύγματος αποτελείται από όλους τους πίνακες N με την
ιδιότητα

tr∆TN = 0

για κάθε ∆ του εφαπτόμενου χώρου.

Λήμμα 2.1. Ο κάθετος χώρος σε ένα σημείο Y του πολυπτύγματος Vn,p αποτελεί-
ται από το σύνολο των πινάκων της μορφής N = Y S, όπου S είναι οποιοσδήποτε
συμμετρικός p× p πίνακας.

Απόδειξη. Έστω N = Y S. Και ∆ ένα οποιοσδήποτε διάνυσμα του Vn,p. Συνεπώς

ge(∆, Y S) = 0,

ή

tr
(
∆TY S

)
= 0.
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Από την άλλη πλευρά

(
∆TY S

)T
= STY T∆ = −S∆TY.

Επομένως

tr
(
∆TY S

)T
= −trS∆TY.

Από το οποίο προκύπτει

tr
(
∆TY S

)
= −trS∆TY,

ή

tr
(
∆TY S

)
= −tr

(
∆TY S

)
.

Έτσι έχουμε

tr
(
∆TY S

)
= 0

Επειδή η διάσταση του χώρου είναι p (p+ 1) /2, συμπεραίνουμε άμεσα ότι ο κά-
θετος αποτελείται ακριβώς από το σύνολο των πινάκων {Y S}, όπου S είναι τυχαίος
p× p συμμετρικός πίνακας.

Αν X ∈ Vn,p, οι στήλες του αποτελούν ένα σύνολο p-το πλήθος, σύνολο ορθοκανο-
νικών διανυσμάτων του Rn. Με τη χρήση του αλγορίθμου Gramm-Schmidt μπορούμε
να συμπληρώσουμε τα διανύσματα-στήλες τουX με n−p ορθοκανονικά διανύσματα,
κατασκευάζοντας ένα πίνακα X⊥ με αυτά. Θεωρούμε τον πίνακα [XX⊥] που είναι η
συνένωση των στηλών του X με αυτές του X⊥. Εύκολα αποδεικνύεται το παρακάτω
λήμμα.

Λήμμα 2.2. Ο πίνακας [XX⊥] είναι ένας γραμμικός αυτομορφισμός του Rn×p.

Επομένως Rn×p = [XX⊥]Rn×p. Συνεπώς για κάθε στοιχείο U ∈ Rn×p υπάρχει
μοναδικός πίνακας C ∈ Rn×p τέτοιος ώστε U = [XX⊥]C. Διασπώντας τον C
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C =

 A

B


όπου A είναι ένας p × p πίνακας και ο B είναι ένας (n − p) × p πίνακας, τότε

U = XA+X⊥B.

Για κάθε πίνακα U ∈ Rn×p για δεδομένο X έχουμε

tr(UTU) = tr
(
(XA+X⊥B)T (XA+X⊥B)

)
= tr

(
ATA+BTB

)
=
∑
i,j

a2ij + b2ij

Συνεπώς ο πίνακας C έχει στοιχεία τις ορθογώνιες συντεταγμένες του U , αν
θεωρήσουμε το U σαν διάνυσμα του Rn×p με αρχή το σημείο X.

Λήμμα 2.3. Ο πίνακας Z = XA +X⊥B ανήκει στον εφαπτόμενο χώρο TXVn,p αν
και μόνο αν A είναι αντισυμμετρικός.

Απόδειξη. Έστω Z = XA +X⊥B το οποίο ανήκει στο TXVn,p τότε ZTX +XTZ = 0

το οποίο δίνει AT + A = 0. Επομένως ο A είναι αντισυμμετρικός.

Άρα TXVn,p ⊆ S όπου S = {Z ∈ Rn×p | Z = XA+X⊥B όπου A αντισυμμετρικός } .
Για κάθε αντισυμμετρικό πίνακα p× p έχουμε p(p−1)

2
ανεξάρτητες μεταβλητές. Έτσι

dim(S) =
p(p− 1)

2
+ (n− p)p = np− p(p+ 1)

2
= dim (TXVn,p)

Από το οποίο συνεπάγεται S = TXVn,p.

Έστω Z1, Z2 ∈ TXVn,p. Ορίζουμε το Ευκλείδειο εσωτερικό γινόμενο

⟨Z1, Z2⟩e = tr
(
ZT

1 Z2

)
Με αυτό το εσωτερικό γινόμενο το πολύπτυγμα Stiefel Vn,p γίνεται ένα Rieman-

nian υποπολύπτυγμα του Rn×p. Για κάθε Z ∈ TXVn,p, Z = XA+X⊥B όπου A είναι
p× p αντισυμμετρικός πίνακας και B είναι (n− p)× p πίνακας.
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⟨Z,Z⟩e = tr
(
BTXT

⊥ + ATXT
)
(XA+X⊥B)

= tr
(
BTXT

⊥XA+BTXT
⊥X⊥B + ATXTXA+ ATXTX⊥B

)
= tr

(
ATA

)
+
(
BTB

)
= tr

(
ATA

)
+ tr

(
BTB

)
όπου XTX = I, XT

⊥X⊥ = I,XTX⊥ = 0. Επειδή o A είναι αντισυμμετρικός, έχουμε
tr
(
ATA

)
=
∑
i>j

2a2ij και tr
(
BTB

)
=
∑
i,j

b2ij. Παρατηρούμε ότι η Ευκλείδεια μετρική

συμπεριφέρεται ανισοβαρώς. Οι “Α” συντεταγμένες έχουν διπλάσιο βάρος από τις
“Β” συντεταγμένες.

Ορίζουμε μια καινούργια μετρική

⟨Z1, Z2⟩c = tr

(
Z1

(
I − 1

2
XXT

)
Z2

)
Έχουμε

⟨Z,Z⟩c = tr

(
ZT

(
I − 1

2
XXT

)
Z

)
= tr (XA+X⊥B)T

(
Z − 1

2
XXTZ

)
= tr (XA+X⊥B)T

(
XA+X⊥B −

1

2
XA

)
= tr (XA+X⊥B)T

(
1

2
XA+X⊥B

)
=

1

2
trATA+ trBTB

=
∑
i>j

a2ij +
∑
i,j

b2ij

το οποίο δίνει ίσα βάρη για τις “Α” και τις “Β” συντεταγμένες.

Λήμμα 2.4. Ο πίνακας Z = XC + X⊥D είναι στοιχείο του εφαπτόμενου χώρου
TXVn,p αν και μόνο αν C είναι συμμετρικός και D = 0.

Απόδειξη. Έστω Z = XC όπου C είναι ένας συμμετρικός πίνακας. Για κάθε W =

XA+X⊥B στον εφαπτόμενο χώρο
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⟨Z,W ⟩e = tr
(
CTXT (XA+X⊥B)

)
= tr

(
CTXTXA+ CTXTX⊥B

)
= tr

(
CTA

)
=
∑
i>j

aijcij +
∑
i<j

ajicji

=
∑
i>j

aijcij −
∑
i>j

aijcij

= 0

Θέτουμε S = {XC | C συμμετρικός } έχει p(p+ 1)

2
, διάσταση S ⊆ N (Vn,p), όπου

N (Vn,p) είναι ο κάθετος χώρος Vn,p. Και

dimN (Vn,p) = dimRn×p − dimVn,p = np−
(
np− p(p+ 1)

2

)
=

p(p+ 1)

2

Έτσι

N (Vn,p) = {XC | C συμμετρικός }

Λήμμα 2.5. Έστω Z ένα διάνυσμα Rn×p το οποίο θεωρούμε σαν ένα διάνυσμα
του χώρου X ∈ Vn,p. Τότε

Z = πT (Z) + πN(Z)

όπου πT (Z) είναι η προβολή του Z στο TXVn,p και πN(Z) είναι η προβολή στον
κάθετο χώρο NXVn,p. Και

πT (Z) = Xskew(XTZ) +
(
I −XXT

)
Z

πN(Z) = Xsym(XTZ)
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where sym(A) = A+AT

2
and skew(A) = A−AT

2
.

Απόδειξη. Σύμφωνα με τα λήμματα (2.3), (2.4) έχουμε

Z = (XA+X⊥B) +XC,

όπου A είναι αντισυμμετρικός και C είναι συμμετρικός. Έτσι

(
I −XXT

)
Z =Z −XXTZ

= XA+X⊥B −XXTXA−XXTX⊥B

= XA+X⊥B −XA

= X⊥B. (2.2)

Επίσης

XTZ =XTXA+XTX⊥B +XTXC

= A+ C

Συνεπώς, XTZ = A+ C. Από αυτό συνεπάγεται

skew(XTZ) = skew(A) + skew(C) = A,

και

sym(XTZ) = sym(A) + sym(C) = C.

Άρα,

Z = Xskew(XTZ) +
(
I −XXT

)
Z +Xsym(XTZ)
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Κ 3

Σ   
  Riemann Π

3.1 Εισαγωγή

3.2 Μέθοδοι τοπικού μη γραμμικού υποβιβασμού της διάστασης σε Ευκλείδειους

χώρους

3.3 Συσταδοποίηση σε ένα Riemann Πολύπτυγμα

3.1 Εισαγωγή

Στην εργασία [2] οι ερευνητές προτείνουν ένα καινοτόμο αλγόριθμο για συσταδο-
ποίηση δεδομένων που βρίσκονται σε ένα Riemman πολύπτυγμα κάνοντας χρήση
πολλαπλών υποπολλαπλοτήτων Stiefel πολυπτυγμάτων.

Αρχικά, εκπαιδεύουν μια αναπαράσταση των δεδομένων σε χώρους Stiefel, κά-
νοντας χρήση γενικευμένων μορφών αλγορίθμων, Riemman πολυπτυγμάτων, που
αποτελούν μεταγραφές αντίστοιχων αλγορίθμων από τους Ευκλείδειους χώρους.
Στη συνέχεια υποθέτοντας ότι τα δεδομένα σαν σημεία ενός χώρου Stiefel είναι δια-
χωρίσιμα στη συνέχεια δείχνουν ότι ο null χώρος ενός πίνακα που κατασκευάζεται
από την τοπική αναπαράσταση, δίνει ένα κατακερματισμό των δεδομένων.
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3.2 Μέθοδοι τοπικού μη γραμμικού υποβιβασμού της διάστασης

σε Ευκλείδειους χώρους

Έστω X = {xi ∈ RD}ni=1 να είναι ένα σύνολο από n δεδομένα ενός d-διάστατου πο-
λυπτύγματος, εμφυτευμένου στο χώρο RD και d << D. Υποθέτουμε ότι τα n σημεία
είναι k-συνεκτικά δηλαδή για κάθε δύο σημεία xi, xj ∈ X υπάρχει μια ακολουθία
διατεταγμένων σημείων του X έχοντας το xi και το xj σαν τελικά σημεία και τέτοια
ώστε κάθε δύο διαδοχικά σημεία έχουν μια γειτονιά k-πλησιέστερων σημείων κοινή.
Ο στόχος του υποβιβασμού διάστασης είναι να βρεθεί ένα σύνολο από διανύσματα
{yi ∈ Rd}ni=1, τέτοιο ώστε τα κοντινά σημεία να παραμένουν κοντά και αυτά που
πρέπει να είναι μακριά να παραμένουν μακριά.

3.2.1 Τοπικά Γραμμική Εμφύτευση (LLE)

Αυτή η μέθοδος υποθέτει ότι η τοπική γειτονιά ενός σημείου σε ένα πολύπτυγμα
μπορεί να προσεγγιστεί από έναν γραμμικό υπόχωρο που παράγεται από τα k-
κοντινότερη γειτονιά του σημείου στο πολύπτυγμα και βρίσκει μια χαμηλής διά-
στασης εμφύτευση των δεδομένων βασισμένη σε αυτήν την προσέγγιση.

1. Αναζήτηση κοντινότερου γείτονα: Βρες την k-κοντινότερη γειτονιά (kNN) για
κάθε xi σύμφωνα με την Ευκλείδεια απόσταση.

2. Πίνακας Βαρών: Υπολόγισε τα βάρη Wij τέτοια ώστε να βρεθούν σημεία xi

στις γειτονιές τους, που ελαχιστοποιούν το κόστος

ε(W ) =
n∑

i=1

∥
n∑

j=1

Wijxj − xi∥2

υπό τις συνθήκες Wij = 0 εαν xj δεν είναι στην k-κοντινότερη γειτονιά και υπό
τη συνθήκη κυρτότητας

n∑
j=1

Wij = 1.

Για κάθε σημείο xi τότε η i-γραμμή το W δίνεται

Wi =
1⊤C−1

i

1⊤C−1
i 1

,
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όπου Ci ∈ Rk×k είναι ο τοπικός Gramm πίνακας στο xi, δηλαδή Ci(j, l) =

(xj − xi) · (xl − xi), και 1 ∈ Rk είναι ένα διάνυσμα με όλα τα στοιχεία μονάδες.

3. Αντικειμενική Συνάρτηση: Το τρίτο και τελικό βήμα του αλγορίθμου, κάθε
xi το οποίο έχει υψηλή διάσταση απεικονίζεται σε ένα μικρότερης διάστασης
σημείο το yi το οποίο διατηρεί τις ολικές συντεταγμένες του πολυπτύγματος.
Αυτό πραγματοποιείται, επιλέγοντας τις d-διάστατες συντεταγμένες για κάθε
ένα από τα σημεία yi τέτοιες ώστε να ελαχιστοποιείται το σφάλμα.

ϕ(Y ) =
n∑

i=1

∥yi −
n∑

j=1

Wijyj∥2.

Το κόστος είναι αναλλοίωτο από παράλληλες μεταφορές μιας τιμής yi κατά μια
διανυσματική σταθερά. Έτσι μπορεί να εφαρμοστεί μια παράλληλη μεταφορά
ώστε οι τιμές yi να είναι κεντραρισμένες στην αρχή των συντεταγμένων με
σταθερά

n∑
i=1

yi = 0. Επίσης μπορούμε να περιστρέψουμε τα yi ώστε να μην
επηρεαστεί το κόστος. Περιστρέφουμε με τέτοιο τρόπο για πάρουμε τη σωστή
μεγένθυνση των δεδομένων ώστε

1

n

n∑
i=1

yiy
⊤
i = I.

Με τη χρήση των παραπάνω περιορισμών το πρόβλημα γίνεται καλά ορισμένο.
Συνεπώς η συνάρτηση κόστους έχει μοναδικό ελάχιστο.

3.2.2 Λαπλασιανές Ιδιοσυναρτήσεις LE

Ο αλγόριθμος LE δίνεται παρακάτω

1. Αναζήτηση του κοντινότερου γείτονα: Βρες τον k-κοντινότερους γείτονες
(kNN) για κάθε xi σύμφωνα με την Ευκλείδεια μετρική.

2. Πίνακας Βαρών: Κατασκεύασε τον πίνακα βαρών W ∈ Rn×n
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Wij = exp
(
−∥xi − xj∥2/σ2

)
3. Αντικειμενική Συνάρτηση: Οι ιδιοσυναρτήσεις του Λαπλασιανού τελεστή∆f =

divgradf όπου div είναι η απόκλιση και grad είναι η κλίση του πολυπτύγμα-
τος. Αναζητούμε διανύσματα {yi ∈ Rd}ni=1 που ελαχιστοποιούν την παρακάτω
αντικειμενική συνάρτηση:

ϕ(Y ) =
∑
i,j

∥yi − yj∥2Wij√
DiiDjj

όπου Y = [y1, · · · , yn]⊤ ∈ Rn×d, D είναι διαγώνιος πίνακας με την ιδιότητα
Dii =

∑
j

Wij , and L = I −D− 1
2WD− 1

2 .

3.2.3 Εσσιανή LLE

Ο HLLE αλγόριθμος δίνεται παρακάτω

1. Αναζήτηση γείτονα: Βρες τους k-κοντινότερους γείτονες (kNN) για κάθε xi

σύμφωνα με την Ευκλείδεια μετρική. Έστω Ni = {xij} να είναι το σύνολο των
k-κοντινότερων γειτόνων xi.

2. Εφαπτομενικές συντεταγμένες: Θεώρησε τον πίνακα

cov(xi) =
1

k

k∑
j=1

(xi,j − x̄i) (xi,j − x̄j)
⊤

όπου x̄i είναι η μέση τιμή kNN. Εκτέλεσε ιδιοανάλυση κάνουντας τη χρήση του
αλγορίθμου SV D για τον πίνακα cov(xi) για τον υπολογισμό των d ιδιοδια-
νυσμάτων {uq ∈ RD}dq=1. Οι εφαπτομενικές συντεταγμένες του kNN δίνονται
από τις d στήλες του k × d πίνακα V που δίνεται παρακάτω, όπου p = 1, · · · k
και q = 1, · · · , d
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Vpq = (xi,p − x̄i)
⊤ uq = ⟨xi, p− x̄i, uq⟩.

3. Αντικειμενική συνάρτηση: Αρχικά υπολόγισε τον Eσσιανό τελεστή hi για κάθε
σημείο xi στο πολύπτυγμα με τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. Θεώρησε
μια λεία συνάρτηση f : M → R. Υπολόγισε τη συνάρτηση για όλα τα kNN
σε ένα σημείο xi του πολυπτύγματος και τοποθέτησε τα σε ένα διάνυσμα
fi. Μπορεί να δειχθεί hifi ότι το σύνολο των διανυσμάτων προσεγγίζει τις

συνιστώσες της Εσσιανής. όπου ∂2f

∂Vp∂Vq

. Αυτοί είναι τοπικοί υπολογισμοί, και

χρησιμοποιούνται για να δωθεί ένας εμπειρικός υπολογισμός της (i, j) στήλης
του H

Hi,j =
∑
l

∑
r

(
(hl)r,i(h

l)r,j
)
.

4. Το πρόβλημα των αραιών ιδιοτιμών: Πραγματοποίησε μια ιδιοανάλυση του H

και κατασκεύασε τα (d+ 1) ιδιοδιανύσματα που συσχετίζονται με τις (d+ 1)-
ιδιοδιανύσματα. Τα διανύσματα που έχουν σε όλες τις θέσεις μονάδες, 1 ∈ Rn,
είναι τα ιδιοδιανύσματα του H που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή 0. Τα d ιδιο-
διανύσματα του πίνακα H που αντιστοιχούν στις δεύτερες (d+ 1) μικρότερες
ιδιοτιμές, παράγουν α d-διάστατο χώρο το οποίο περιέχει τις εμφυτευμένες
συντεταγμένες των στηλών του Y . Επειδή ο H είναι συμμετρικός, κάποιος
μπορεί να επιλέξει τα εμφυτευμένα διανύσματα που είναι ορθογώνια με το
διάνυσμα 1.

3.3 Συσταδοποίηση σε ένα Riemann Πολύπτυγμα

Δίνουμε τους αντίστοιχους που ισχύουν σε ένα πολύπτυγμα Riemann

3.3.1 Ο Riemann αλγόριθμος kNN

Είναι ο ίδιος αλγόριθμος όπως περιγράφεται στην προηγούμενη παράγραφο μόνο
που αντικαθιστούμε την Ευκλείδεια μετρική με την αντίστοιχη μετρική του πο-
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λυπτύγματος Riemann. Πιο συγκεκριμένα ορίζουμε τον kNN του xi να είναι τα k

σημεία xj που ελαχιστοποιούν την σχέση ∥ logxi
(xj) ∥xi

.

3.3.2 Ο αλγόριθμος LLE σε Riemann πολύπτυγμα

Πρέπει να ελαχιστοποιήσουμε στο πολύπτυγμα Riemann το ολικό σφάλμα,

ε(W ) =
n∑

i=1

∥ logxi
(x̂Riem,i) ∥2xi

υπό τον περιορισμό Wij = 0, αν xj δεν είναι kNN του xi και
∑

j Wij = 1. x̂Riem,j ,
είναι η γεωδαισιακό γραμμική παρεμβολή το xj στο δικό του kNN.

x̂Riem,i = expxi

(
n∑

j=1

Wij logxi
(xj)

)
.

Επειδή οι συναρτήσεις exp και log είναι αντίστροφες μεταξύ τους συναρτήσεις,
έχουμε

εRiem(W ) =
n∑

i=1

∥
n∑

j=1

Wij log (xj) ∥2xi
.

Χρησιμοποιώντας την ίδια λογικό όπως και στην περίπτωση των Ευκλείδειων
χώρων, τα βέλτιστα βάρη προκύπτουν με τη χρήση του τοπικού Gram πίνακα Ci ∈
Rk×k που ορίζεται ως

Ci(j, l) = ⟨logxi
(xj) , logxi

(xl)⟩xi

3.3.3 Ο Riemann αλγόριθμος για τον αλγόριθμο LE

Αντί να προσπαθούμε τα γράψουμε κάθε σημείο σαν γραμμικό συνδυασμο των kNN
του, βρίσκουμε τον πίνακα των βαρών W ∈ Rn×n των οποίων οι τιμές Wij υπολο-
γίζουν το πόσο κοντά είναι τα xi σε σχέση με τα xj. Επομένως μετασχηματίζοντας
τις Laplace ιδιοσυναρτήσεις σε ένα Riemann πολύπτυγμα ώστε οι υπολογισμοί αντί
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να χρησιμοποιούν την exp
(
−∥xi−xj∥2

σ2

)
, να χρησιμοποιείται η αντίστοιχη Riemann

μετρική. Συνεπώς

Wij = exp
(
−distRiem(xi, xj)

2

σ2

)
= exp

(
−
∥ logxi

(xj)∥2xi

σ2

)

και με περιορισμούς Wij = 0 αν xj δεν ανήκει στην kNN του xi. Και M̃ = L =

I −D− 1
2WD− 1

2 και D είναι τέτοιος ώστε Dii =
∑

j Wij.

3.3.4 Ο Riemann αλγόριθμος ΗLLE

Στο δεύτερο βήμα του αλγορίθμου HLLΕ πραγματοποιείται ο υπολογισμός των
συντεταγμένων, για κάθε xi εφαρμόζοντας την ευκλείδεια PCA για κάθε έναν από
τους γείτονες του με την παραδοχή ότι τα τοπικά σημεία ανήκουν στο ίδιο υπόχωρο.
Αυτή η υπόθεση στην περίπτωση των Riemann πολυπτυγμάτων δεν ισχύει πλέον.
Για να υπολογιστούν οι κύριες γεωδαισιακές συνιστώσες δεν είναι απλό διαδικασία.
Για το λόγο αυτό πρέπει να χρησιμοποιηθεί η κατάλληλη Riemann μετρική, ο σωστός
μέσος και ο αντίστοιχος συναλλοίοτος πίνακας.

Έστω {xi,j}kj=1 είναι το σύνολο των kNN του xi. Πρώτα υπολογίζουμε τον εσω-
τερικό μέσο x̄i του kNN . Στη συνέχεια υπολογίζουμε το εφαπτόμενο διάνυσμα
vj = logx̄i

(xi,j) σε σχέση με το x̄i και οι γεωδαισιακές συνιστώσες είναι η ορθοκανο-
νική βάση για το Tx̄i

M. Θα γράψουμε τον προβολικό τελεστή χρησιμοποιόντας τον
Riemann πίνακα. Επομένως οι εφαπτόμενες συντεταγμένες του kNN δίνονται από
τον k × d πίνακα V , όπου

Vpq = ⟨logx̄i
(xi,p) , uq⟩x̄i

, p = 1, · · · , k, q = 1, · · · , d.
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Κ 4

Ε Π Μ 
Grassmann Π

4.1 Εισαγωγή

4.2 Βασικές έννοιες

4.3 Μοντελοποίηση του προβλήματος

4.4 Η προβολική μετρική εκμάθησης

4.5 Συνάρτηση διακριτοποίησης

4.6 Βελτιστοποίηση χρησιμοποιόντας τον αλγόριθμο RCG

4.1 Εισαγωγή

Ένα βασικό εργαλείο στην αναπαράσταση εικόνων video στο πρόβλημα αναγνώρι-
σης προσώπων, είναι οι γραμμικοί υπόχωροι [3],[4],[5],[6]. Στο πρόβλημα της ανα-
γνώρισης προσώπου σε εικόνες video, μεγάλη επιτυχία είχε η μέθοδος στην οποία
κάθε video αναπαρίσταται σαν γραμμικός υπόχωρος o οποίος είναι στοιχείο ενός
πολυπτύγματος Grassmann κατάλληλης διάστασης.

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουμε αναλυτικά την εργασία [7], στην οποία οι
ερευνητές, με μιά πρωτοποριακή μέθοδο επιχειρούν να λύσουν το πρόβλημα ανα-
γνώρισης των προσώπου σε video αφού πρώτα αναπαριστούν κάθε video σε μορφή
γραμμικού χώρου για να πετύχουν υποβιβασμό διάστασης κάνοντας χρήση ενός πο-
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λυπτύγματος Grassmann.

Η μέθοδος επιχειρεί να δώσει καλύτερα αποτελέσματα σε σχέση με τις κλα-
σικές μεθόδους [8],[9],[10],[11],[12] στις οποίες οι ερευνητές επιχειρούν να λύσουν
το πρόβλημα κατασκευάζοντας κατάλληλους μετασχηματισμούς από τους χώρους
Grassmann σε Ευκλείδειους χώρους υψηλής διάστασης και στη συνέχεια υποβιβάζο-
ντας τη διάσταση των αναπαραστάσεων των δεδομένων σε χαμηλότερης διάστασης
Ευκλείδειους χώρους. Πιο συγκεκτριμένα, κατασκεύασαν συναρτήσεις θετικά ορι-
σμένων πυρήνων, με πεδίο ορισμού ένα Grassmann πολύπτυγμα και σύνολο αφίξεως
έναν υψηλής διάστασης χώρο Hilbert, οι οποίοι είναι εφοδιασμένοι με την Ευκλεί-
δεια γεωμετρία. Έτσι κάθε πρόβλημα αρχικά ορισμένο σε κάποιο χώρο Grassmann
εμφυτεύεται σε κάποιο Ευκλείδειο χώρο υψηλής διάστασης. Στη συνέχεια εφαρμό-
ζεται ένας αλγόριθμος για τον υποβιβασμό σε χαμηλότερης διάστασης Ευκλείδειο
χώρο.

Σχήμα 4.1: Η κύρια μεθοδολογία για αναγνώριση προσώπου σε εικόνες. (a)-(b)-(d)-
(e) αρχικά εμφυτεύουμε το πολύπτυγμα Grassmann G(q,D) (b) σε ένα υψηλής διά-
στασης χώρο Hilbert H (d) και μετά εκτελούμε υποβιβασμό διάστασης, αφού πρώτα
εκπαιδεύσουμε κατάλληλα τις παραμέτρους μιας απεικόνισης από το χώρο Hilbert
υψηλής διάστασης σε ένα χώρο Hilbert χαμηλότερης διάστασης Rd (e). Σε αντίθεση,
η μέθοδος που μελετάμε στο παρόν κεφάλαιο ακολουθεί τα βήματα (a)-(b)-(c) για
να εκπαιδεύσει μια απεικόνιση που υποβιβάζει τη διάσταση των δεδομένων από
ένα πολύπτυγμα Grassmann μεγαλύτερης διάστασης G(q,D) σε ένα πολύπτυγμα
G(q, d)(c) μικρότερης διάστασης στο οποίο τα δεδομένα διαχωρίζονται καλύτερα
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4.2 Βασικές έννοιες

Στο κεφάλαιο αυτό θεωρούμε κάθε video σαν μια ακολουθία εικόνων χωρίς να
λαμβάνουμε υπόψην πληροφορίες που σχετίζονται με το χρόνο. Είναι γνωστό ότι
μια τέτοια αναπαράσταση video το οποίο περιέχει ένα μόνο πρόσωπο, μπορεί να
αναπαρασταθεί σαν ένα γραμμικό χώρο μικρής διάστασης [3]. Με μια τέτοια ανα-
παράσταση κερδίζουμε το χαμηλό κόστος επεξεργασίας σε σχέση με τα μεγάλα σε
μέγεθος δεδομένα [13] που θα πρέπει να επεξεργαστούμε. Σαν συνέπεια αυτού,
πολλές τεχνικές έχουν σχεδιαστεί για υποβιβασμό διάστασης αλλά δεν είναι άμεσα
εκμεταλεύσιμες από δεδομένα που προέρχονται από Grassmann πολυπτύγματα.
Στη συνέχεια παραθέτουμε μια σειρά από εργασίες που μελετάνε τη Riemann γεω-
μετρία των πολυπτυγμάτων Grassmann [14],[15],[16],[17]. Μόνο μερικές από αυτές
[14], [15], [17] χρησιμοποιούν την προβολική απεικόνιση για να αναπαραστήσουν
κάθε στοιχείο τον πολυπτυγμάτων Grassmann με τον προβολικό τελεστή του.

Η προβολική απόσταση σχετίζεται άμεσα με την ακριβή γεωδαισιακή απόσταση
σε ένα Grassmann πολύπτυγμα σε κάθε τάξη μεγέθος του πολυπτύγματος. Όλοι οι
παραδοσιακοί αλγόριθμοι που έχουν σχεδιαστεί για τον Ευκλείδειο χώρο μπορούν
να μεταγραφού και σε μη γραμμικά πολυπτύγματα.

4.3 Μοντελοποίηση του προβλήματος

Υποθέτουμε ότι έχουμε m μια ακολουθία από videos {X1, X2, · · · , Xm}. Για κάθε ένα
από αυτά Xi αποτελεί μια ακολουθία εικόνων ενός προσώπου. Γενικά Xi ∈ RD×ni.
Δηλαδή κάθε ένα από τα videos περιέχουν ni εικόνες, και κάθε εικόνα μπορεί να
περιγραφτεί σαν ένα D-διάστατο διάνυσμα κάποιων περιγραφέων. Κάθε ένα από
αυτά τα videοs ανήκουν σε μια κατηγορία που συμβολίζεται με Ci. Το Xi video
μπορεί να αναπαρασταθεί με ένα q διάστατο γραμμικό υπόχωρο που παράγεται
από μια ορθοκανονική βάση με πίνακα Yi ∈ RD×q, XiX

T
i ≃ YiΛiY

T
i , όπου Λi, Yi αντι-

στοιχεί σε πίνακες των q μεγαλύτερων ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτων αντίστοιχα.
Δοθέντως ενός γραμμικού υπόχωρου span(Yi) σε ένα Grassmann πολύπτυγμα

(ορίζουμε YiY
T
i την αναπαράσταση κάθε στοιχείου πάνω στο πολύπτυγμα). Επιθυ-

μούμε να εκπαιδεύσουμε μια απεικόνιση f : G(q,D) → G(q, d) υπολογίζοντας την
παράμετρο d μέσω παραδειγμάτων. Η συνάρτηση f έχει μορφή
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f
(
YiY

T
i

)
= W TYiY

T
i W =

(
W TYi

) (
W TYi

)T
όπου W ∈ RD×d (q ≤ D), είναι ένας πίνακας μετασχηματισμού με στήλες μέγιστης
βαθμίδας. Με τη χρήση αυτής της απεικόνισης μετασχηματίζουμε το αρχικό πολύ-
πτυγμα Grassmann G(q,D) μετασχηματίζεται σε ένα μικρότερης διάστασης Grass-
man πολύπτυγμα G(q, d). Εκτός από την περίπτωση που ο W είναι ορθογώνιος
πίνακας, ο W TYi δεν είναι γενικά ορθογώνιος. Μόνο όταν ο γραμμικός υπόχωρος
παράγεται από ορθογώνιο πίνακα είναι πραγματικό σημείο ενός πολυπτύγματος
Grassmann. Οι ερευνητές χρησιμοποιούν τις ορθογώνιες προβολές του W TYi που
ορίζονται από W TY ′ για να αναπαραστήσουν μια ορθογώνια βάση του πίνακα των
μετασχηματισμένων προβολικών πινάκων.

4.4 Η προβολική μετρική εκμάθησης

Η προβολική μετρική για κάθε ένα ζεύγος μετασχηματισμένων προβολικών τελεστών
W TY ′

i Y
′T
i W , W TY ′

jY
′T
j W ορίζεται ως:

d2p
(
W TY ′

i Y
′T
i W,W TY ′

jY
T
j W

)
=

2−
1
2∥W TY ′

i Y
′
i W −W TY ′

jY
′T
j W∥2F =

2−
1
2 tr
(
PAijA

T
ijP
)
.

όπου Aij = Y ′
i Y

′T
i − Y ′

jY
′T
j και P = WW T . Επειδή ο W απαιτείται να είναι

πίνακας μέγιστης βαθμίδας ως προς τις στήλες, ο P είναι βαθμίδας-d συμμετρικός
θετικά ορισμένος (PSD) πίνακας μεγέθους D × D, έχει τη δομή ενός Mahalanobis
πίνακα.

4.5 Συνάρτηση διακριτοποίησης

Η συνάρτηση διακριτοποίησης είναι σχεδιασμένη να ελαχιστοποιεί τις προβολικές
αποστάσεις για κάθε δυο στοιχεία που ανήκουν στην ίδια κλάση και μεγιστοποιεί
τις προβολικές αποστάσεις στοιχείων που βρίσκονται σε διαφορετικές κλάσεις. Ο
πίνακας P υπολογίζεται μέσω της αντικειμενικής συνάρτησης J(P ):
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P∗ = argmin
P

J(P ) = argmin
P

(Jw(P )− αJb(P )) . (4.1)

όπου α σχετίζεται με την αντιστάθμιση μεταξύ του πόσο συμπαγείς Jw(p) πρέπει
να είναι οι κλάσεις σε σχέση με τις αποστάσεις μεταξύ των κλάσεων Jb(P ). Όπου
Jw(p) μετρά το μέσο όρο των αποστάσεων των σημείων μέσα στις κλάσεις και Jb(p)
μετρά το μέσο όρο των αποστάσεων των σημείων που αντιστοιχούν σε διαφορετικές
κλάσεις. Συνεπώς έχουμε:

Jw(P ) =
1

Nw

m∑
i=1

∑
j:Ci=Cj

2−
1
2 tr
(
PAijA

T
ijP
)
,

Jb(P ) =
1

Nb

m∑
i=1

∑
j:Ci ̸=Cj

2−
1
2 tr
(
PAijA

T
ijP
)
.

όπου Nw είναι ο αριθμός των ζευγών των δειγμάτων από την ίδια κλάση και
Nb είναι ο αριθμός των ζευγών σημείων που ανήκουν σε διαφορετικές κλάσεις, και
Aij = Y ′

i Y
′T
i −Y ′

jY
′T
j και P είναι ένας θετικά ημιορισμένος που πρέπει να υπολογιστεί

μέσω της μάθησης.

4.6 Βελτιστοποίηση χρησιμοποιόντας τον αλγόριθμο RCG

Για όλα τα i ο πίνακας Yi πρέπει να κανονικοποιηθεί σε ένα πίνακα Y ′
i για δεδομένο

P = WW T έτσι οι στήλες του W TY ′
i να είναι ορθοκανονικές. Ειδικά οι ερευνητές

εκτελούν QR-διάσταση του W TYi έτσι ώστε W TYi = QiRi, όπου Qi ∈ RD×q είναι
ο ορθοκανονικός πίνακας που αποτελείται από τις q πρώτες στήλες και Ri ∈ Rd×d

είναι ο αντιστρέψιμος πίνακας του άνω τριγωνικού πίνακα. Επειδή o Ri είναι αντι-
στρέψιμος και ο Qi είναι ορθογώνιος. Πρέπει να οριστούν οι Qi = W T

(
YiR

−1
i

)
.

Συνεπώς

Y ′
i = YiR

−1
i (4.2)

Η εξίσωση (4.1) μετασχηματίζεται στην

P∗ = argmin
P

tr(PSwP )− αtr((PSwP ). (4.3)
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όπου

Sw =
1

Nw

m∑
i=1

∑
j:Ci=Cj

2−1/2tr(AijA
T
ij) (4.4)

Sb =
1

Nb

m∑
i=1

∑
j:Ci ̸=Cj

2−1/2tr(AijA
T
ij) (4.5)

Μπορούμε να περιγράψουμε τον αλγόριθμο ως εξής:

στην k επανάληψη, βρες το Pk υπολογίζονται το ελάχιστο της J κάνοντας ανα-
ζήτηση κατά μήκος της γεωδαισιακής γ που ορίζεται από την διεύθυνση Hk−1 και
διέρχεται από το σημείο Pk−1 = γ(k−1). Υπολόγισε την Riemann ποσότητα ∇pJ(Pk)

στο σημείο. Στη συνέχεια υπολόγισε τη νέα κατεύθυνση, τέτοια ώστε να αποτελεί
συνδυασμό της παλιάς κατεύθυνσης και του νέου gradient. Επανέλαβε μέχρι τη
σύγκλιση.

Hk ← −∇pJ(Pk) + ητ (Hk−1, Pk−1, Pk) ,

Το Gradient ∇pJ(Pk) μπορεί να προσεγγιστεί με τη βοήθεια του αντίστοιχου του
στον Ευκλείδειο χώρο DpJ(Pk) με ∇pJ(Pk) = DPJ(Pk) − PkP

T
k DPJ(Pk), και το

τ (Hk−1, Pk−1, Pk) συμβολίζει την παράλληλη μεταφορά του εφαπτόμενου διανύσμα-
τος Hk−1 από Pk−1 στο Pk. Ο υπολογισμός του DpJ(Pk):

DPJ(Pk) = 1 (Sw − αSb)Pk.

Δίνουμε τον παρακάτω αλγόριθμο.
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Αλγόριθμος 4.1 Εκμάθηση Προβολικής Μετρικής (PML)
Require: Για όλους τους γραμμικούς υπόχωρους span(Y ) ∈ G(q,D)

1: W ← ID×d, P ← Id

2: Επανέλαβε:
3: Κανονικοποίησε το Yi χρησιμοποιόντας 4.2 για όλα τα i

4: Υπολόγισε Sw και Sb χρησιμοποιόντας 4.4 και 4.5
5: Βελτιστοποίησε P με 4.3 χρησιμοποιόντας τον παρακάτω αλγόριθμο.
6: Ενημέρωσε το W υπολογίζοντας την τετραγωνική ρίζα του πίνακα P .
7: Τέλος
8: Έξοδος: Ο πίνακας P .

Αλγόριθμος 4.2 Riemannian Conjugate Gradient (RCG)
Require: Ο αρχικός PSD πίνακας P0

1: H0 ← 0, P ← P0

2: Επανέλαβε
3: Hk ← −∇PJ(Pk) + ητ (Hk−1, Pk−1, Pk) .

4: Αναζήτησε γραμμικά κατά μήκος της γευδαισιακής γ με κατεύθυνση το Hk από
το Pk−1 = γ(k − 1) για να βρεθεί το Pk = argminPJ(P ).

5: Hk−1 ← Hk, Pk−1 ← Pk.
6: Μέχρι τη σύγκλιση
7: Έξοδος: Ο πίνακας P .
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Κ 5

Ε Μ Δ Π
 Π Κ 

Stiefel Π

5.1 Εισαγωγή

5.2 Το προτεινόμενο πλαίσιο εκμάθησης

5.3 Πολυπαραγοντική εμφύτευση

5.4 Το Lasso

5.5 Βελτιστοποίηση στα πολυπτύγματα Stiefel

5.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουμε τις βασικές μεθόδους της εργασίας [18]. Για
την εκμάθηση μιας προβολής, χρησιμοποιώντας μόνο ένα μικρό δείγμα εικόνων που
περιέχουν πρόσωπα είναι ένα δύσκολο πρόβλημα στην αναγνώριση προσώπου. Ει-
δικά όταν τα πρόσωπα που θα πρέπει να αναγνωριστούν έχουν πολλές παραλλαγές
ως προς τη θέση στην εικόνα, μεταβλητή φωτεινότητα, και έκφραση προσώπου. Για
να μελετήσουν ένα τέτοιο πρόβλημα οι ερευνητές αυτής της εργασίας προτείνουν
ένα πλαίσιο μεθόδων που στηρίζεται στην θεωρία της στατιστικής εκμάθησης, που
είναι καταλληλότερη για την εκμάθησης μια διακριτής προβολής. Ο υποβιβασμός
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διάστασης κάνοντας χρήση επαναληπτικά του προβολικού πίνακα συνδυάζεται με
ένα γραμμικό ταξινομητή στο κανονικοποιημένο πλαίσιο της Lasso μεθόδου. Ο προ-
βολικός πίνακας σε συνδυασμό με τις παραμέτρους του ταξινομητή μαθαίνονται,
λύνοντας ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης επί των πολυπτυγμάτων Stiefel.

5.2 Το προτεινόμενο πλαίσιο εκμάθησης

Σχήμα 5.1: Σχέδιο για την εκμάθηση του προβολικού πίνακα με επίβλεψη

Θεωρούμε τα αρχικά δεδομένα, να αναπαρίστανται σε μια διανυσματική δομή x ∈
Rn. Μια γραμμική προβολή P ∈ Rn×k προβάλει τα αρχικά δεδομένα x στα z = P Tx.
Αυτή η προβολή όχι μόνο υποβιβάζει τη διάσταση στο k ≪ n αλλά επίσης μειώνει
τον θόρυβο των αρχικών δεδομένων πρωτού παραχθεί το z στον ταξινομητή C.
Στην περίπτωση της μη επιβλέψιμης εκμάθησης, η προβολή P μπορεί να επιλεγεί
ανεξάρτητα του ταξινομητή C. Στην περίπτωση εκμάθησης με επίβλεψη, η προβολή
P επιλέγεται έτσι ώστε να εξασφαλιστεί, η ταξινόμηση των δεδομένων x τα οποία
διατηρούν τον προβολικό χώρο z.

5.3 Πολυπαραγοντική εμφύτευση

Για να κατασκευαστεί μια τεχνική ταξινόμησης πολλών κατηγοριών κάνοντας χρήση
μιας τεχνικής παλινδρόμισης, ο απλούστερος τρόπος είναι να κατασκευαστεί ένας
δυαδικός ταξινομητής για κάθε κατηγορία σε σχέση με όλες τις άλλες. Η άλλη
μέθοδος είναι να γενικευτεί ένας ταξινομητής για να κάνει πολυπαραγοντική πα-
λινδρόμιση. Τα ονόματα των κλάσσεων εμφυτεύονται σε αυτό τον πολυπαραγοντικό
χώρο παλινδρόμισης. Για κάθε κορυφή yi =

[
y1i , · · · , yk−1

i

]T είναι το κέντρο της κλά-
σης. Ένα εμφυτευμένο σημείο κοντά στο yi θα ταξινομείται στην κλάση με όνομα
i.
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5.4 Το Lasso

Θεωρούμε το γενικό γραμμικό μοντέλο παλινδρόμησης:

yi = wT zi + β0, i = 1, · · · , L.

Ο αλγόριθμος lasso αναζητεί της παραμέτρους παλινδρόμησης w μέσω της συνθήκης

argmin
w

L∑
i=1

(
yi − wT zi − β0

)2
, subject to ∥w∥1 ≤ s.

Μπορεί να δειχθεί ότι το πρόβλημα είναι ισοδύναμο με το

argmin
w

∑
i=1

(
yi − wT zi − β0

)2
+ λ∥w∥1,

για μια κατάλληλη τιμή του λ, η οποία υπολογίζεται με τη χρήση της cross-vaidation
τεχνικής. Η διαφορά αυτής της παλινδρόμησης με την οριακή παλινδρόμισης, είναι
ο τρόπος επιλογής του l1 σε σχέση με την κλασική μετρική l2. Η επιλογή αυτής της
μετρικής παράγει αραιούς συντελεστές.

Στην περίπτωση της επέκτασης του αλγορίθμου lasso στην πολυπαραγοντική
περίπτωση με y ∈ Rk−1, τότε το μοντέλο της γραμμικής παλινδρόμησης λαμβάνει τη
μορφή

yi = W T zi + b, i = 1, · · · , L,

όπου W = [w1, ...wk−1]. Όταν η εμφύτευση του yi είναι συμμετρική και τα δεδομένα
είναι κεντρικοποιημένα, μπορούμε να ορίσουμε b = 0. Έτσι η βελτιστοποίηση μπορεί
να γραφτεί σε μορφή πίνακα

min
w
∥Y −W TZ∥2F + λ∥W∥1,

όπου Y = [y1, · · · , yL] και Z = [z1, · · · , zL]. Τότε και το Z και το Y είναι γνωστά, και
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το πρόβλημα παλινδρόμησης lasso μπορεί να λυθεί αριθμητικά μια που δεν υπάρθει
ακριβής μέθοδος.

5.5 Βελτιστοποίηση στα πολυπτύγματα Stiefel

Έστω Z = P TX ο στόχος αυτού του αλγόριθμου είναι να βρει την προβολή P

και να επιλέξει ένα κατάλληλο γραμμικό ταξινομητή για το παρακάτω πρόβλημα
βελτιστοποίησης

arg min
P∈Sn,k,W∈Rk×m

∥Y −W TP TX∥2F + λ∥W∥1,

όπου

Sn,k =
{
P ∈ Rn×k : P TP = I

}
είναι το πραγματικό Stiefel πολύπτυγμα. Η βελτιστοποίηση λύθηκε επί των Stiefel
πολυπτυγμάτων Sn,k για το P επειδή η αντικειμενική συνάρτηση δεν είναι αναλ-
λοίωτη στους δεξιούς ορθογώνιους μετασχηματισμούς βαθμίδας k του προβολικού
πίνακα P . Η αντικειμενική συνάρτηση είναι κυρτή σε σχέση με τοW ή με το P , αλλά
όχι και με τα δύο ταυτόχρονα. Μια υποβέλτιστη λύση παράγεται για να λύσει το
πρόβλημα για κάθε μια μεταβλητή μέχρι τη σύγκλιση της. Τότε το P είναι δεδομένο
και η αριθμητική λύση για το W μπορεί να παραχθεί κάνοντας χρήση του l1-επιλυτή
για το παρακάτω πρόβλημα:

arg min
W∈Rk×m

∥Y −W TZ∥2F + λ∥W∥1.

Τότε το W διατηρείται σταθερό, και πρέπει να λύσουμε το πρόβλημα

arg min
P∈Sn,k

g(P ) = ∥Y −W TP TX∥2F

Οι ερευνητές χρησιμοποιούν το παρακάτω θεώρημα [19].

30



Θεώρημα 5.1. (Προβολή στο χώρο Stiefel) Έστω X ∈ Rn×k να είναι ο βαθμίδας-k
πίνακας. Ορίζουμε τον προβολικό τελεστή π : Rn×k → Sn,k ως

π(X) = arg min
Q∈Sn,k

∥X −Q∥2F

Αν η SVD ανάλυση του πίνακα X είναι X = UΣV T τότε

π(X) = UIn,kV
T

όπου In,k είναι οι πρώτες k του ταυτοτικού πίνακα I ∈ Rn×n.

Δίνουμε τον αλγόριθμο

Αρχικοποίηση Αρχικοποίηση P = P0 (από PCA, για παράδειγμα).

Επανάληψη i
F =

∂g(P )

∂P
= 2

(
XXTPWW T −XY TW T

)
Βήμα 1 Όριση G = F − PF TP,H = −G.

Βήμα 2 Υπολόγισε

⟨H,H⟩ = tr

[
HT

(
I − (

1

2
PP T

)
H

]

Βήμα 3 Έλεγξε αν ⟨H,H⟩ ≤ ε τότε σταμάτησε

Βήμα 4 If g(P ) − g(π(P + 2γH)) ≥ γ⟨H,H⟩ όρισε γ → 2γ τότε επανέλαβε το
βήμα 4
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