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ΕΠΕΞΗΓΗΣΕΙΣ ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΩΝ

Το ακρωνύμιο “ΜΔΣ” σημαίνει “μερικά διατεταγμένο σύνολο”.

Συμβολίζουμε τη σχέση “υποακολουθία” ως ≤sub  και τη σχέση “πρόθεμα” ως ≤pre .

Γενικά, γράφουμε x<κ (αντίστοιχα x≤κ) εννοώντας ∪
n< κ

xn (αντίστοιχα ∪
n≤ κ

xn) και x * εννοώ-

ντας x<ω, με ό,τι (συμβατό) μπορεί να σημαίνει η χρήση βάσης και εκθέτη.

Συμβολίζουμε το  i-οστό μέλος μιας πλειάδας  t  ως  t [i ] και θεωρούμε ότι τα μέλη αρχίζουν 

από το 0.

Χρησιμοποιούμε παρενθέσεις για την αναπαράσταση τόσο πλειάδων όσο και ακολουθιών. 

Αυτό ισχύει και για πλειάδες ή ακολουθίες μήκους 1, π.χ. (x ).

Για ένα σύνολο S  γράφουμε S ( x) εννοώντας x ∈ S  (βλέποντας το S  σαν κατηγόρημα και όχι 

σαν συνάρτηση).

Συμβολίζουμε το κενό σύνολο ως ∅ και ως ϵ, όταν λόγω των συμφραζομένων το βλέπουμε 

σαν την κενή ακολουθία.

Συμβολίζουμε το σύνολο των συναρτήσεων από το  D στο  R ως  D → R και (κυρίως όταν 

πρόκειται για ακολουθίες) ως RD.

Συμβολίζουμε το δυναμοσύνολο ενός συνόλου S  ως 2S (επειδή είναι ισομορφικό με το σύνο-

λο των συναρτήσεων από το S  στο 2 = {0 , 1}).

Συμβολίζουμε την πράξη του καρτεσιανού γινομένου ως ×  και θεωρούμε πως δέχεται ως 

όρισμα μια πεπερασμένη ακολουθία συνόλων. Γράφουμε Sn εννοώντας ×
i <n

S .

Για μία συνάρτηση ⊕ ∈ 2S
→ S:

• γράφουμε ⊕
συνθήκη

έκφραση εννοώντας ⊕ {έκφραση | συνθήκη}

• γράφουμε έκφραση0⊕ ... ⊕ έκφρασηn εννοώντας ⊕ {έκφραση0 , ... , έκφρασηn}

Για μία συνάρτηση ⊕ ∈ S<κ
→ S :
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• γράφουμε ⊕
συνθήκη

έκφραση εννοώντας ⊕ (έκφραση)συνθήκη

• γράφουμε έκφραση0⊕ ... ⊕ έκφρασηn εννοώντας ⊕ (έκφραση0 , ... , έκφρασηn)

Για μία συνάρτηση f ∈ D → R, ορίζουμε το im ( f ) (την εικόνα του f ) ως εξής:

• για κάθε d ∈ D, im ( f )(d )= f (d )

• για κάθε E ∈ 2D, im ( f )(E) = { f (d ) | d ∈ E }

• για κάθε διατακτικό αριθμό κ και ακολουθία d ∈ D< κ , im ( f )(d )= ( f (d (i)))i < ∣d∣

• για κάθε πλειάδα d ∈ D< ω, im ( f )(d )= ( f (d [i ]))i <∣d∣

Συμβολίζουμε την αντίστροφη μιας σχέσης  ▸ ως  ▸−1 και ως  ◂, όταν το σύμβολο που  ανα-

παριστά τη σχέση το επιτρέπει. Η χρήση του αντεστραμμένου συμβόλου επεκτείνεται και για 

σχέσεις το σύμβολο που αναπαριστά τις οποίες περιλαμβάνει δείκτη ή εκθέτη.

Συμβολίζουμε την πράξη σύνθεσης σχέσεων ως ∘  και θεωρούμε πως δέχεται ως όρισμα μια 

πεπερασμένη ακολουθία σχέσεων. Γράφουμε r n εννοώντας ∘
i< n

r .
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Παύλος Παπαδογιάννης του Κωνσταντίνου και της Νιφορίτσας. MSc, Τμήμα Πληροφορικής, 

Πανεπιστήμιο Ιωαννίνων. Φεβρουάριος, 2016. Σημασιολογικές Προσεγγίσεις για Γραμματι-

κές με Λογικούς Τελεστές. Επιβλέποντας: Χρήστος Νομικός.

Στην  παρούσα  διατριβή  μελετώνται  δύο  σημασιολογίες  για  τις  γραμματικές  με  λογικούς 

τελεστές  μέσω διαφορετικών  χαρακτηρισμών τους.  Οι  γραμματικές  με  λογικούς  τελεστές 

προκύπτουν από την προσθήκη τελεστών σύζευξης και άρνησης στις απλές ασυμφραστικές 

γραμματικές. Θεωρούμε το σύνολο κανόνων τους ως ένα λογικό τύπο, ειδικότερα ένα σύστη-

μα γλωσσικών ανισώσεων, και τις εξετάζουμε από μια λογική σκοπιά. Οι σημασιολογίες που 

μελετάμε προέρχονται από την περιοχή του λογικού προγραμματισμού και συγκεκριμένα από 

τη  σημασιολογία  Kripke-Kleene  και  την  καλά  θεμελιωμένη  σημασιολογία.  Και  στις  δύο 

χρησιμοποιείται η έννοια της τριαδικής γλώσσας, στην οποία μια συμβολοσειρά μπορεί να 

ανήκει, να μην ανήκει ή το αν ανήκει να είναι αόριστο. Η πρώτη προσέγγιση των σημασιο-

λογιών έχει μοντελοθεωρητικό χαρακτήρα, δηλαδή στηρίζεται σε ερμηνείες των μεταβλητών 

μιας γραμματικής ως γλώσσες και στην επιλογή της τομής των ερμηνειών που ικανοποιούν 

τους κανόνες της γραμματικής. Στη συνέχεια προσεγγίζουμε τις σημασιολογίες μέσω σταθε-

ρών σημείων συναρτήσεων. Εδώ σχετίζουμε γραμματικές με συναρτήσεις από ερμηνείες σε 

ερμηνείες  και  χρησιμοποιούμε τα  ελάχιστα  σταθερά σημεία  αυτών των συναρτήσεων,  τα 

οποία χαρακτηρίζουμε ως όρια κάποιων ακολουθιών προσεγγίσεων. Το τρίτο είδος σημασιο-

λογικών προσεγγίσεων στηρίζεται σε συνδυαστικά παιχνίδια δύο παικτών. Έχουμε δηλαδή 

παιχνίδια όπου δύο παίκτες επιχειρηματολογούν με βάση τους κανόνες μιας γραμματικής για 

το αν ανήκουν διάφορες συμβολοσειρές στις γλώσσες που αντιπροσωπεύουν διάφοροι όροι 

και οι σημασιολογίες χαρακτηρίζονται μέσω της τιμής παιχνιδιών που σχετίζονται με γραμμα-

τικές. Παρουσιάζουμε μια άπειρη εκδοχή αυτών των παιχνιδιών (προϋπάρχουσα για την καλά 

θεμελιωμένη σημασιολογία) και εισάγουμε μια ισοδύναμη πεπερασμένη εκδοχή τους. Τέλος, 
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προτείνουμε κάποιες σημασιολογικές προσεγγίσεις που βασίζονται σε συστήματα αναγραφής 

όρων. Στο πρώτο είδος αναγραφής, αποφασίζεται το κατά πόσο ανήκουν διάφορες συμβολο-

σειρές σε διάφορες γλώσσες. Ο αιτιοκρατικός χαρακτήρας του (η χρησιμοποιούμενη σχέση 

αναγραφής έχει ως πυρήνα μια συνάρτηση) μας οδηγεί σε ένα γενικό, αναδρομικό, “από πάνω 

προς τα κάτω” αλγόριθμο απόφασης, παρόμοιο με τον αλγόριθμο του  Unger  για τις απλές 

ασυμφραστικές γραμματικές, και σε δύο τροποποιήσεις του, εκ των οποίων η μία μειώνει τον 

απαιτούμενο  χρόνο  και  η  άλλη  τον  απαιτούμενο  χώρο.  Στο  δεύτερο  είδος  αναγραφής, 

αναγνωρίζονται μη αιτιοκρατικά συμβολοσειρές που ανήκουν ή δεν ανήκουν σε διάφορες 

γλώσσες. Από αυτό καταλήγουμε σε ένα ακόμη είδος αναγραφής όπου παράγονται συμβολο-

σειρές που ανήκουν ή δεν ανήκουν σε διάφορες γλώσσες, περίπου όπως στον κλασικό χαρα-

κτηρισμό της σημασιολογίας των απλών ασυμφραστικών γραμματικών.
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EXTENDED ABSTRACT IN ENGLISH

Papadoyannis,  Pavlos,  PP.  MSc,  Computer  Science  Department,  University  of  Ioannina, 

Greece. February,  2016.  Semantic  Approaches  for  Boolean Grammars. Thesis  Supervisor: 

Christos Nomikos.

In  this  thesis  we  study two  kinds  of  semantics  for  Boolean  grammars  through  different 

characterizations. Boolean grammars arise from adding conjunction and negation operators to 

simple context-free grammars. We see their  set of rules as a logical formula, a system of 

language inequations in particular, and we examine them from a logical point of view. The 

kinds of semantics we study come from the area of logic programming, specifically from the 

Kripke-Kleene semantics and the well-founded one. Both of them use the notion of ternary 

languages, where a string can belong, not belong or have undefined membership. Our first 

approach to the semantics is of a model-theoretic nature. It relies on interpretations of the 

variables of a grammar as languages and on choosing the intersection of the interpretations 

that satisfy the rules. Next, we approach the semantics through fixpoints of functions. Now we 

relate grammars to functions from interpretations to interpretations and use the least fixpoints 

of these functions, which we characterize as limits of certain sequences of approximations. 

The third kind of semantic approaches used is based on combinatorial two-player games. Here 

we have games where two players argue, using the rules of a grammar, whether some strings 

belong to the languages that some terms stand for and the semantics is characterized using the 

values of games related to grammars. We show an infinite version of these games (already 

existing for the well-founded semantics)  and we introduce an equivalent  finite  version of 

them. Finally, we propose some semantic approaches based on term-rewriting systems. In the 

first kind of rewriting, the membership of several strings in several languages is decided. Its 

deterministic character (the rewriting relation used has a function as a kernel) leads us to a 

general,  recursive,  “top-down” decision algorithm, similar to Unger's algorithm for simple 
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context-free grammars, and to two modifications of it, one reducing the time needed and one 

reducing the space needed. In the second kind of rewriting,  strings that belong or do not 

belong to several laguages are recognized nondeterministically. From this kind we conclude in 

one more kind of rewriting, where strings that belong or do not belong to several laguages are  

generated, pretty much like what happens in the classical characterization of the semantics of 

simple context-free grammars.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Ορισμός 1.1. Χρησιμοποιούμε τα :, ., ~, &, |, >=, <=, ==, !, ,, ;, <−, −> , <−>, ( και ) 

ως ειδικά σύμβολα, δηλαδή, όταν μιλάμε για σύνολα τα στοιχεία των όποιων χρησιμοποιού-

νται ως σταθερές ή μεταβλητές, θεωρούμε ότι δεν περιλαμβάνουν τα συγκεκριμένα σύμβολα. 

Ονομάζουμε όλα τα προηγούμενα σύμβολα εκτός από τα ( και ) τελεστές. Από τους τελεστές, 

ονομάζουμε:

• τα :, ., ~, & και | συναρτησιακούς τελεστές

• τα >=, <= και == σχεσιακούς τελεστές

• τα !, ,, ;, <−, −>  και <−> λογικούς συνδέσμους

Από τους τελεστές, ονομάζουμε ακόμη:

• τα ~ και ! μονομελείς τελεστές

• τα >=, <=, ==, <−, −>  και <−> διμελείς τελεστές

• τα : και . τελεστές πεπερασμένων ακολουθιών

• τα &, |, , και ; τελεστές συνόλων

Ορίζουμε μια σχέση προτεραιότητας μεταξύ συναρτησιακών τελεστών θεωρώντας τη φθίνου-

σα σειρά : . ~ & | και μια σχέση προτεραιότητας μεταξύ λογικών συνδέσμων θεωρώντας τη 

φθίνουσα σειρά ! , ; <− και ότι τα −>  και <−> έχουν την ίδια προτεραιότητα με το <−.

Ορισμός  2.2. Έστω δύο ξένα μεταξύ  τους,  μη  κενά και  πεπερασμένα  σύνολα  Σ  και  V . 

Ορίζουμε τους (τριαδικούς) (Σ , V )-όρους (γλωσσών) ως εξής:

• κάθε στοιχείο του Σ ∪ V  είναι απλός όρος

• για κάθε μονομελή συναρτησιακό τελεστή o και όρο τ, το (ο , τ) είναι σύνθετος όρος
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• για κάθε (συναρτησιακό) τελεστή πεπερασμένων ακολουθιών o και πεπερασμένη ακο-

λουθία όρων τ, το (o , τ) είναι σύνθετος όρος

• για κάθε συναρτησιακό τελεστή συνόλων o και σύνολο όρων τ, το (o , τ) είναι σύν-

θετος όρος

Ορίζουμε τους (τριαδικούς) (Σ , V )-τύπους (γλωσσών) ως εξής:

• για κάθε (διμελή) σχεσιακό τελεστή o και ζευγάρι όρων τ, το (ο , τ) είναι απλός τύπος

• για κάθε μονομελή λογικό σύνδεσμο o και τύπο φ το (o , φ) είναι σύνθετος τύπος

• για κάθε διμελή λογικό σύνδεσμο  o και ζευγάρι τύπων  φ το  (o , φ) είναι σύνθετος 

τύπος

• για κάθε λογικό σύνδεσμο συνόλων o και σύνολο τύπων φ το (o , φ) είναι σύνθετος 

τύπος

Σε έναν τέτοιο όρο ή τύπο ονομάζουμε τα στοιχεία του Σ  σταθερές και τα στοιχεία του V  με-

ταβλητές. Για έναν σύνθετο όρο ή τύπο x , ορίζουμε ότι xop
= x [0] και xarg

= x [1]. Για ευκο-

λία στην παρουσίαση, αναπαριστούμε ένα σύνθετο όρο ή τύπο (o , x ):

• αν το  o είναι  μονομελής τελεστής,  ως  o ( x ) (προθεματική αναπαράσταση) και  ως 

( o x ) (ενθεματική αναπαράσταση)

• αν το  o είναι διμελής τελεστής, ως  o ( x [0] x [1]) (προθεματική αναπαράσταση) και 

ως ( x [0] o x [1]) (ενθεματική αναπαράσταση)

• αν το o είναι τελεστής πεπερασμένων ακολουθιών, ως o ( x (0) ... x (∣x∣− 1)) (προθε-

ματική αναπαράσταση) και, αν ∣x∣≥ 2, ως ( x (0) o ... o x (∣x∣− 1) ) (ενθεματική ανα-

παράσταση)

• αν το  o είναι τελεστής συνόλων, για κάθε ακολουθία όρων ή τύπων  y,  όπου  x =

{y( i) | i <∣y∣}:

• αν ∣y∣< ω, ως o ( y (0) ... y (∣y∣− 1)) (προθεματική αναπαράσταση)

• αν 2 ≤∣y∣< ω, ως ( y(0) o ... o y (∣y∣− 1) ) (ενθεματική αναπαράσταση)

Στην ενθεματική αναπαράσταση μπορούμε να παραλείψουμε κάποια ( και ) χρησιμοποιώντας 

τις σχέσεις προτεραιότητας του ορισμού 1.1.

Παράδειγμα 1.1. Το παρακάτω είναι ένας ({a , b , c }, {A , B , C })-τύπος:

(−>, (( , , {(>= , (A , a)) , (! , ( ; , {(== , ((. , (B , b)) , A) , (<= , ((& , {C , (~ , c)}) , ( : , (A , (| , {B , C }))))))}))}), (== , (A , a))))

Γενικά στα παραδείγματα θα χρησιμοποιούμε κεφαλαία γράμματα για τις μεταβλητές και μι-
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κρά για τις σταθερές. Σε προθεματική αναπαράσταση ο παραπάνω τύπος γράφεται ως εξής:

−>( , (>=( A a ) ! ( ;( == ( . ( B b ) A ) <=( & (C ~ ( c ) ) : ( A | ( B C ) ) ) ) ) ) == ( A a ) )

Η ενθεματική αναπαράστασή του είναι η ακόλουθη:

( ( ( A>= a ) , ( ! ( ( ( B . b ) == A) ; ( (C & ( ~ c ) )<= ( A : ( B | C ) ) ) ) ) )−> ( A == a ) )

Χρησιμοποιώντας τις προτεραιότητες των τελεστών, η ενθεματική αναπαράσταση γίνεται:

A>= a , ! ( B . b == A ; C & ~ c <= A : ( B | C ) )−> A == a

Πολλές  φορές  χρησιμοποιούμε προθεματική αναπαράσταση μέσα στην ενθεματική για να 

αναπαραστήσουμε κάποιο σύνθετο όρο ή τύπο x , όπου το xop είναι τελεστής συνόλων ή πεπε-

ρασμένων ακολουθιών και ∣xarg∣< 2.

Ορισμός 2.3. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα Σ  και V  και X 

το σύνολο των (Σ , V )-όρων και (Σ , V )-τύπων. Για κάθε x ∈ X  που δεν είναι απλός όρος, 

ορίζουμε τα ορίσματά του ως εξής:

• αν το xop είναι μονομελής τελεστής, το όρισμα του x  είναι το xarg

• αν το xop είναι διμελής τελεστής, τα ορίσματα του x  είναι τα xarg
[0] και xarg

[1]

• αν το  xop είναι  τελεστής  πεπερασμένων ακολουθιών,  τα  ορίσματα του  x  είναι  τα 

xarg (0), ..., xarg
(∣xarg∣− 1)

• αν το xop είναι τελεστής συνόλων, τα ορίσματα του x  είναι τα στοιχεία του xarg

Για κάθε x ∈ X , ορίζουμε το βάθος του ως εξής:

• αν το x  είναι απλός όρος, τότε το βάθος του είναι 0

• αλλιώς, το βάθος του είναι d + 1, όπου d  το μέγιστο από τα βάθη των ορισμάτων του

Για κάθε x , y ∈ X, λέμε ότι το x  περιέχει το y αν και μόνο αν ισχύει κάτι από τα παρακάτω:

• x = y

• το x  δεν είναι απλός όρος και κάποιο από τα ορίσματά του περιέχει το y

Για κάθε x , y , u , v ∈ X, λέμε ότι το y προκύπτει από το x  αντικαθιστώντας ένα u με v  αν 

και μόνο αν ισχύει κάτι από τα παρακάτω:

• x = u και y = v

• το x  δεν είναι απλός όρος, yop
= xop και:

• αν το xop είναι μονομελής τελεστής, το yarg προκύπτει από το xarg αντικαθιστώ-

ντας ένα u με v

• αν το xop είναι διμελής τελεστής, το yarg
[0 ] προκύπτει από το xarg

[0] αντικαθι-
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στώντας ένα u με v  και xarg
[1]= yarg

[1] ή το yarg
[1] προκύπτει από το xarg

[1] 

αντικαθιστώντας ένα u με v  και xarg
[0] = yarg

[0 ]

• αν το xop είναι τελεστής πεπερασμένων ακολουθιών, υπάρχει  i <∣xarg∣, τέτοιο 

ώστε το  yarg
(i) να προκύπτει από το  xarg

(i) αντικαθιστώντας ένα  u με  v  και, 

για κάθε j< ∣xarg∣ με j≠ i, xarg ( j) = yarg ( j)

• αν το xop είναι τελεστής συνόλων, υπάρχουν s ∈ xarg και t ∈ yarg, τέτοια ώστε 

το  t  να προκύπτει από το  s αντικαθιστώντας ένα  u με  v  και  xarg
− {s , t }=

yarg
− {t}

Παράδειγμα  1.2. Ο  τύπος  του  παραδείγματος  1.1  έχει  βάθος  7.  Περιέχει  το  C  και  το 

B . b == A. Οι παρακάτω τύποι προκύπτουν από αυτόν αντικαθιστώντας ένα C  με ~ c:

A>= a , ! ( B . b == A ; C & ~ c <= A : ( B | ~ c ) )−> A == a

A>= a , ! ( B . b == A ; & ( ~ c )<= A : ( B | C ) )−> A == c

Ο παρακάτω τύπος προκύπτει αντικαθιστώντας ένα B | C  με Α:

A>= a , ! ( B . b == A ; C & ~ c <= A : Α )−> A == a

Ορισμός  2.4. Έστω δύο ξένα μεταξύ  τους,  μη  κενά και  πεπερασμένα  σύνολα  Σ  και  V . 

Ονομάζουμε ένα (Σ , V )-τύπο φ:

• ανίσωση (αντίστοιχα εξίσωση) αν και μόνο αν φop
= >= (αντίστοιχα φop

= ==)

• σύστημα ανισώσεων (αντίστοιχα εξισώσεων) αν και μόνο αν φop
= , και το φarg αποτε-

λείται από ανισώσεις (αντίστοιχα εξισώσεις)

Έστω ένα (Σ , V )-σύστημα φ και Τ το σύνολο των (Σ , V )-όρων. Ορίζουμε τη σχέση →φ⊆

T2 (γράφουμε απλά → όταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης). Για κάθε τ , υ ∈ T, τ →φ υ αν 

και μόνο αν υπάρχει ψ ∈ φarg, τέτοιο ώστε ψarg
= (τ , υ).

Παράδειγμα 1.3. Το παρακάτω είναι ένα σύστημα εξισώσεων:

A == a . b . A | a . b ,
a . B == A . a ,
C == a . ( B | . ( ) ) ,
C == a . b . C . b . a | ( a | a . b . a )
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Όσον αφορά το →, ισχύουν τα παρακάτω:

• A → a . b . A | a . b

• a . B → A . a

• C → a . ( B | . ( ) )

• C → a . b . C . b . a | ( a | a . b . a )

και δεν υπάρχουν άλλα ζευγάρια όρων τ και υ, τέτοια ώστε τ → υ.

Ορισμός  2.5. Έστω δύο ξένα μεταξύ  τους,  μη  κενά και  πεπερασμένα  σύνολα  Σ  και  V . 

Ορίζουμε τους κανονικούς (Σ , V )-όρους ως εξής:

• κάθε στοιχείο του Σ ∪ V  είναι κανονικός απλός όρος

• για κάθε πεπερασμένη ακολουθία κανονικών απλών όρων τ, το (. , τ ) είναι κανονικός  

όρος παράθεσης

• για κάθε κανονικό όρο παράθεσης τ, το (~ , τ )  είναι κανονικός όρος άρνησης

• για κάθε μη κενό και πεπερασμένο σύνολο κανονικών όρων παράθεσης ή άρνησης τ, 

το (& , τ ) είναι κανονικός όρος σύζευξης

Σε έναν κανονικό όρο σύζευξης τ ονομάζουμε συζευκτέους τα στοιχεία του τ arg. Ειδι-

κότερα, ονομάζουμε αρνητικούς τους συζευκτέους που είναι κανονικοί όροι άρνησης 

και θετικούς τους υπόλοιπους. Για έναν κανονικό όρο σύζευξης τ, ορίζουμε τα εξής:

• τ+ = (& , {υ ∈ τ arg | υ θετικός συζευκτέος })

• τ− = (& , {υ ∈ τ arg | υ αρνητικός συζευκτέος })

Ορίζουμε τους κανονικούς (Σ , V )-τύπους:

• για κάθε A∈ V  και κανονικό όρο σύζευξης τ, το (>= , (Α , τ )) είναι κανονική ανίσω-

ση

Σε μία κανονική ανίσωση φ ονομάζουμε κεφαλή το φarg
[0] και σώμα το φarg

[1].

• για κάθε μη κενό και πεπερασμένο σύνολο κανονικών ανισώσεων φ,  όπου, για κάθε 

A∈ V , υπάρχει στοιχείο του φ με κεφαλή A, το (, , φ) είναι κανονικό σύστημα ανισώ-

σεων

Σε ένα κανονικό σύστημα ανισώσεων φ ονομάζουμε κανόνες τα στοιχεία του φarg. 

Σε έναν κανονικό όρο ή τύπο, αναπαριστούμε κάθε όρο της μορφής (o , ( x)) ή (o , {x }), που 

κάποιο όρισμά του περιέχει, και ως x .
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Παράδειγμα 1.4. Το παρακάτω είναι ένα κανονικό σύστημα ανισώσεων:

 

ή

Ορισμός 2.6. Ονομάζουμε (ασυμφραστικές)  γραμματικές (με λογικούς τελεστές) τις τετράδες 

(Σ , V , φ , A0), όπου:

• τα Σ  και V  είναι ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα

Ονομάζουμε τα στοιχεία των Σ  και V  σταθερές και μεταβλητές της γραμματικής, αντί-

στοιχα.

• το φ είναι κανονικό (Σ , V )-σύστημα ανισώσεων

Ονομάζουμε το φ θεωρία της γραμματικής.

• A0 ∈ V

Ονομάζουμε το Α0 ορίζουσα μεταβλητή της γραμματικής.

L>= ~ A . B & ~ B . A & ~ . ( A) & ~ . ( B ) ,
A>= & ( X . A . X ) ,
A>= & (. ( a ) ) ,
B>= & ( X . B . X ) ,
B>= & (. (b ) ) ,
X >= & (. ( a ) ) ,
X >= & (. ( b ) )

L>= ~ A . B & ~ B . A & ~ A & ~ B ,
A>= X . A . X ,
A>= a ,
B>= X . B . X ,
B>= b ,
X >= a ,
X >= b
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΜΟΝΤΕΛΟΘΕΩΡΗΤΙΚΕΣ 

ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ

2.1. Προκαταρκτικά

2.2. Αληθοτιμές, γλώσσες και ερμηνείες

2.3. Μετασχηματισμοί όρων και τύπων

2.4. Σημασιολογία Kripke-Kleene

2.5. Καλά θεμελιωμένη σημασιολογία

2.1. Προκαταρκτικά

2.1.1. Βασικές έννοιες

Ορισμός 2.1. Έστω ένα ΜΔΣ  (S ,≤). Ορίζουμε την  πράξη ένωσης του  (S ,≤) ως τη συ-

νάρτηση  ⊕ ∈ {T ⊆ S | το Τ έχει ελάχιστο άνω φράγμα} → S ,  όπου,  για  κάθε  κατάλληλο 

T ⊆ S, το ⊕ T  είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του T . Ορίζουμε την πράξη τομής του (S ,≤) 

ως τη συνάρτηση  ⊗ ∈ {T ⊆ S | το Τ έχει μέγιστο κάτω φράγμα} → S , όπου, για κάθε κα-

τάλληλο T ⊆ S , το ⊗ T  είναι το μέγιστο κάτω φράγμα του T .
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Ορισμός 2.2. Έστω ένα σύνολο S  και κ, λ δύο διατακτικοί αριθμοί. Ορίζουμε τη συνάρτηση 

⋅∈ (S< κ )
< λ
→ S< κ⋅ λ. Για κάθε s ∈ (S< κ )

< λ
, ∣⋅s∣=∑

i <∣s∣

∣s (i)∣, και:

για κάθε i <∣s∣ και j< ∣s (i)∣, (⋅s )(∑
k < i

∣s(k )∣+ j)= s (i)( j)

Ονομάζουμε το  ⋅ πράξη (κ , λ)-παράθεσης του S  ενώ ονομάζουμε απλά πράξη παράθεσης 

του S  την πράξη (ω , ω)-παράθεσής του.

Π.χ., (s1 ,1 , ... , s1 ,n1
)⋅...⋅(sm ,1 , ... , sm ,nm

) = (s1 , 1 , ... , s1 , n1
, ... , sm ,1 , ... , sm ,nm

).

Ορισμός 2.3. Έστω δύο σύνολα  D και  S ,  κ ένας διατακτικός αριθμός,  σ ∈ D< κ
→ D και 

⊕ , ⊗ ∈ 2S
→ S .  Ορίζουμε  τη  συνάρτηση  σ⊕ ,⊗ ∈ (D → S )

< κ
→ (D → S ).  Για  κάθε 

f ∈ (D → S )
< κ

:

για κάθε d ∈ D, σ⊕ ,⊗ ( f )(d ) = ⊕
e ∈ D∣f ∣,
σ (e) = d

⊗
i <∣ f ∣

f (i)(e (i))

Ονομάζουμε το σ⊕ ,⊗  (⊕ , ⊗ )-εκδοχή του σ .

Ορισμός 2.4. Έστω ένα σύνολο  S . Για κάθε  s ∈ S 2, ορίζουμε ότι  sT
= s [0 ] και  sF

= s [1]. 

Ορίζουμε την πράξη αντιστροφής του S  ως τη συνάρτηση r ∈ S2
→ S 2, όπου, για κάθε s ∈ S 2, 

r (s) = (s F , sT ).

Ορισμός 2.5. Έστω ένα σύνολο S  και σ ∈ S . Ορίζουμε την πράξη σ -ολίσθησης του S  ως τη 

συνάρτηση u ∈ S ω
→ Sω, όπου, για κάθε s ∈ S ω, u (s)= (σ )⋅ s.
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Ορισμός 2.6. Έστω ένα ΜΔΣ (S ,≤) και T ⊆ S . Λέμε ότι το T  είναι:

• φραγμένο αν και μόνο αν έχει άνω φράγμα

• κατευθυνόμενο αν και μόνο αν κάθε πεπερασμένο U ⊆ T  έχει άνω φράγμα στο T

Ορισμός 2.7. Έστω ένα ΜΔΣ (S ,≤). Λέμε ότι το (S ,≤) είναι:

• πλήρες αν και μόνο αν κάθε T ⊆ S  έχει ελάχιστο άνω φράγμα

• φραγμένα πλήρες αν και μόνο αν κάθε φραγμένο T ⊆ S  έχει ελάχιστο άνω φράγμα

• κατευθυνόμενα πλήρες αν και μόνο αν κάθε κατευθυνόμενο T ⊆ S  έχει ελάχιστο άνω 

φράγμα

Θεώρημα 2.1. Έστω ένα ΜΔΣ (S ,≤). Ισχύουν τα παρακάτω:

• κάθε μη κενό T ⊆ S  έχει μέγιστο κάτω φράγμα αν και μόνο αν το (S ,≤) είναι φραγ-

μένα πλήρες

• κάθε T ⊆ S  έχει μέγιστο κάτω φράγμα αν και μόνο αν το (S ,≤) είναι πλήρες

Απόδειξη. Η απόδειξη βρίσκεται στο παράρτημα.

Ορισμός 2.8. Έστω ένα σύνολο S  και U ⊆ 2S. Ορίζουμε ότι:

C (U )= {c ∈ U → S | ∀ T ∈U c (T ) ∈ T }

και ονομάζουμε τα στοιχεία του C (U ) συναρτήσεις επιλογής για το U .

Ορισμός 2.9. Έστω ένα σύνολο S . Για μία συνάρτηση ⊕ ∈ 2S
→ S, λέμε ότι είναι προσε-

ταιριστική αν και μόνο αν, για κάθε U ⊆ 2S, ⊕
T ∈ U
⊕ Τ = ⊕∪U .
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Για δύο συναρτήσεις  ⊕ , ⊗ ∈ 2S
→ S , λέμε ότι η συνάρτηση  ⊗  είναι  επιμεριστική ως 

προς τη συνάρτηση ⊕  αν και μόνο αν, για κάθε U ⊆ 2S, ⊗
T ∈ U
⊕ Τ = ⊕

c ∈ C (U )
⊗

T ∈ U
c (T ).

Για ένα ΜΔΣ, λέμε ότι είναι  πλήρως επιμεριστικό αν και μόνο αν είναι πλήρες και η πράξη 

τομής του είναι επιμεριστική ως προς την πράξη ένωσής του.

Θεώρημα 2.2. Έστω ένα σύνολο S  και ⊕ ∈ 2S
→ S μία προσεταιριστική συνάρτηση τέτοια 

ώστε, για κάθε s ∈ S , ⊕ {s}= s. Για κάθε s ∈ S  και T ⊆ S , s⊕ ⊕ T = ⊕
t ∈ T

(s ⊕ t ).

Έστω ακόμη μία επιμεριστική ως προς το ⊕  συνάρτηση ⊗ ∈ 2S
→ S. Για κάθε s ∈ S  και 

T ⊆ S , s⊗ ⊕ T = ⊕
t ∈ T

(s ⊗ t ).

Απόδειξη. Η απόδειξη βρίσκεται στο παράρτημα.

Το παρακάτω θεώρημα δηλώνει την ισοδυναμία της διατύπωσης της προσεταιριστικότητας 

και  της  επιμεριστικότητας  στον ορισμό 2.9  (για  την  επιμεριστικότητα αυτή  η  διατύπωση 

εμφανίζεται,  π.χ.,  στο [22])  με  μια κλασικότερη διατύπωσή τους,  όπου χρησιμοποιούνται 

σύνολα “δεικτών”.

Θεώρημα 2.3. Έστω ένα σύνολο S  και ⊕ ∈ 2S
→ S. Η συνάρτηση ⊕  είναι προσεταιρι-

στική αν και μόνο αν, για κάθε σύνολο I  και s ∈ I → S :

για κάθε U ⊆ 2 I , ⊕
J ∈ U
⊕
i ∈ J

s (i)= ⊕
i ∈∪ U

s (i)

Έστω ακόμη ⊗ ∈ 2S
→ S . Η συνάρτηση ⊗  είναι επιμεριστική ως προς τη συνάρτηση ⊕  

αν και μόνο αν, για κάθε σύνολο I  και s ∈ I → S :

για κάθε U ⊆ 2 I , ⊗
J ∈ U
⊕
i ∈ J

s (i )= ⊕
c ∈ C (U )

⊗
J ∈ U

s(c (J ))
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Ορισμός 2.10. Έστω ένα πλήρες ΜΔΣ (S ,≤), ∨  και ∧  οι πράξεις ένωσης και τομής του, 

αντίστοιχα, και s , t ∈ S . Λέμε ότι το (s , t) είναι (ως προς ≤):

• συνεπές αν και μόνο αν s∧ t = ∨∅

• πλήρες αν και μόνο αν είναι συνεπές ως προς ≥

Ορισμός 2.11. Έστω ένα πλήρως επιμεριστικό ΜΔΣ (S ,≤), ∨  και ∧  οι πράξεις ένωσης 

και τομής του, αντίστοιχα, και ¬∈ S → S . Λέμε ότι το (S ,≤) είναι δικτυωτό Boole με πράξη 

συμπλήρωσης το ¬ αν και μόνο αν, για κάθε s ∈ S , το (s , ¬s) είναι συνεπές και πλήρες. Λέμε 

ότι το (S ,≤ , ¬) είναι δικτυωτό Kleene αν και μόνο αν:

• για κάθε s ∈ S , ¬¬s= s

• για κάθε T ⊆ S , ¬∨ T =∧
s ∈ T
¬s

• για κάθε s , t ∈ S , s ∧¬s≤ t ∨¬t

Θεώρημα 2.4. Έστω ένα πλήρως επιμεριστικό δικτυωτό Boole (S ,≤) με πράξη συμπλήρω-

σης κάποιο ¬∈ S → S . Ισχύουν τα εξής:

• για κάθε s , t ∈ S  τέτοια ώστε το (s , t) να είναι συνεπές και πλήρες, t =¬s

• κάθε πράξη συμπλήρωσης του (S ,≤) ταυτίζεται με το ¬

• το (S ,≤ , ¬) είναι δικτυωτό Kleene

Απόδειξη. Η απόδειξη βρίσκεται στο παράρτημα.

Ορισμός 2.12. Έστω δύο ΜΔΣ (S0 , ≤0 ) και (S1 ,≤1 ) και f ∈ S0 → S 1. Λέμε ότι η συνάρτη-

ση f  είναι (ως προς (≤0 , ≤1 ) ή απλά ≤1 , αν ≤0 =≤1  ή ≤0 = ≤1

pw : κ
 1 για κάποιο διατακτικό 

1 Ο συγκεκριμένος συμβολισμός εξηγείται στον ορισμό 2.13.
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αριθμό κ ή το ≤0  είναι η συνήθης αριθμητική διάταξη):

• μονότονη αν και μόνο αν, για κάθε s , t ∈ S 0 με s ≤0 t , f (s)≤1 f (t)

• αντιμονότονη αν και μόνο αν είναι μονότονη ως προς (≤0 , ≥1 )

Θεώρημα 2.5. Έστω δύο ΜΔΣ (S0 , ≤0 ) και (S1 ,≤1 ), f ∈ S0 → S 1 μία μονότονη συνάρτη-

ση και T ⊆ S0 ένα κατευθυνόμενο σύνολο. Το im ( f )(T ) είναι κατευθυνόμενο.

Απόδειξη. Η απόδειξη βρίσκεται στο παράρτημα.

Βλέποντας ότι το ℕ είναι κατευθυνόμενο, καταλήγουμε στην επόμενη διαπίστωση.

Πόρισμα 2.6. Έστω ένα ΜΔΣ (S ,≤) και s ∈ S ω μία μονότονη ακολουθία. Το {s(i) | i< ω} 

είναι κατευθυνόμενο.

2.1.2. Κατασκευή σύνθετων ΜΔΣ

Ορισμός 2.13. Έστω δύο σύνολα D και S , ▸⊆ S 2, U ⊆ 2S και ⊕ ∈ U → S . Ορίζουμε τα 

εξής:

• ▸
pw : D

⊆ (D → S )
2
,  όπου, για κάθε  f , g ∈ D → S ,  f ▸

pw : D
g αν και μόνο αν, για κάθε 

d ∈ D, f (d ) ▸ g (d )

• ▸
pw
= ▸

pw : ω

• ⊕
pw : D

∈ {F ⊆ D → S | ∀ d ∈ D { f (d ) | f ∈ F } ∈ U } → (D → S ), όπου, για κάθε κα-

τάλληλο F ⊆ D → S :
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για κάθε d ∈ D, (⊕
pw : D

F )(d )=⊕
f ∈ F

f (d )

• ⊕
pw

=⊕
pw : ω

Ονομάζουμε τα ▸
pw : D

 και ⊕
pw : D

 κατά σημείο εκδοχές ως προς D των ▸ και ⊕ , αντίστοιχα, και 

τα ▸
pw

 και ⊕
pw

 απλά κατά σημείο εκδοχές τους.

Θεώρημα 2.7. Έστω ένα σύνολο D, ένα ΜΔΣ (S ,≤) και  ∨ ,  ∧  οι πράξεις ένωσης και 

τομής, αντίστοιχα, του (S ,≤). Το (D → S , ≤
pw : D

) είναι ΜΔΣ με πράξεις ένωσης και τομής τα 

∨
pw : D

 και ∧
pw : D

 αντίστοιχα.

Αν το (S ,≤) είναι κάτι από τα παρακάτω:

• πλήρες

• φραγμένα πλήρες

• κατευθυνόμενα πλήρες

• πλήρως επιμεριστικό

τότε το (D → S , ≤
pw : D

) είναι το ίδιο.

Έστω ακόμη κάποιο ¬∈ S → S . Ισχύουν τα εξής:

• αν το (S ,≤) είναι πλήρως επιμεριστικό δικτυωτό Boole με πράξη συμπλήρωσης το ¬, 

το (D → S , ≤
pw : D

) είναι πλήρως επιμεριστικό δικτυωτό Boole με πράξη συμπλήρωσης 

το ¬
pw : D

• αν το (S ,≤ , ¬) είναι πλήρως επιμεριστικό δικτυωτό Kleene, το (D → S , ≤
pw : D

, ¬
pw : D

) 

είναι πλήρως επιμεριστικό δικτυωτό Kleene

Απόδειξη. Η απόδειξη βρίσκεται στο παράρτημα.
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Ορισμός 2.14. Έστω ένα σύνολο S , ▸⊆ S 2 και ⊕ ∈ 2S
→ S. Ορίζουμε τα εξής:

• ▸
lex
⊆ (S ω)

2
, όπου, για κάθε f , g ∈ S ω, f ▸

lex
g αν και μόνο αν ισχύει κάτι από τα εξής:

• f = g

• υπάρχει i <ω, τέτοιο ώστε:

• για κάθε j< i, f ( j) = g ( j)

• f (i)≠ g (i)

• f (i) ▸ g (i)

• ⊕
lex

∈ 2S ω

→ Sω, όπου, για κάθε F ⊆ S ω:

για κάθε i <ω, (⊕
lex

F )(i) = ⊕
f ∈ F ,

∀ j < i f ( j) = (⊕
lex

F )( j)

f (i)

Ονομάζουμε τα ▸
lex

 και ⊕
lex

 λεξικογραφικές εκδοχές των ▸ και ⊕ , αντίστοιχα.

Θεώρημα 2.8. Έστω ένα σύνολο D, ένα πλήρες ΜΔΣ (S ,≤) και ∨ , ∧  οι πράξεις ένωσης 

και τομής, αντίστοιχα, του  (S ,≤). Το  (Sω , ≤
lex
) είναι πλήρες ΜΔΣ με πράξεις ένωσης και 

τομής τα ∨
lex

 και ∧
lex

, αντίστοιχα.

Απόδειξη. Η απόδειξη βρίσκεται στο παράρτημα.

Ορισμός 2.15. Έστω ένα πλήρες ΜΔΣ (S ,≤) και ∨ , ∧  οι πράξεις ένωσης και τομής του, 

αντίστοιχα. Ορίζουμε τα εξής:

• ≤t ⊆ (S2)
2
, όπου, για κάθε s , t ∈ S 2, s≤t t  αν και μόνο αν sT

≤ tT και sF
≥ tF

• ∨ t
∈ 2S2

→ S 2, όπου, για κάθε Τ ⊆ S2, ∨ t T = (∨
s ∈ T

sT , ∧
s ∈ T

sF
)

• ∧ t
∈ 2S2

→ S 2, όπου, για κάθε Τ ⊆ S2, ∧ t T = (∧
s ∈ T

sT , ∨
s ∈ T

sF
)
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• ≤
i
⊆ (S 2)

2
, όπου, για κάθε s , t ∈ S 2, s ≤i t  αν και μόνο αν sT

≤ tT και sF
≤ tF

• ∨ i
∈ 2S 2

→ S 2, όπου, για κάθε Τ ⊆ S2, ∨ i T =(∨
s ∈ T

sT ,∨
s ∈ T

sF
)

• ∧ i
∈ 2S 2

→ S 2, όπου, για κάθε Τ ⊆ S2, ∧ i T =(∧
s ∈ T

sT ,∧
s ∈ T

sF
)

Ονομάζουμε τα ≤t , ∨ t και ∧ t εκδοχές αλήθειας και τα ≤i , ∨ i και ∧ i εκδοχές πληρο-

φορίας των ≤ , ∨  και ∧ , αντίστοιχα.

Θεώρημα 2.9. Έστω ένα πλήρως επιμεριστικό ΜΔΣ (S ,≤), ∨  και ∧  οι πράξεις ένωσης 

και  τομής  του,  αντίστοιχα,  r η  πράξη  αντιστροφής  του  S ,  S (3 ) το  σύνολο  των  συνεπών 

στοιχείων του S2 και S (∞) το σύνολο των μονότονων ως προς ≤i  στοιχείων του S (3 )
ω . Ισχύουν 

τα εξής:

• το (S (3) , ≤
t , r |S

(3)
) είναι πλήρως επιμεριστικό δικτυωτό Kleene με πράξεις ένωσης και 

τομής τα ∨ t |2S(3) και ∧ t |2S(3), αντίστοιχα

• το (S (3) , ≤
i
) είναι φραγμένα και κατευθυνόμενα πλήρες ΜΔΣ και, για κάθε T ⊆ S (3 ):

• αν το T  έχει ελάχιστο άνω (αντίστοιχα μέγιστο κάτω) φράγμα, τότε ∨ i T ∈

S (3 ) (αντίστοιχα ∧ i T ∈ S(3 ))

• αν ∨ i T ∈ S(3 ) (αντίστοιχα ∧ i T ∈ S(3 )), τότε το ∨ i T  (αντίστοιχα ∧ i T ) 

είναι το ελάχιστο άνω (αντίστοιχα μέγιστο κάτω) φράγμα του T

• το  (S(∞) , ≤
t

pw

, r
pw

|S (∞)) είναι πλήρως επιμεριστικό δικτυωτό  Kleene  με πράξεις ένωσης 

και τομής τα ∨ t
pw

|2S(∞) και ∧ t
pw

|2S(∞), αντίστοιχα, και η πράξη ∨ i
∅-ολίσθησης του S (3 ) 

είναι κλειστή στο S (∞)

Απόδειξη. Η απόδειξη βρίσκεται στο παράρτημα.
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Θεώρημα 2.10. Έστω ένα πλήρως επιμεριστικό ΜΔΣ (S ,≤), ∨  και ∧  οι πράξεις ένωσης 

και τομής του, αντίστοιχα, r η πράξη αντιστροφής του S , S (3 ) το σύνολο των συνεπών στοι-

χείων του S2 και S '  το σύνολο των πλήρων στοιχείων του S(3 ). Ισχύουν τα εξής:

• το (S ' , ≤t ) είναι πλήρως επιμεριστικό δικτυωτό Boole με πράξεις ένωσης και τομής 

τα ∨ t |2S ' και ∧ t |2S ', αντίστοιχα, και πράξη συμπλήρωσης το r |S '

• αν το (S ,≤) είναι δικτυωτό Boole, τότε το (S ' , ≤t ) είναι ισομορφικό με το (S ,≤)

• αν το  (S ,≤) είναι δικτυωτό  Boole,  τότε το  S '  είναι το σύνολο των μεγιστικών ως 

προς ≤i  στοιχείων του S (3 )

Έστω τώρα ένα ΜΔΣ (U , ≤ℱ ), ▸⊆ U 2 και U '  το σύνολο των μονότονων και (ταυτόχρονα) 

αντιμονότονων ως προς ≤ℱ  στοιχείων του U ω. Τα (U ' , ▸
pw
) και  (U ' , ▸

lex
) είναι ισομορφικά 

με το (U , ▸).

Απόδειξη (σκιαγράφηση). Οι αποδείξεις της πρώτης και της τρίτης πρότασης βρίσκονται 

στο παράρτημα.

Για τη δεύτερη πρόταση, αν το (S ,≤) είναι δικτυωτό Boole με πράξη συμπλήρωσης κάποιο 

¬, μπορούμε να δούμε πως η συνάρτηση f ∈ S → S ' , όπου, για κάθε s ∈ S , f (s) =(s , ¬s ), 

είναι ένας κατάλληλος ισομορφισμός.  H συνάρτηση  f ' ∈ S ' → S , όπου, για κάθε  s ∈ S ' , 

f ' (s)= sT , είναι η αντίστροφή της.

Για την τελευταία πρόταση, μπορεί να αποδειχτεί πως η συνάρτηση f ∈ U ' → U , όπου, για 

κάθε  s ∈ U ' ,  f (s) = s(0), είναι ένας κατάλληλος ισομορφισμός. Η συνάρτηση  f ' ∈U →

U ' , όπου, για κάθε s ∈ U , f ' (s)= (s)i< ω, είναι η αντίστροφή της.

Θεώρημα 2.11. Έστω ένα σύνολο D, ένα πλήρες ΜΔΣ (S ,≤) και τα εξής:

• rS η πράξη αντιστροφής του S

• r D → S η πράξη αντιστροφής του D → S

• S (3 ) το σύνολο των συνεπών (ως προς ≤) στοιχείων του S2

• (D → S )(3 ) το σύνολο των συνεπών ως προς ≤
pw : D

 στοιχείων του (D → S )
2
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Tο (D → S (3) , ≤
t

pw : D

, ≤i
pw : D

, r S

pw : D

) είναι ισομορφικό με το ((D → S )(3 ) , ( ≤
pw : D )

t

, ( ≤
pw : D )

i

, r D → S ).

Έστω ακόμη ένα ΜΔΣ (U , ≤ℱ ), ▸⊆ U 2, σ ∈ U , φ ∈ D → {σ } και τα εξής:

• uU η πράξη σ -ολίσθησης του U

• uD → U  η πράξη φ-ολίσθησης του D → U

• U (∞) το σύνολο των μονότονων ως προς ≤ℱ  στοιχείων του U ω

• (D → U )(∞) το σύνολο των μονότονων ως προς ≤ℱ
pw : D

 στοιχείων του (D → U )
ω

To (D → U (∞) , ▸
pw

pw : D

, uU

pw : D

) είναι ισομορφικό με το ((D → U )(∞) , ▸
pw : D

pw

, u D → U ).

Απόδειξη (σκιαγράφηση). Για την πρώτη πρόταση, ένας κατάλληλος ισομορφισμός είναι η 

συνάρτηση f ∈ (D → S (3)) → (D → S )(3), όπου, για κάθε g ∈ (D → S (3 )), για κάθε i ∈ {0 , 1} 

και  d ∈ D,  f (g )[ i ](d ) = g (d )[ i ].  Η συνάρτηση  f ' ∈ (D → S )(3) → (D → S (3 )),  όπου, για 

κάθε  g ∈ (D → S )(3), για κάθε  d ∈ D και  i ∈ {0 , 1},  f ' (g )(d )[i ] = g [i ](d ), είναι η  αντί-

στροφή της.

Για τη δεύτερη πρόταση, ένας κατάλληλος ισομορφισμός είναι η συνάρτηση f ∈ (D → U (∞))

→ (D → U )(∞),  όπου, για  κάθε g ∈ (D → U (∞)), για κάθε  i <ω και  d ∈ D,  f (g )(i)(d )=

g (d )( i). Η συνάρτηση f ' ∈ (D → U )(∞) → (D → U (∞)), όπου, για κάθε g ∈ (D → U )(∞), για 

κάθε d ∈ D και i <ω, f ' (g )(d )(i) = g ( i)(d ), είναι η αντίστροφή της.

Θεώρημα 2.12. Έστω ένα σύνολο D,  S = {0 , 1} και  ≤  η συνήθης αριθμητική διάταξη. Το 

(D → S , ≤
pw : D

) είναι ισομορφικό με το (2D , ⊆).

Απόδειξη (σκιαγράφηση). Ένας κατάλληλος ισομορφισμός είναι η συνάρτηση f ∈ (D → S )

→ 2D,  όπου,  για κάθε  g ∈ D → S ,  f (g )= {d ∈ D | g (d ) = 1}.  Η συνάρτηση  f ' ∈ 2D
→

(D → S ), όπου, για κάθε E ⊆ D, για κάθε d ∈ D, f ' (E)(d ) = 1 αν και μόνο αν d ∈ E, είναι 

η αντίστροφή της.
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Θεώρημα 2.13. Έστω S = {0 , 1}, ≤  η συνήθης αριθμητική διάταξη και τα ακόλουθα:

• S (3 ) το σύνολο των συνεπών (ως προς ≤) στοιχείων του S2

• S (∞) το σύνολο των μονότονων ως προς ≤i  στοιχείων του S (3 )
ω

• r η πράξη αντιστροφής του S

• u η πράξη (0 , 0)-ολίσθησης του S (3 )

• [0 , 1](3)= {0.5 + σ ⋅0.5 | σ ∈ {−1 , 0 , 1}}

• [0 , 1](∞) = {0.5+ σ⋅0.5n | σ ∈ {−1 , 0 , 1}, n ≥ 1}

• ¬∈ [0 , 1] → [0 , 1], όπου, για κάθε x ∈ [0 , 1],  ¬x = 1 − x

• ↑ ∈ [0 , 1] → [0 , 1], όπου, για κάθε x ∈ [0 , 1],  ↑ x = x + (0.5− x ) / 2

• ≤ℱ ⊆ [0 , 1]2, όπου, για κάθε  x , y ∈ [0 , 1],  x ≤ℱ y αν και μόνο αν  0.5 ≤ x ≤ y ή 

0.5 ≥ x ≥ y

Ισχύουν τα εξής:

• το (S (3) , ≤
t , r , ≤i

) είναι ισομορφικό με το ([0 , 1](3) , ≤ , ¬ , ≤ℱ )

• το (S (∞) , ≤
t

pw

, r
pw

, u , ≤i
pw

) είναι ισομορφικό με το ([0 , 1](∞) ,≤ , ¬, ↑ , ≤ℱ )

Απόδειξη (σκιαγράφηση). Για την πρώτη πρόταση, ένας κατάλληλος ισομορφισμός είναι η 

συνάρτηση f ∈ S (3 ) → [0 , 1](3), όπου, για κάθε  s ∈ S (3),  f (s) = 0.5 + (sT − s F )⋅0.5. Η συ-

νάρτηση  f ' ∈ [0 , 1](3) → S(3),  όπου, για κάθε  x ∈ [0 , 1](3),  f ' (x) = (⌈ x − 0.5⌉ , ⌈0.5− x⌉), 

είναι η αντίστροφή της.

Για  τη  δεύτερη πρόταση,  ένας  κατάλληλος  ισομορφισμός  είναι  η  συνάρτηση  f ∈ S(∞) →

[0 , 1](∞),  όπου,  για  κάθε  s ∈ S (∞),  θεωρώντας  ότι  n = min {i ∈ℕ | ∀ j ≥ i s ( j)= s(i)}, 

f (s) = 0.5 + ( s(n)T − s (n)F)⋅0.5n+ 1.  Η συνάρτηση  f ' ∈ [0 , 1](∞) → S (∞),  όπου,  για  κάθε 

x ∈ [0 , 1](∞), θεωρώντας ότι  n = 0 αν  x = 0.5 και  n = log0.5∣0.5− x∣− 1 αλλιώς,  f ' (x) =

((0 , 0))i< n⋅((⌈ x − 0.5⌉ , ⌈0.5− x⌉))i< ω, είναι η αντίστροφή της.
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Ορισμός 2.16. Ταυτίζουμε όλα τα ισομορφικά σύνολα που αναφέραμε στα θεωρήματα 2.10, 

2.11, 2.12 και 2.13, ταυτίζοντας τα στοιχεία τους όπως υπονοούν οι ισομορφισμοί που παρου-

σιάσαμε στις αποδείξεις.

2.2. Αληθοτιμές, γλώσσες και ερμηνείες

Ορισμός 2.17. Έστω V(2 )= {0 , 1} και V(3) το σύνολο των συνεπών (ως προς τη συνήθη αριθ-

μητική διάταξη) στοιχείων του V(2 )
2 . Ονομάζουμε (τριαδικές) αληθοτιμές (αντίστοιχα δυαδικές  

αληθοτιμές) τα στοιχεία του  V(3) (αντίστοιχα  V(2 )). Συμβολίζουμε με  ¬ τον περιορισμό της 

πράξης αντιστροφής του V(2 ) στο V(3). Συμβολίζουμε με  ≤  την εκδοχή αλήθειας της συνή-

θους αριθμητικής διάταξης και με ∨  και ∧  τις πράξεις ένωσης και τομής, αντίστοιχα, του 

(V(3) ,≤). Συμβολίζουμε με ≤ℱ  την εκδοχή πληροφορίας της συνήθους αριθμητικής διάτα-

ξης και με ∨ ℱ  και ∧ ℱ  τις πράξεις ένωσης και τομής, αντίστοιχα, του (V(3) , ≤ℱ ).

Λόγω του θεωρήματος 2.13, οι τριαδικές αληθοτιμές είναι τα στοιχεία του {0 , 0.5 , 1}.

Ορισμός 2.18. Έστω ένα μη κενό και πεπερασμένο σύνολο Σ ,  V(2 ) και  V(3) τα σύνολα των 

δυαδικών και  τριαδικών,  αντίστοιχα,  αληθοτιμών,  L(2) = Σ * → V(2) και  L(3)= Σ * → V(3). 

Ονομάζουμε (τριαδικές)  γλώσσες (αντίστοιχα  δυαδικές γλώσσες) επί του  Σ  τα στοιχεία του 

L(3) (αντίστοιχα L(2)). Συμβολίζουμε με ⋅ και ⊙  την (∨ ,∧ )-εκδοχή και την (∧ ,∨ )-

εκδοχή, αντίστοιχα, της πράξης παράθεσης του Σ . Συμβολίζουμε με  την κατά σημείο εκδο-

χή ως προς Σ * του ¬. Συμβολίζουμε με ⊆  την κατά σημείο εκδοχή ως προς Σ * του ≤  και 

με  ∪  και  ∩  τις πράξεις ένωσης και τομής, αντίστοιχα, του  (L(3) ,⊆). Συμβολίζουμε με 

⊆ℱ  την κατά σημείο εκδοχή ως προς Σ * του ≤ℱ  και με ∪ ℱ  και ∩ ℱ  τις πράξεις ένωσης 

και τομής, αντίστοιχα, του (L(3) , ⊆ℱ ).
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Λόγω του θεωρήματος 2.12, οι δυαδικές γλώσσες είναι τα υποσύνολα του Σ*. Λόγω του θεω-

ρήματος 2.11, οι τριαδικές γλώσσες είναι τα συνεπή ζευγάρια δυαδικών. Λόγω του θεωρήμα-

τος 2.10, οι δυαδικές γλώσσες είναι οι πλήρεις τριαδικές.

Ορισμός 2.19. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα Σ  και V , L(2) 

και L(3) τα σύνολα των δυαδικών και τριαδικών, αντίστοιχα, γλωσσών επί του Σ , I(2)= V →

L(2) και  I(3 )= V → L(3).  Ονομάζουμε (τριαδικές)  ερμηνείες (αντίστοιχα  δυαδικές  ερμηνείες) 

του V  με βάση το Σ  τα στοιχεία του I(3 ) (αντίστοιχα I(2)). Συμβολίζουμε με ⊆  την κατά ση-

μείο εκδοχή ως προς V  του ⊆  και με ∪  και ∩  τις πράξεις ένωσης και τομής, αντίστοιχα, 

του (I(3) , ⊆). Συμβολίζουμε με ⊆ℱ  την κατά σημείο εκδοχή ως προς V  του ⊆ℱ  και με ∪ ℱ  

και ∩ ℱ  τις πράξεις ένωσης και τομής, αντίστοιχα, του (I(3) , ⊆ℱ ).

Για μία γραμματική (Σ , V , φ , A0), ονομάζουμε (δυαδικές/τριαδικές) ερμηνείες της τις (δυα-

δικές/τριαδικές) ερμηνείες του V  με βάση το Σ .

Λόγω του θεωρήματος 2.11, οι τριαδικές ερμηνείες είναι τα συνεπή ζευγάρια δυαδικών. Λόγω 

του θεωρήματος 2.10, οι δυαδικές ερμηνείες είναι οι πλήρεις τριαδικές.

Ορισμός 2.20. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα Σ  και V , T και 

Φ τα σύνολα των (Σ , V )-όρων και  (Σ , V )-τύπων, αντίστοιχα,  I το σύνολο των ερμηνειών 

του V  με βάση το Σ  και L το σύνολο των γλωσσών επί του Σ . Ορίζουμε τα ακόλουθα:

• για κάθε a ∈ Σ , ⟦a⟧ = {(a )}

• ⟦.⟧ =⋅, ⟦:⟧ =⊙ , ⟦~⟧ = , ⟦&⟧ =∩ , ⟦|⟧ =∪
• ⟦<=⟧ =⊆ , ⟦>=⟧ =⊇

και ονομάζουμε τη συνάρτηση ⟦ ⟧ επιδιωκόμενη ερμηνεία των σταθερών και των τελεστών.

Ορίζουμε τη συνάρτηση [ ] ∈ Ι → (Τ → L ). Για κάθε I ∈ I:

• για κάθε απλό όρο χ :

• αν χ ∈ V , [ I ]( χ )= I ( χ )

• αν χ ∈ Σ , [ I ]( χ )= ⟦ χ ⟧

• για κάθε σύνθετο όρο τ, [ I ](τ )= ⟦τop
⟧( im([ I ])(τ arg

))
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Ορίζουμε τη συνάρτηση 〈 〉 ∈ Ι → 2Φ. Για κάθε I ∈ I:

• για κάθε απλό τύπο φ:

• αν φop
= ==, τότε 〈 I 〉 (φ) αν και μόνο αν [ I ](φarg

[0]) = [ I ](φarg
[1])

• αλλιώς, 〈 I 〉 (φ) αν και μόνο αν ⟦φop
⟧(im ([ I ])(φarg

))

• για κάθε σύνθετο τύπο φ:

• αν φop
= !, τότε 〈 I 〉 (φ) αν και μόνο αν δεν ισχύει ότι 〈 I 〉 (φarg

)

• αν φop
= ,, τότε 〈 I 〉 (φ) αν και μόνο αν, για κάθε ψ ∈ φarg, 〈 I 〉 (ψ )

• αν φop
= ;, τότε 〈 I 〉 (φ) αν και μόνο αν υπάρχει ψ ∈ φarg, τέτοιο ώστε 〈 I 〉 (ψ )

• αν φop
=<−, τότε 〈 I 〉 (φ) αν και μόνο αν:

〈 I 〉 (φarg
[0]) αν 〈 I 〉(φarg

[1])

• αν φop
=−>, τότε 〈 I 〉 (φ) αν και μόνο αν:

〈 I 〉 (φarg [0]) μόνο αν 〈 I 〉 (φarg [1])

• αν φop
=<−> , τότε 〈 I 〉 (φ) αν και μόνο αν:

〈 I 〉 (φarg
[0]) αν και μόνο αν 〈 I 〉(φarg

[1])

Για έναν τύπο φ, λέμε για μία ερμηνεία Ι  ότι είναι μοντέλο του αν και μόνο αν 〈 I 〉 (φ). Για μία 

γραμματική, λέμε για μία ερμηνεία ότι είναι μοντέλο της αν και μόνο αν είναι μοντέλο της θε-

ωρίας της.

2.3. Μετασχηματισμοί όρων και τύπων

Παρουσιάζουμε τώρα μια σειρά μετασχηματισμών που μπορούν να εφαρμοστούν πάνω σε 

όρους και τύπους, οι οποίοι εκφράζουν “συντακτικά” κάποιες ιδιότητες των αληθοτιμών και 

των γλωσσών.  Τους  θεωρούμε ως συναρτήσεις  και  έτσι  μπορούμε να χρησιμοποιούμε σε 

αυτούς τα  im,  ∘  και  −1. Οι μετασχηματισμοί αυτοί θα φανούν περισσότερο χρήσιμοι στο 

κεφάλαιο 5, όπου συνδυάζονται πολλοί μετασχηματισμοί για τον ορισμό σχέσεων αναγραφής 

όρων.
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Ορισμός 2.21. Ορίζουμε τα παρακάτω:

• :d
= .  και  .d = :  και  &d

= |  και  |d = &

• >=d
= <=  και  <=d

= >=  και  ==d
= ==

• ~cl
= !  και  &cl

= ,  και  |cl
= ;

• >=cl
= <−  και  <=cl

= −>  και  ==cl
= <−>

Ορισμός 2.22. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα  Σ  και  V . 

Ορίζουμε τους  (τριαδικούς) (Σ , V )-όρους και  (Σ , V )-τύπους  αληθοτιμών ανάλογα με τους 

(τριαδικούς) όρους και τύπους γλωσσών, θεωρώντας ότι, για κάθε απλό όρο γλωσσών χ  και 

w ∈ Σ *, το ( χ , w) είναι απλός όρος αληθοτιμών (το αναπαριστούμε και ως χ ( w )) και ότι 

για το σχηματισμό σύνθετων όρων χρησιμοποιούνται όλοι οι τελεστές εκτός από τα . και  :. 

Ορίζουμε ακόμη τα εξής:

• ⟦~⟧tv =¬, ⟦&⟧tv =∧ , ⟦|⟧ tv=∨
• ⟦<=⟧tv =≤, ⟦>=⟧tv =≥

και, για κάθε ερμηνεία I , επεκτείνουμε τα [ I ] και 〈 I 〉 για όρους και τύπους αληθοτιμών ορί-

ζοντας ότι, για κάθε απλό όρο γλωσσών χ  και w ∈ Σ *, [ I ](( χ , w))= [ I ]( χ )(w) και χρησι-

μοποιώντας το ⟦ ⟧ tv για την ερμηνεία των παραπάνω τελεστών.

Όσον αφορά τους (τριαδικούς) όρους και τύπους γλωσσών, ορίζουμε τα παρακάτω:

• για κάθε απλό όρο χ , για κάθε w ∈ Σ *, χ 〈w〉 = ( χ , w)

• για κάθε (σύνθετο) όρο τ = (. , υ), για κάθε w ∈ Σ *:

τ 〈w〉= (| , {(& , {υ(i)〈v (i )〉 | i <∣υ∣}) | v ∈ (Σ *)
∣υ∣

,⋅v = w })

• για κάθε (σύνθετο) όρο τ = (: , υ), για κάθε w ∈ Σ *:

τ 〈w〉= (& , {(| , {υ(i)〈v (i )〉 | i <∣υ∣}) | v ∈ (Σ *)
∣υ∣

,⋅v = w })

• για κάθε σύνθετο όρο που δεν είναι των παραπάνω μορφών ή απλό τύπο x=(ο , y), 

για κάθε w ∈ Σ *, x〈w 〉 =(ο , y im(〈w 〉)
)

• για κάθε απλό τύπο φ, φ tv= (, , {φ〈w〉 | w ∈ Σ *})

• για κάθε σύνθετο τύπο φ =(ο , ψ ), φ tv= (o , ψ im(tv))
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Ο μετασχηματισμός tv μετατρέπει έναν τύπο γλωσσών σε τύπο αληθοτιμών.

Παράδειγμα 2.1.

Ορισμός 2.23. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα  Σ  και  V . 

Ορίζουμε  τους  δυαδικούς (Σ , V )-όρους  και  (Σ , V )-τύπους  ανάλογα με  τους  τριαδικούς, 

θεωρώντας ότι, για κάθε απλό τριαδικό όρο χ  και i ∈ {F , T }, το ( χ , i) είναι απλός δυαδικός 

όρος (το αναπαριστούμε και ως χ ( i )). Για κάθε ερμηνεία I , επεκτείνουμε τα [ I ] και 〈 I 〉 για 

δυαδικούς όρους και τύπους ορίζοντας ότι,  για κάθε απλό τριαδικό όρο  χ ,  [ I ](( χ , T )) =

[ I ]( χ )T  και [ I ](( χ , F ))=[I ]( χ )F.

Όσον αφορά τους τριαδικούς όρους και τύπους, ορίζουμε τα παρακάτω:

• για κάθε απλό όρο χ , χ T =( χ , Τ ) και χ F =( χ , F )

• για κάθε (σύνθετο) όρο τ = (~ , υ), τΤ
= υ F και τF

= υT

• για κάθε σύνθετο όρο που δεν είναι της παραπάνω μορφής ή απλό τύπο x =(ο , y ), 

xT = (ο , y im(T )) και x F = (οd , y im( F ))

• για κάθε απλό τύπο φ, φbin
=( , , {φT , φF

})

• για κάθε σύνθετο τύπο φ =(ο , ψ ), φbin
= (o , ψ im(bin)

)

Ο μετασχηματισμός bin μετατρέπει έναν τριαδικό τύπο σε δυαδικό.

Παράδειγμα 2.2.

φ = Α & ~ a >= A . B | ~ ( B : b & ~ C )

φ = Α>= A : ( B . b ) | ~ C

φ〈ab〉
= Α( ab )>= ( A (ϵ ) | ( B (ϵ ) & b ( ab ) | B (a ) & b ( b ) | B (ab ) & b ( ϵ) ) ) &

( A ( a ) | ( B ( ϵ) & b ( b ) | B (b ) & b (ϵ ) ) ) &
( A ( ab ) | | ( B (ϵ ) & b (ϵ ) ) ) |
~ C (ab )
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Ορισμός 2.24. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα  Σ  και  V . 

Ορίζουμε τους κλασικούς (Σ , V )-τύπους, θεωρώντας ότι κάθε απλός δυαδικός όρος αληθοτι-

μών είναι απλός κλασικός τύπος και χρησιμοποιώντας τους λογικούς συνδέσμους για το σχη-

ματισμό σύνθετων τύπων. Για κάθε ερμηνεία  I , επεκτείνουμε το  〈 I 〉 για κλασικούς τύπους 

ορίζοντας ότι, για κάθε απλό δυαδικό όρο αληθοτιμών χ , 〈 I 〉 ( χ ) αν και μόνο αν [ I ]( χ )= 1.

Όσον αφορά τους δυαδικούς όρους και τύπους αληθοτιμών, ορίζουμε τα παρακάτω:

• για κάθε απλό όρο χ , χ cl
= χ

• για κάθε σύνθετο όρο ή απλό τύπο x =(ο , y ), xcl = (οcl , yim(cl))

• για κάθε σύνθετο τύπο φ =(ο , ψ ), φcl = (o , ψ im(cl))

Ο μετασχηματισμός  cl μετατρέπει ένα δυαδικό τύπο αληθοτιμών σε κλασικό (που χρησιμο-

ποιεί δηλαδή μόνο λογικούς συνδέσμους).

Παράδειγμα 2.3.

Θεώρημα 2.14. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα Σ  και V . 

Όσον αφορά τους σχετικούς τριαδικούς όρους και τύπους γλωσσών, ισχύουν τα εξής:

• για κάθε όρο τ, για κάθε ερμηνεία I , για κάθε w ∈ Σ *, [ I ](τ 〈w 〉)= [ I ](τ)(w)

• για κάθε τύπο φ, για κάθε ερμηνεία I , 〈 I 〉 (φ tv) αν και μόνο αν 〈 I 〉 (φ)

Όσον αφορά τους σχετικούς τριαδικούς όρους και τύπους, ισχύουν τα εξής:

• για κάθε όρο τ, για κάθε ερμηνεία I , [ I ](τΤ ) = [ I ](τ )Τ  και [ I ](τ F) = [ I ](τ )F

• για κάθε τύπο φ, για κάθε ερμηνεία I , 〈 I 〉(φbin) αν και μόνο αν 〈 I 〉 (φ)

Όσον αφορά τους σχετικούς δυαδικούς όρους και τύπους αληθοτιμών, ισχύουν τα εξής:

φT
= Α (T ) & a ( F )>= A(T ) . B (T ) | ( B ( F ) . b ( F ) | C (T ) )

φF
= Α ( F ) | a (T )<= A( F ) : B ( F ) & ( B (T ) : b (T ) & C ( F ) )

φ = Α( ab ) ( Τ ) & ~ a (ϵ ) ( F )>= ~ ( B ( bb ) ( Τ ) | ~ C (a ) ( F ) )

φcl
= Α( ab ) (Τ ) , ! a ( ϵ) ( F )<− ! ( B (b ) (Τ ) ; ! C ( a ) ( F ) )
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• για κάθε όρο τ, για κάθε ερμηνεία I , 〈 I 〉 (φcl
) αν και μόνο αν [ I ](φ) = 1

• για κάθε τύπο φ, για κάθε ερμηνεία I , 〈 I 〉(φcl) αν και μόνο αν 〈 I 〉 (φ)

Απόδειξη (σκιαγράφηση). Όλες οι προτάσεις μπορούν να αποδειχτούν μέσω επαγωγής στο 

βάθος των όρων και τύπων, χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες των αληθοτιμών, των γλωσσών 

και των σχετικών σχέσεων και συναρτήσεων, που προκύπτουν από τους ορισμούς 2.17 και 

2.18 και τα θεωρήματα 2.7, 2.9, 2.10 και 2.11. Η πρώτη πρόταση βασίζεται στον ορισμό των 

γλωσσών  και  το  θεώρημα  2.7.  Για  τη  δεύτερη  πρόταση,  όσον  αφορά  τους  τύπους 

αληθοτιμών,  στηριζόμαστε στον ορισμό των αληθοτιμών και  τα θεωρήματα 2.9 και  2.10. 

Όσον  αφορά  τους  τύπους  γλωσσών  στηριζόμαστε  στον  ορισμό  των  γλωσσών  και  τα 

θεωρήματα 2.7, 2.9, 2.10 και 2.11, έχοντας υπ' όψιν και το γεγονός ότι, για κάθε πεπερασμένη 

ακολουθία  γλωσσών L,  ⋅L =( ⋅i <∣L∣L(i)T , ⊙
i< ∣L∣

L(i)F) και  ⊙ L =(⊙
i < ∣L∣

L(i)T , ⋅i< ∣L∣L(i)F), 

που προκύπτει από τα σχε-τικά με τις αληθοτιμές. Για την τρίτη πρόταση, χρησιμοποιούμε τα 

παρακάτω γεγονότα:

• για κάθε σύνολο δυαδικών αληθοτιμών V , υπάρχει v ∈ V , τέτοιο ώστε v = 1, αν και 

μόνο αν ∨V = 1

• για κάθε σύνολο δυαδικών αληθοτιμών  V ,  για κάθε  v ∈ V ,  v = 1 αν και  μόνο αν 

∧ V = 1

• για κάθε δυαδική αληθοτιμή v , δεν ισχύει ότι v = 1, αν και μόνο αν ¬v = 1

• για κάθε δυαδικές αληθοτιμές u και v ,  u = 1 αν (αντίστοιχα μόνο αν, αν και μόνο αν) 

v = 1, αν και μόνο αν u ≥ v (αντίστοιχα u ≤ v, u = v)

Ορισμός 2.25. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα Σ  και V  και Φ 

το σύνολο των σχετικών τύπων. Όσον αφορά τους σχετικούς τύπους, ορίζουμε τα εξής:

• για κάθε απλό τύπο φ, φand
= φ

• για κάθε (σύνθετο) τύπο φ =(, , {(, , ψ ) | ψ ∈U }), όπου U ⊆ 2Φ:

φand
= (, , (∪ U )

im (and )

)

• για  κάθε  σύνθετο  τύπο  που  δεν  είναι  της  παραπάνω  μορφής  φ =(o , ψ ),  φand
=

(o , ψ im(and )
)
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Ο μετασχηματισμός and ενοποιεί πολλά επίπεδα “λογικού και”.

Παράδειγμα 2.4.

Ορισμός 2.26. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα Σ  και V  και φ 

ένα σύστημα ανισώσεων. Ορίζουμε ότι:

φeq = (, , {(== , (rarg [0] , (| , {d | rarg [0] → d }))) | r ∈ φarg})

Για μία γραμματική (Σ , V , φ , A0), ονομάζουμε εξισωτικά μοντέλα της τα μοντέλα του φeq.

Ο μετασχηματισμός eq μετατρέπει ένα σύστημα ανισώσεων σε σύστημα εξισώσεων.

Παράδειγμα 2.5.

Ορισμός 2.27. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα Σ  και V  και Τ 

το σύνολο των σχετικών όρων. Όσον αφορά τους σχετικούς όρους και τύπους, ορίζουμε ότι:

• για κάθε απλό όρο χ , χ disj
= χ

• για κάθε (σύνθετο) όρο τ = (& , υ), όπου U ⊆ 2Τ και υim(disj)= {(| , σ ) | σ ∈ U }:

τdisj
= (| , {(& , {c(σ ) | σ ∈ U }) | c ∈C (U )})

• για κάθε (σύνθετο) όρο τ = (| , υ), όπου U ⊆ 2Τ και υim(disj)
= {(| , σ ) | σ ∈ U }:

τdisj
= (| ,∪ U )

• για  κάθε  σύνθετο  όρο  που  δεν  είναι  των  παραπάνω  μορφών  ή  τύπο  x =(o , y ), 

xdisj =(o , y im(disj))

φ = Α>= Β . C & ~ . ( ) ,
Α>= a ,
B >= C

φeq
= Α == Β . C & ~ . ( ) | a ,

B == | (C )

φ = ( A == ~ a , B == a ) , (C == ~ C , B == a ) φand
= A == ~ a , B == a , C == ~ C
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Ο μετασχηματισμός  disj,  εφαρμοζόμενος σε κατάλληλους όρους, δημιουργεί μια εξωτερική 

διάζευξη ενός επιπέδου, μεταφέροντας όλη τη διάζευξη προς τα έξω.

Παράδειγμα 2.6.

Ορισμός 2.28.  Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα Σ  και V  και 

Φ το σύνολο των σχετικών τύπων (συγκεκριμένου είδους). Για κάθε τύπο στο  Φ, λέμε ότι 

είναι:

• ικανοποιήσιμος αν και μόνο αν υπάρχει ερμηνεία που να είναι μοντέλο του

• έγκυρος αν και μόνο αν κάθε ερμηνεία είναι μοντέλο του

Ορίζουμε τη σχέση ⊨⊆ Φ2. Για κάθε φ , ψ ∈ Φ, φ ⊨ ψ (λέμε ότι το φ συνεπάγεται το ψ) αν 

και μόνο αν κάθε ερμηνεία, αν είναι μοντέλο του φ, τότε είναι μοντέλο του ψ .

Ορίζουμε τη σχέση ≡⊆ Φ2. Για κάθε φ , ψ ∈ Φ, φ ≡ ψ (λέμε ότι το φ ισοδυναμεί με το ψ) αν 

και μόνο αν κάθε ερμηνεία είναι μοντέλο του φ αν και μόνο αν είναι μοντέλο του ψ .

Θεώρημα  2.15. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα  Σ  και  V . 

Όσον αφορά τους σχετικούς όρους και τύπους, ισχύουν τα εξής:

• για κάθε τύπο φ, φand
≡ φ

• για κάθε σύστημα ανισώσεων φ, φeq ⊨ φ

• για κάθε όρο τ, για κάθε ερμηνεία I , [ I ](τdisj)= [ I ](τ)

τdisj
= & (& ( A ) ) |

( B & C ) & ( E & G ) | ( B & C ) & ( F & G ) |
& ( D ) & ( E & G ) | & ( D ) & ( F & G )

τ = &( &( | ( Α ) ) ) | ( Β & C | &( D ) ) & (( E | F ) & | ( G ) )

υ= | (& ( | ( Α ) ) ) & (( Β & C | &( D ) ) | ( E | F ) & | (G ) )

υdisj
= &( A ) & ( B & C ) | &( A ) & & ( D ) |

&( A ) & ( E & G ) | &( A ) & ( F & G )
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• για κάθε τύπο φ, φdisj
≡ φ

Απόδειξη (σκιαγράφηση). Όλες οι προτάσεις μπορούν να αποδειχτούν μέσω επαγωγής στο 

βάθος των όρων και τύπων. Η πρώτη πρόταση προκύπτει από το γεγονός ότι, για κάθε σύνολο 

D, p⊆ D και U ⊆ 2D:

[για κάθε E ∈ U , για κάθε d ∈ Ε, p(d )] αν και μόνο αν [για κάθε d ∈∪ U , p(d )]

(Το γεγονός αυτό αντιστοιχεί στην προσεταιριστικότητα της πράξης τομής πλήρων ΜΔΣ.) Για 

τη δεύτερη πρόταση, για την περίπτωση των τύπων αληθοτιμών, παρατηρούμε ότι, για κάθε 

αληθοτιμή v  και σύνολο αληθοτιμών V , αν v =∨ V , τότε, για κάθε u ∈ V , v ≥ u. Για την 

περίπτωση των τύπων γλωσσών, βλέπουμε αντίστοιχα ότι, για κάθε γλώσσα  L και σύνολο 

γλωσσών L, αν L =∪ L, τότε, για κάθε K ∈ L, L ⊇ K . Η τρίτη πρόταση στηρίζεται, στην 

περίπτωση των όρων αληθοτιμών (αντίστοιχα γλωσσών), στο ότι το  ∧  (αντίστοιχα  ∩ ) 

είναι επιμεριστικό ως προς το ∨  (αντίστοιχα ∪ ) και το ∨  (αντίστοιχα ∪ ) είναι προσε-

ταιριστικό ενώ από τη συγκεκριμένη πρόταση προκύπτει και η τέταρτη.

2.4. Σημασιολογία Kripke-Kleene

Ορισμός 2.29. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0) και M το σύνολο των εξισωτικών 

μοντέλων της. Αν το φ είναι ικανοποιήσιμο, ορίζουμε τα παρακάτω:

• mG =∩ ℱ M

• lG =mG (A0)

Λέμε ότι η γραμματική G ορίζει τη γλώσσα lG σύμφωνα με τη σημασιολογία Kripke-Kleene.

Από τον παραπάνω ορισμό δε γίνεται φανερό το αν η σημασιολογία Kripke-Kleene είναι γενι-

κή και το αν το mG είναι μοντέλο του G. Στο επόμενο κεφάλαιο θα δούμε ότι ισχύουν και τα 

δύο, αποδεικνύοντας κατασκευαστικά ότι κάθε γραμματική έχει ελάχιστο ως προς ⊆ℱ  εξισω-

τικό μοντέλο.
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Παρατηρούμε τώρα πως, για κάθε A∈ V  και w ∈ Σ *, mG (A)(w)
T
=∧

I ∈M
I (A)(w)T , δηλαδή 

mG (A)(w)
T
= 1 αν και μόνο αν, για κάθε  I ∈M, I (A)(w)T = 1 ενώ κάτι αντίστοιχο ισχύει 

και για το mG (A)(w)
F. Συμπεραίνουμε έτσι τα παρακάτω.

Πόρισμα 2.16. Έστω μία γραμματική  G = (Σ , V , φ , A0), όπου το  mG ορίζεται. Για κάθε 

A∈ V , ισχύουν τα ακόλουθα:

• mG (A)
T
= {w ∈ Σ * | φcl ∘ bin ∘ tv ∘ eq ⊨ A( w ) (T )}

• mG (A)
F
= {w ∈ Σ * | φcl ∘ bin ∘ tv ∘ eq ⊨ A( w ) ( F )}

2.5. Καλά θεμελιωμένη σημασιολογία

Ορισμός 2.30. Έστω V(3) το σύνολο των τριαδικών αληθοτιμών και V(∞) το σύνολο των μο-

νότονων ως προς ≤ℱ  στοιχείων του V(3)
ω . Ονομάζουμε απειρικές αληθοτιμές τα στοιχεία του 

V(∞). Συμβολίζουμε με  ↑ τον περιορισμό της πράξης  ∨ ℱ ∅-ολίσθησης του  V(3) στο  V(∞). 

Συμβολίζουμε επίσης με ¬ το ¬
pw

|V(∞ )
. Συμβολίζουμε επίσης με ≤  το ≤

pw
 και με ∨  και ∧  τις 

πράξεις ένωσης και τομής, αντίστοιχα, του (V(∞) , ≤).

Έστω ένα μη κενό και πεπερασμένο σύνολο Σ  και L(∞)= Σ * → V(∞). Ονομάζουμε απειρικές 

γλώσσες επί του Σ  τα στοιχεία του L(∞). Συμβολίζουμε με ⃗ την κατά σημείο εκδοχή ως προς 

Σ * του ↑. Συμβολίζουμε με ⋅ και ⊙  την (∨ , ∧ )-εκδοχή και την (∧ , ∨ )-εκδοχή, 

αντίστοιχα, της πράξης  παράθεσης του  Σ . Συμβολίζουμε με   την κατά σημείο εκδοχή ως 

προς Σ * του ¬. Συμβολίζουμε με ⊆  την κατά σημείο εκδοχή ως προς Σ * του ≤  και με ∪  

και ∩  τις πράξεις ένωσης και τομής, αντίστοιχα, του (L(∞) , ⊆).

Έστω ένα ξένο με το Σ , μη κενό και πεπερασμένο σύνολο V ,  I(3 ) το σύνολο των τριαδικών 

ερμηνειών του V  με βάση το Σ  και I(∞) το σύνολο των μονότονων ως προς ⊆ℱ  στοιχείων του 

I(3 )
ω . Ονομάζουμε απειρικές ερμηνείες του V  με βάση το Σ  τα στοιχεία του I(∞). Συμβολίζουμε 
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επίσης με ⊆  το ⊆
lex

 και με ∪  και ∩  τις πράξεις ένωσης και τομής, αντίστοιχα, του (I(3)
ω ,⊆).

Και εδώ τα θεωρήματα 2.10, 2.11, 2.12 και 2.13 παρέχουν ισοδύναμους ορισμούς.

Ορισμός 2.31. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα συμβόλων Σ  

και V . Ορίζουμε τους σχετικούς καλά θεμελιωμένους (Σ , V )-όρους και (Σ , V )-τύπους ανά-

λογα με τους προηγούμενους, με τη διαφορά ότι χρησιμοποιούν επιπλέον ένα μονομελή συ-

ναρτησιακό τελεστή ^. Ορίζουμε ότι ⟦^⟧ = ⃗ και, για κάθε ερμηνεία I , επεκτείνουμε τα [ I ] 

και 〈 I 〉 για καλά θεμελιωμένους όρους και τύπους.

Όσον αφορά τους προηγούμενους όρους και τύπους, ορίζουμε τα εξής:

• για κάθε (απλό όρο) A∈ V , Au =(^ , A)

• για κάθε (απλό όρο) a ∈ Σ , a u
= a

• για κάθε σύνθετο όρο τ = (ο , υ), τu
=(o , υim(u)

)

• για κάθε απλό όρο χ , χ wf
= χ

• για κάθε (σύνθετο) όρο τ = (~ , υ), τwf = (~ , υ u ∘ wf )

• για κάθε σύνθετο όρο που δεν είναι της παραπάνω μορφής ή τύπο x =(ο , y ), x wf
=

(ο , y im(wf )
)

Για μία γραμματική (Σ , V , φ , A0), ονομάζουμε καλά θεμελιωμένα μοντέλα της τα μοντέλα 

του φwf.

Ο μετασχηματισμός wf  δίνει σε κάθε μεταβλητή τόσα επίπεδα “αοριστοποίησης” (^) όσα είναι 

τα επίπεδα άρνησης από πάνω της.

Παράδειγμα 2.7. Για την αναπαράσταση καλά θεμελιωμένων όρων και τύπων, θέτουμε στον 

τελεστή ^ τη μέγιστη προτεραιότητα.

τ = Α & ~ . () & ~ ( B . a | ~ ~ C ) τwf
= Α & ~ . () & ~ ( ^ B . a | ~ ~ ^ ^ ^ C )

τu
= ^ Α & ~ .() & ~ ( ^ B . a | ~ ~ ^ C )
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Ορισμός 2.32. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0) και M το σύνολο των καλά θεμελι-

ωμένων μοντέλων της. Αν το ∩M είναι απειρική ερμηνεία, ορίζουμε τα παρακάτω:

• M G =∪ ℱ
i < ω

(∩M) (i)

• LG= M G(A0)

Λέμε ότι η γραμματική G ορίζει τη γλώσσα LG σύμφωνα με την καλά θεμελιωμένη σημασιο-

λογία.

Και σε αυτή την περίπτωση δε γίνεται φανερή η γενικότητα της σημασιολογίας ούτε αν το 

M G είναι μοντέλο. Στο επόμενο κεφάλαιο θα δούμε πως κάθε γραμματική έχει ελάχιστο καλά 

θεμελιωμένο μοντέλο (οπότε το  ∩M είναι αυτό το μοντέλο) καθώς και ότι το  M G είναι 

ελαχιστικό ως προς ⊆  μοντέλο της. Μάλιστα στην περίπτωση που η θεωρία της δεν περιέχει 

όρους άρνησης το M G είναι το ελάχιστο ως προς ⊆  μοντέλο της και είναι δυαδικό. Αντίθετα, 

αν επιτρέπαμε να χρησιμοποιούνται πάνω από ένα επίπεδα άρνησης και γενικεύαμε τη συγκε-

κριμένη σημασιολογία για τέτοιες γραμματικές, η ελαχιστικότητα του M G δε θα ήταν εγκυη-

μένη. Παραδείγματος χάριν, για τον τύπο A>= ~ ~ A, θεωρώντας πως τα M και Mwf  είναι 

τα σύνολα των μοντέλων και καλά θεμελιωμένων μοντέλων του, αντίστοιχα, μπορούμε να 

δούμε πως (∪ ℱ
i < ω

(∩ Mwf )(i))(A)=∪ ℱ ∅ ενώ ∩M ∈Μ και (∩M )(A)=∪∅.

Πόρισμα 2.17. Έστω μία γραμματική  G = (Σ , V , φ , A0), όπου το  M G ορίζεται, και  I το 

σύνολο των απειρικών ερμηνειών της. Έστω ακόμη M ∞ ∈ I, όπου, για κάθε A∈ V  και i <ω:

M ∞(A)(i)
T
= {w ∈ Σ * | ∀ I ∈ I αν 〈 I 〉(φwf

) και ∀ j < i I ( j) = M ∞( j) τότε w ∈ I (A)(i)T }

M ∞(A)(i)
F = {w ∈ Σ * | ∃ I ∈ I 〈 I 〉 (φwf ) , ∀ j< i I ( j)= M ∞( j) , w ∈ I (A)(i)F }

Για κάθε A∈ V , ισχύουν τα ακόλουθα:

• M G(A)
T
= {w ∈ Σ * | ∃ i <ω w ∈ M ∞(A)(i)

T
}

• M G(A)
F
= {w ∈ Σ * | ∃ i< ω w ∈M ∞(A)(i)

F
}
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Ας δούμε σε αυτό το σημείο και μία διαφορετική προσέγγιση για τον ορισμό των καλά θεμε-

λιωμένων μοντέλων και, κατ' επέκταση, της καλά θεμελιωμένης σημασιολογίας. Θα μπορού-

σαμε να ερμηνεύσουμε το ~ ως τη σύνθεση του  με το ⃗, ορίζοντας έτσι μία “καλά θεμελι-

ωμένη” ερμηνεία όρων και τύπων και ονομάζοντας καλά θεμελιωμένα μοντέλα τα μοντέλα με 

βάση αυτή την ερμηνεία. Η συγκεκριμένη προσέγγιση, η οποία ακολουθείται στο [21], απο-

φεύγει την εισαγωγή νέου τελεστή, νέου είδους όρων και τύπων και μετασχηματισμού προη-

γούμενων όρων και τύπων σε τέτοιους (έχει έτσι περισσότερο μοντελοθεωρητικό χαρακτήρα) 

ενώ παράλληλα για την ερμηνεία της άρνησης χρησιμοποιεί μια πράξη που, κατά τους συγ-

γραφείς του [21], εκφράζει την έννοια “άρνηση ως αποτυχία”. Από την άλλη, η προσέγγιση 

που χρησιμοποιείται εδώ διατηρεί  τη συμμετρία της άρνησης,  αφήνει  να ερμηνεύονται οι 

συνήθεις όροι και τύποι με τον προηγούμενο τρόπο, χρησιμοποιεί το ⃗ εκεί που είναι ουσια-

στικότερα απαραίτητο για την καλά θεμελιωμένη σημασιολογία (δηλαδή στις μεταβλητές) 

και, κυρίως, φέρνει το μοντελοθεωρητικό χαρακτηρισμό αυτής της σημασιολογίας πιο κοντά 

σε έναν αρκετά απλό ισοδύναμο χαρακτηρισμό της που θα δούμε στο επόμενο κεφάλαιο, δι-

ευκολύνοντας έτσι την απόδειξη της ισοδυναμίας των δύο χαρακτηρισμών.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ ΜΕΣΩ ΣΤΑΘΕΡΩΝ 

ΣΗΜΕΙΩΝ

3.1. Προκαταρκτικά

3.2. Σημασιολογία Kripke-Kleene

3.3. Συνέχεια ως προς ⊆  με χρήση σταθερής ερμηνείας

3.4. Καλά θεμελιωμένη σημασιολογία

3.1. Προκαταρκτικά

Ορισμός 3.1. Έστω δύο ΜΔΣ (S0 , ≤0 ) και (S1 ,≤1 ), ∨ 0 και ∨ 1 οι πράξεις ένωσής τους, 

αντίστοιχα, και f ∈ S0 → S 1. Λέμε ότι η συνάρτηση f  είναι (ως προς (≤0 , ≤1 ) ή απλά ≤1 , 

αν ≤0 =≤1  ή ≤0 = ≤1

pw: κ
 για κάποιο διατακτικό αριθμό κ ή το ≤0  είναι η συνήθης αριθμητική 

διάταξη):

• οριοδιατηρητική αν και μόνο αν,  για κάθε  T ⊆ S0,  αν το  ∨ 0 T  ορίζεται, τότε το 

∨ 1 im( f )(T ) ορίζεται και f (∨ 0 T ) =∨ 1 im( f )(T )

• συνεχής αν και μόνο αν, για κάθε κατευθυνόμενο T ⊆ S0, αν το ∨ 0 T  ορίζεται, τότε 

το ∨ 1 im( f )(T ) ορίζεται και f (∨ 0 T ) =∨ 1 im( f )(T )

Θεώρημα 3.1. Έστω δύο ΜΔΣ (S0 , ≤0 ) και (S1 ,≤1 ) και f ∈ S0 → S 1. Ισχύουν τα εξής:
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• αν η συνάρτηση f  είναι οριοδιατηρητική, τότε είναι συνεχής

• αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής, τότε είναι μονότονη

Απόδειξη. Η πρώτη πρόταση προκύπτει άμεσα από τον ορισμό 3.1. Για τη δεύτερη, έστω 

∨ 0 και ∨ 1 οι πράξεις ένωσης των (S0 , ≤0 ) και (S1 ,≤1 ), αντίστοιχα. Αν η συνάρτηση f  

είναι συνεχής,  τότε, για κάθε s , t ∈ S 0 με s≤0 t , έχουμε f (t) = f (s ∨0 t )= f (s) ∨1 f ( t), 

οπότε f (s) ≤1 f ( t).

Θεώρημα 3.2. Έστω ένα ΜΔΣ με ελάχιστο στοιχείο  (S ,≤),  ∨  η πράξη ένωσής του και 

f ∈ S → S  μία μονότονη συνάρτηση. Η ακολουθία ( f i(∨∅))i < ω είναι μονότονη.

Απόδειξη. Αποδεικνύουμε μέσω επαγωγής ότι, για κάθε i <ω, για κάθε j≥ i, f i(∨∅)≤

f j(∨∅).  Για  την  επαγωγική  βάση,  έχουμε  ότι,  για  κάθε  j≥ 0,  f 0(∨∅)=∨∅≤

f j(∨∅). Για το επαγωγικό βήμα, υποθέτοντας πως η πρόταση ισχύει για το i, παίρνουμε 

τα παρακάτω, για κάθε j≥ i+ 1:

f i+1
(∨∅)= f ( f i

(∨∅)) ≤ f ( f j−1
(∨∅)) = f j

(∨∅)

Η ανισότητα ισχύει λόγω του ότι j− 1≥ i, της υπόθεσης και της μονοτονίας του f .

Θεώρημα 3.3. Έστω ένα κατευθυνόμενα πλήρες ΜΔΣ με ελάχιστο στοιχείο  (S ,≤),  ∨  η 

πράξη ένωσής του και f ∈ S → S  μία συνεχής συνάρτηση. Το ∨
i<ω

f i
(∨∅) είναι:

• σταθερό σημείο του f

• το ελάχιστο προσταθερό σημείο του f

Απόδειξη. Από τη συνέχεια του  f , τα θεωρήματα 3.1 και 3.2 και το πόρισμα 2.5  συμπε-

ραίνουμε πως το { f i
(∨∅) | i <ω} είναι κατευθυνόμενο. Για την πρώτη πρόταση, έχουμε 
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τα εξής:

f (∨
i<ω

f i
(∨∅))=∨

i< ω
f ( f i

(∨∅))=∨
i< ω

f i+1
(∨∅) =∨

i <ω
f i+1
(∨∅) ∨∨∅=

∨
i <ω

f i+1
(∨∅) ∨∨ {∨∅}=∨ ({ f i+1

(∨∅) | i <ω}∪ { f 0
(∨∅)})=∨

i < ω
f i
(∨∅)

Για τη δεύτερη πρόταση, έστω κάποιο προσταθερό σημείο του f ,  s. Θα αποδείξουμε μέσω 

επαγωγής ότι, για κάθε i <ω,  f i(∨∅)≤ s, κάτι που συνεπάγεται ότι  ∨
i<ω

f i
(∨∅) ≤ s. 

Για την επαγωγική βάση, βλέπουμε πως  f 0(∨∅)=∨∅≤ s.  Για το επαγωγικό βήμα, 

υποθέτοντας πως f i(∨∅)≤ s, παίρνουμε ότι f i+1(∨∅)= f ( f i (∨∅)) ≤ f (s)≤ s (η 

πρώτη ανισότητα ισχύει λόγω της υπόθεσης και της μονοτονίας του f  και η δεύτερη επειδή 

το s είναι προσταθερό σημείο του f ).

Θεώρημα 3.4. Έστω ένα πλήρες ΜΔΣ  (S ,≤),  ∨  η πράξη ένωσής του,  f ∈ S → S  μία 

συνεχής συνάρτηση και s ∈ S  με s ≤∨
i < ω

f i
(∨∅). Ισχύει ότι ∨

i <ω
f i
(s )=∨

i < ω
f i
(∨∅).

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε μέσω επαγωγής ότι, για κάθε i <ω, f i
(s) ≤∨

i <ω
f i
(∨∅), κάτι 

που συνεπάγεται ότι  ∨
i <ω

f i
(s )≤∨

i< ω
f i
(∨∅). H επαγωγική βάση ισχύει, αφού  f 0(s) =

s ≤∨
i < ω

f i
(∨∅). Για το επαγωγικό βήμα, υποθέτοντας ότι f i

(s) ≤∨
i <ω

f i
(∨∅), έχουμε:

f i+1
(s)= f ( f i

(s)) ≤ f (∨
i< ω

f i
(∨∅))=∨

i< ω
f i
(∨∅)

Η ανισότητα ισχύει λόγω της υπόθεσης και της μονοτονίας του  f  και η τελευταία ισότητα 

επειδή το ∨
i <ω

f i
(∨∅) είναι σταθερό σημείο του f .

Θα αποδείξουμε ακόμη μέσω επαγωγής ότι, για κάθε i <ω, f i(∨∅)≤ f i(s), κάτι που συ-

νεπάγεται  ότι ∨
i <ω

f i
(∨∅) ≤∨

i <ω
f i
(s ).  Η  επαγωγική βάση  ισχύει,  αφού  f 0

(∨∅)=

∨∅≤ f 0
(s). Για το επαγωγικό βήμα, υποθέτοντας ότι f i

(∨∅)≤ f i
(s), έχουμε:

f i+1(∨∅)= f ( f i (∨∅)) ≤ f ( f i(s))= f i+1(s)

Η ανισότητα ισχύει λόγω της υπόθεσης και της μονοτονίας του f .



36

Ορισμός 3.2. Έστω ένα σύνολο S , κ ένας διατακτικός αριθμός και ⊕ ∈ 2S
→ S. Ορίζουμε 

τη συνάρτηση ⊕ (κ)
∈ S κ

→ S . Για κάθε s ∈ S κ, ⊕ (κ) s= ⊕
i< κ

s(i).

Έστω ακόμη ένας διατακτικός αριθμός λ > κ και σ ∈ S< λ
→ S . Ορίζουμε ότι σ (κ )= σ |S κ.

Θεώρημα 3.5. Έστω ένα πλήρως επιμεριστικό ΜΔΣ (S ,≤) και ∨ , ∧  οι πράξεις ένωσης 

και τομής του, αντίστοιχα. Ισχύουν τα παρακάτω:

• για κάθε διατακτικό αριθμό κ, η συνάρτηση ∨ (κ) είναι οριοδιατηρητική

• για κάθε διατακτικό αριθμό κ, η συνάρτηση ∧ (κ) είναι μονότονη

• για κάθε κ <ω, η συνάρτηση ∧ (κ) είναι συνεχής

Έστω ακόμη μία συνάρτηση ¬∈ S → S  τέτοια ώστε το (S ,≤ , ¬) να είναι δικτυωτό Kleene. 

Η συνάρτηση ¬ είναι οριοδιατηρητική ως προς (≤ , ≥).

Απόδειξη. Για την πρώτη πρόταση έχουμε ότι, για κάθε διατακτικό αριθμό κ και T ⊆ Sκ:

∨ (κ) ∨
pw :κ

T =∨
i <κ
∨
s ∈ T

s (i)= ∨
i< κ , s ∈ T

s (i)=∨
s ∈ T
∨
i < κ

s(i) =∨ im (∨ (κ)
)(T )

Η δεύτερη και η τρίτη ισότητα ισχύουν επειδή το ∨  είναι προσεταιριστικό.

Για τη δεύτερη πρόταση βλέπουμε ότι, για κάθε διατακτικό αριθμό κ και s , t ∈ S κ με s ≤
pw : κ

t:

∧ (κ) s=∧
i < κ

s (i)≤∧
i < κ

t (i)=∧ (κ) t

Η ανισότητα ισχύει επειδή το ∧
i< κ

s (i) είναι κάτω φράγμα του {s(i) | i< κ } και, για κάθε κά-

τω φράγμα του συγκεκριμένου συνόλου, u, ισχύει ότι, για κάθε i < κ , u ≤ s(i)≤ t( i), δηλα-

δή ότι το u είναι κάτω φράγμα του {t(i) | i< κ } και έτσι u ≤∧
i < κ

t (i).

Για την τρίτη πρόταση έχουμε ότι, για κάθε κ <ω και κατευθυνόμενο T ⊆ Sκ:

∧ (κ) ∨
pw :κ

T =∧
i <κ
∨
s ∈ T

s (i)=∨
c ∈ T κ
∧
i < κ

c (i)(i) =∨
s ∈ T
∧
i < κ

s( i) =∨ im(∧ (κ )
)(T )

Η δεύτερη  ισότητα  ισχύει  επειδή  το  ∧  είναι  επιμεριστικό  ως  προς  το  ∨  (προκύπτει 

λαμβάνοντας υπ' όψιν το θεώρημα 2.3 και θεωρώντας ότι  I = κ × T ,  s ∈ I → S , όπου, για 
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κάθε  i < κ  και  t ∈ T ,  s (i , t )= t (i) και  U = {{(i , t) | t ∈ T } | i < κ }). Για την αιτιολόγηση 

της τρίτης ισότητας βασιζόμαστε στα παρακάτω:

• για κάθε s ∈ T , (s)i< κ ∈T κ και ∧
i< κ

s (i)=∧
i < κ

(s)i < κ(i)(i), οπότε:

∨
c ∈ T κ
∧
i< κ

c(i)(i)≥∨
s ∈T
∧
i< κ

s(i)

• για  κάθε  c ∈ T κ,  δεδομένου  ότι  το  T  είναι  κατευθυνόμενο,  {c (i) | i < κ}⊆ T  και 

∣{c (i) | i < κ }∣≤ κ < ω, υπάρχει  s ∈ T , τέτοιο ώστε, για κάθε  i < κ ,  s ≥
pw : κ

c (i) και 

συνεπώς s (i) ≥ c (i)(i), κάτι που σημαίνει ότι ∧
i< κ

s (i)≥∧
i < κ

c(i)(i), οπότε:

∨
c ∈ T κ
∧
i< κ

c(i)(i)≤∨
s ∈T
∧
i< κ

s(i)

Η τελευταία πρόταση ισχύει επειδή, για κάθε T ⊆ S, ¬∨ T =∧
s ∈ T
¬s=∧ im (¬)(T ) (και 

το ∧  είναι η πράξη ένωσης του (S ,≥)).

Θεώρημα 3.6. Έστω ένα πλήρως επιμεριστικό δικτυωτό (S ,≤), S (3 ) το σύνολο των συνεπών 

στοιχείων του S2, ¬ ο περιορισμός της πράξης αντιστροφής του S  στο S (3 ) και ∨ (3 ), ∧ (3 ) 

οι πράξεις ένωσης και τομής, αντίστοιχα, του (S (3) , ≤
t
). Ισχύουν τα παρακάτω, ως προς ≤i :

• η συνάρτηση ¬ είναι οριοδιατηρητική

• για κάθε διατακτικό αριθμό κ, οι συναρτήσεις ∨ (3 )
(κ) και ∧ (3 )

(κ) είναι μονότονες

• για κάθε κ <ω, οι συναρτήσεις ∨ (3 )
(κ) και ∧ (3 )

(κ) είναι συνεχείς

Απόδειξη. Έστω ∨ ℱ  η πράξη ένωσης του (S (3) , ≤
i
). Για την πρώτη πρόταση έχουμε ότι, 

για κάθε T ⊆ S (3 ), τέτοιο ώστε το ∨ ℱ T  να ορίζεται:

¬∨ ℱ T =¬∨ i T =((∨ i T )
F

, (∨ i T )
T

) = (∨
s ∈ T

sF ,∨
s ∈ T

sT
) =∨ i

s ∈ T
(sF , sT

)=

∨ i

s ∈ T
¬s =∨ i im (¬)(T )= ∨ℱ im(¬)(T )

Η πρώτη και η τελευταία ισότητα στηρίζονται στο θεώρημα 2.9 (στην τελευταία χρησιμοποι-

είται και το γεγονός ότι ∨ i im (¬)(T )= ¬∨ ℱ T ∈ S(3)).

Για τη δεύτερη πρόταση βλέπουμε ότι, για κάθε διατακτικό αριθμό κ και s , t∈S (3)
κ  με s ≤i

pw: κ

t:
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∨ (3 )
(κ) s=∨ t

i < κ
s(i) = (∨

i < κ
s(i)T , ∧

i < κ
s(i)F) ≤i

(∨
i< κ

t(i)T , ∧
i < κ

t(i)F) =∨ t

i< κ
t (i)=∨ (3)

(κ ) t

Η ανισότητα ισχύει λόγω της μονοτονίας των ∨ (κ) και ∧ (κ), δεδομένου και ότι, για κάθε 

i < κ , s (i)T ≤ t (i)T  και s (i)F ≤ t(i)F. Έτσι αποδεικνύεται η μονοτονία του ∨ (3 )
(κ) ενώ με ανά-

λογο τρόπο προκύπτει και η μονοτονία του ∧ (3 )
(κ).

Για την τρίτη πρόταση έχουμε ότι, για κάθε κ <ω και κατευθυνόμενο T ⊆ S (3 )
κ :

∨ (3 )
(κ) ∨ℱ

pw : κ

T =∨ t

i < κ
∨ i

s ∈T
s( i) = (∨

i< κ
∨
s ∈ T

s (i)T , ∧
i< κ
∨
s ∈ T

s (i)F) =

(∨
s ∈ T
∨
i < κ

s (i)T ,∨
s ∈T
∧
i < κ

s (i)F)= ∨ i

s ∈ T
∧ t

i < κ
s (i)=∨ ℱ im (∧ (3 )

(κ)
)(T )

Η πρώτη και η τελευταία ισότητα στηρίζονται στο θεώρημα 2.9 (στην τελευταία χρησιμοποι-

είται και το γεγονός ότι ∨ i

s ∈ T
∧ t

i< κ
s (i)=∨ (3)

(κ )∨ ℱ

pw :κ

T ∈ S (3)). Η τρίτη στηρίζεται στο ότι η 

συνάρτηση ∨ (κ) είναι οριοδιατηρητική και η συνάρτηση ∧ (κ) είναι συνεχής (και, αφού το 

T  είναι κατευθυνόμενο, το {(s (i)F )i<κ | s ∈ T } είναι επίσης κατευθυνόμενο).

Θεώρημα 3.7. Έστω ένα σύνολο  D,  λ ένας διατακτικός αριθμός και  σ ∈ D< λ
→ D. Έστω 

ακόμη ένα ΜΔΣ (S ,≤) και ⊕ , ⊗ ∈ 2S
→ S , όπου, για κάθε κ < λ:

• για κάθε d ∈ D, η συνάρτηση ⊕ (∣{e ∈ Dκ | σ (e) = d }∣) είναι συνεχής

• η συνάρτηση ⊗ (κ) είναι συνεχής

Για κάθε κ < λ, η συνάρτηση (σ⊕ ,⊗ )
(κ )

 είναι συνεχής ως προς ≤
pw : D

.

Απόδειξη. Έστω ∨  η πράξη ένωσης του  (S ,≤). Για κάθε  κ < λ και κατευθυνόμενο (ως 

προς ≤
pw : D
pw : κ

)  F ⊆ (D → S )
κ
 που έχει ελάχιστο άνω φράγμα (αυτό είναι το ∨

pw : D
pw : κ

F ), έχουμε ότι, 

για κάθε d ∈ D:

(σ⊕ ,⊗ (∨
pw : D
pw : κ

F ))(d )= ⊕
e ∈ D κ ,
σ (e) = d

⊗
i < κ

(∨pw : D
pw :κ

F)(i)(e (i)) = ⊕
e∈ D κ ,
σ (e) = d

⊗
i < κ (∨f ∈ F

pw : D

f (i))(e (i)) =
⊕

e ∈ D κ ,
σ (e) = d

⊗
i< κ
∨
f ∈ F

f (i)(e (i))= ⊕
e ∈ D κ ,
σ (e) = d

∨
f ∈ F
⊗
i < κ

f (i)(e (i))=∨
f ∈ F
⊕

e ∈ D κ ,
σ (e) = d

⊗
i< κ

f (i)(e (i)) =
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∨
f ∈ F

σ⊕ ,⊗( f )(d )= (∨f ∈ F

pw : D

σ⊕ ,⊗ ( f ))(d ) = (∨
pw : D

im (σ⊕ ,⊗)(F ))(d )
Η τέταρτη ισότητα στηρίζεται στο ότι η συνάρτηση ⊗ (κ) είναι συνεχής (και το σχετικό σύ-

νολο είναι κατευθυνόμενο, αφού το  F  είναι κατευθυνόμενο). Η πέμπτη ισότητα στηρίζεται 

στο ότι η συνάρτηση ⊕ (∣{e ∈ Dκ | σ (e) = d }∣) είναι συνεχής (και το σχετικό σύνολο είναι κατευθυ-

νόμενο, αφού το F  είναι κατευθυνόμενο και η συνάρτηση ⊗ (κ) είναι μονότονη).

Πόρισμα 3.8. Όσον αφορά τις σχέσεις και τις συναρτήσεις που έχουμε ορίσει για αληθοτιμές 

και γλώσσες, ισχύουν τα παρακάτω:

• η συνάρτηση  ¬ (αντίστοιχα  ) είναι οριοδιατηρητική ως προς  (≤ , ≥) (αντίστοιχα 

(⊆ , ⊇)) και ≤ℱ  (αντίστοιχα ⊆ℱ )

• για κάθε διατακτικό αριθμό κ:

• ως προς ≤  (αντίστοιχα ⊆):

• η συνάρτηση ∨ (κ) (αντίστοιχα ∪ (κ)) είναι οριοδιατηρητική

• η συνάρτηση ∧ (κ) (αντίστοιχα ∩ (κ)) είναι μονότονη

• αν κ <ω, η συνάρτηση ∧ (κ) (αντίστοιχα ∩ (κ)) είναι συνεχής

• ως προς ≤ℱ  (αντίστοιχα ⊆ℱ ):

• οι συναρτήσεις ∨ (κ) (αντίστοιχα ∪ (κ)) και ∧ (κ) (αντίστοιχα ∩ (κ)) 

είναι μονότονες

• αν  κ <ω, οι συναρτήσεις ∨ (κ) (αντίστοιχα  ∪ (κ)) και  ∧ (κ) (αντί-

στοιχα ∩ (κ)) είναι συνεχείς

• για κάθε κ <ω, οι συναρτήσεις ⋅(κ ) και ⊙ (κ) είναι συνεχείς ως προς ⊆  και ⊆ℱ

Θεώρημα 3.9.  Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα Σ  και V  και T 

το σύνολο των (Σ , V )-όρων. Η συνάρτηση [ ] είναι συνεχής ως προς (⊆ℱ , ⊆ℱ

pw : T
).

Έστω ακόμη I το σύνολο των ερμηνειών του V  με βάση το Σ , L το σύνολο των γλωσσών επί 

του Σ ,  T+ το σύνολο των (Σ , V )-όρων οι οποίοι δεν περιέχουν όρους της μορφής ~ τ  και 

[ ]+ ∈ Ι → (Τ+ → L ), όπου, για κάθε  I ∈ I,  [ I ]+ = [I ]|Τ+. Η συνάρτηση  [ ]+ είναι συνεχής 
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ως προς (⊆ , ⊆
pw : T+

).

Απόδειξη. Για την πρώτη πρόταση, έστω ότι, για κάθε  d <ω, το  T d  είναι το σύνολο των 

όρων βάθους  ≤ d  και  [ ]d ∈ Ι → (T d → L ),  όπου,  για  κάθε  I ∈ I,  [ I ]d = [ I ] |Τd
.  Θα  απο-

δείξουμε μέσω επαγωγής  ότι,  για  κάθε  d <ω,  η  συνάρτηση  [ ]d  είναι  συνεχής ως  προς 

(⊆ , ⊆
pw: Td

).  Για την επαγωγική βάση, έχουμε ότι,  για κάθε κατευθυνόμενο  J ⊆ I,  για κάθε 

χ ∈ T0 (το χ  είναι απλός όρος):

• αν χ ∈ V , τότε:

[∪ ℱ J ]0( χ ) = (∪ ℱ J )( χ )=∪ ℱ
I ∈ J

I ( χ )=∪ ℱ
I ∈ J

[ Ι ]0( χ ) = (∪ℱ
I ∈ J

pw : T0

[ I ]0)( χ )

• αν χ ∈ Σ , τότε [∪ J]0( χ )= ⟦ χ ⟧ =∪ ℱ
I ∈ J

⟦ χ⟧ =∪ ℱ
I ∈ J

[ I ]0( χ )= (∪ ℱ
I ∈ J

pw :T 0

[I ]0)( χ )
Για το επαγωγικό βήμα, υποθέτοντας ότι η πρόταση ισχύει για το d , παίρνουμε ότι, για κάθε 

κατευθυνόμενο J ⊆ I, για κάθε τ ∈ Td+1 (το τ είναι σύνθετος όρος):

• αν τ = (. , υ), τότε:

[∪ ℱ J ]d+1(τ) = ⋅i <∣υ∣[∪ ℱ J ]d (υ (i))= ⋅i <∣υ∣∪ ℱ
I ∈ J

[ Ι ]d (υ (i))=

∪ ℱ
I ∈ J
⋅i<∣υ∣[ Ι ]d (υ (i)) =∪ℱ

I ∈ J
[ I ]d+1(τ )=(∪ ℱ

I ∈ J

pw : Td+1

[I ]d+1)(τ)
Η δεύτερη ισότητα ισχύει λόγω της υπόθεσης και η τρίτη λόγω της συνέχειας ως προς 

⊆ℱ  του ⋅(∣υ∣) (και του γεγονότος ότι το {([ Ι ]d (υ(i)))i<∣υ∣ | I ∈ J} είναι κατευθυνόμενο, 

αφού το J είναι κατευθυνόμενο και η συνάρτηση [ ]d  είναι μονότονη).

• με παρόμοιο τρόπο προκύπτει το ζητούμενο και για τους υπόλοιπους τελεστές

Έτσι συμπεραίνουμε ότι, για κάθε κατευθυνόμενο J ⊆ I, για κάθε τ ∈ T, θεωρώντας πως το d  

είναι το βάθος του τ:

[∪ ℱ J ](τ) = [∪ ℱ J ]d (τ )=∪ ℱ
I ∈ J

[ I ]d (τ )=∪ ℱ
I ∈ J

[I ](τ) =(∪ ℱ
I ∈ J

pw : T

[ I ])(τ)
Η δεύτερη πρόταση αποδεικνύεται ανάλογα με την πρώτη, χρησιμοποιώντας τη συνέχεια ως 

προς ⊆  των διάφορων ∪ (κ), ∩ (κ), ⋅(κ ) και ⊙ (κ).
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Ορισμός 3.3. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα Σ  και V . Όσον 

αφορά τους σχετικούς όρους και τύπους, ορίζουμε τα παρακάτω:

• για κάθε A∈ V , Αt
= Α f

= Α

• για κάθε a ∈ Σ , a t
= a και a f

= ~ a

• για κάθε (σύνθετο) όρο τ = ~ υ, τ t
= υ f  και τ f

= υt

• για κάθε σύνθετο όρο που δεν είναι της παραπάνω μορφής τ = (ο , υ), τ t =(ο , υim( t )) 

και τ f
= (οd , υim ( f )

)

Θεώρημα 3.10. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα Σ  και V  και 

I  μία ερμηνεία του V  με βάση το Σ . Για κάθε κανονικό (Σ , V )-όρο σύζευξης d :

• [ I T
]((d + )

t
) = [ I ](d+)T

• [ I F
]((d + )

f
) = [ I ] (d +

)
F

• [ I F
]((d − )

t
) = [I ](d −

)
T

• [ I T
]((d − )

f
) = [ I ](d −

)
F

Απόδειξη. Ακολουθούμε την εξής σειρά συλλογισμών:

• για κάθε A∈ V :

• [ I T ](At) = [I T ] (A)= I T (A)= I (A)T = [I ](A)T

• [ I F ](A f )= [ I F ](A)= I F (A)= I (A)F = [ I ](A)F

• για κάθε a ∈ Σ :

• [ I T ](a t) = [ I T ](a) =⟦a ⟧ = ⟦a⟧T = [I ](a )T

• [ I F ](a f )= [ I F ]((~ , a))= [ I F ](a)= ⟦a⟧ = ⟦a ⟧F = [ I ] (a)F

• για κάθε κανονικό όρο παράθεσης α =(. , χ ):

• [ I T
](αt
) = [ I T

]((. , χ im(t )
))= ⋅i< ∣α∣[ I T

]( χ (i)t)= ⋅i <∣α∣[ I ]( χ (i))T =

( ⋅i < ∣α∣[ I ] ( χ (i)))
T

=[ I ](α )Τ

• [ I F
](α f

)= [ I F
]((: , χ im( f )

)) =⊙
i < ∣α∣

[ I F
]( χ (i) f

) =⊙
i < ∣α∣

[ I ]( χ (i))F =
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( ⋅i < ∣α∣[ I ] ( χ (i)))
F

=[ I ](α )F

• για κάθε κανονικό όρο άρνησης c = (~ , α):

• [ I F
](c t
)= [ I F

](α f
)= [ I ](α)F = [ I ](α)T = [ I ](c)T

• [ I T
](c f

)= [ I T
](αt
) = [ I ](α)T =[ I ](α)F =[ I ] (c)F

• για κάθε κανονικό όρο σύζευξης d , θεωρώντας ότι (d + )
arg
= c+ και (d − )

arg
= c−:

• [ I T
]((d + )

t
) = [ I T

] ((& , c+
im(t)
)) =∩

c ∈ c+
[ I T
](ct
) =∩

c ∈ c+
[ I ](c)T =

(∩c ∈ c+
[ I ](c))

T

= [I ](d+)T

• [ I F
]((d + )

f
) = [ I F

]((| , c+
im( f )
))= ∪

c∈ c+
[I F
](c f

) =∪
c ∈ c+

[ I ](c)F =

(∩c ∈ c+
[ I ](c))

F

= [I ](d +
)

F

• [ I F
]((d − )

t
) = [I F

]((& , c−
im(t )
))=∩

c ∈ c−
[ I F
](c t
)=∩

c ∈ c−
[ I ](c )T =

(∩c ∈ c−
[ I ](c))

T

= [I ](d−)T

• [ I T
]((d − )

f
) = [ I T

]((| , c−
im( f )
))= ∪

c ∈ c−
[ I T
](c f

) = ∪
c ∈ c−

[ I ] (c)F =

(∩c ∈ c+
[ I ](c))

F

= [I ](d +
)

F

3.2. Σημασιολογία Kripke-Kleene

Ορισμός 3.4. Έστω μία γραμματική  G = (Σ , V , φ , A0),  I το σύνολο των ερμηνειών της, 

ψ = φeq και τ = →ψ. Ορίζουμε τη συνάρτηση θG ∈ I → I. Για κάθε I ∈ I:

για κάθε A∈ V , θG( I )(A)= [ I ](τ (Α))

Ορίζουμε επίσης τα παρακάτω:

• για κάθε i <ω, θG
↑ i
= θG

i
(∪ ℱ ∅)

• θG
↑ ω
=∪ ℱ

i < ω

θG
↑ i
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Θεώρημα 3.11. Έστω μία γραμματική G. Η συνάρτηση θG είναι συνεχής ως προς ⊆ℱ .

Απόδειξη. Έστω G = (Σ , V , φ , A0),  ψ = φeq και τ = →ψ. Για κάθε κατευθυνόμενο σύνολο 

ερμηνειών I, εχούμε ότι, για κάθε A∈ V :

θG(∪ ℱ I)(A)= [∪ ℱ I ](τ (Α)) =∪ℱ
I ∈ I

[ I ](τ (A))=∪ ℱ
I ∈ I

θG( I )(A)= (∪ ℱ
I ∈ I

θG (I ))(A)
Η δεύτερη ισότητα προκύπτει από την πρώτη πρόταση του θεωρήματος 3.9.

Έτσι, χρησιμοποιώντας το θεώρημα 3.3 και παρατηρώντας ότι τα εξισωτικά μοντέλα του G 

είναι τα σταθερά σημεία του θG, φτάνουμε στα ακόλουθα συμπεράσματα.

Πόρισμα 3.12. Έστω μία γραμματική G. Ισχύουν τα ακόλουθα:

• το θG
↑ ω είναι σταθερό σημείο του θG

• το θG
↑ ω είναι το ελάχιστο προσταθερό σημείο ως προς ⊆ℱ  του θG

• το θG
↑ ω είναι το ελάχιστο ως προς ⊆ℱ  εξισωτικό μοντέλο του G

• θG
↑ ω
= mG

Ορισμός 3.5. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0) και I το σύνολο των δυαδικών ερμη-

νειών της. Ορίζουμε τις συναρτήσεις θG
T , θG

F
∈ I2

→ I. Για κάθε I , J ∈ I:

• για κάθε A∈ V , θG
T
( I , J )(A)= ∪

A → d
([ I ]((d+ )t)∩ [ J ]((d− )t))

• για κάθε A∈ V , θG
F
(I , J )(A)= ∩

A → d
([ J ]((d + )

f
)∪ [ I ] ((d− )

f
))

Ορίζουμε επίσης τα παρακάτω:

• θG
T ↑0
= θG

F ↑ 0
=∪∅

• για κάθε i <ω, θG
T ↑ i+1

= θG
Τ
(θG

T ↑ i , θG
F ↑ i
) και θG

F ↑ i+1
= θG

F
(θG

T ↑ i , θG
F ↑ i
)

• θG
T ↑ω
=∪

i < ω
θG

Τ ↑ i και θG
F ↑ω
=∪

i < ω
θG

F ↑ i
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Θεώρημα 3.13. Έστω μία γραμματική G. Ισχύουν τα εξής:

• για κάθε ερμηνεία I , (θG
T
(I T , I F

) , θG
F
( I T , I F

))= θG (I )

• για κάθε i ≤ω, (θG
T ↑ i , θG

F ↑ i
)= θG

↑ i

Απόδειξη. Έστω G = (Σ , V , φ , A0). Για την πρώτη πρόταση, για κάθε ερμηνεία I  και A∈

V , έχουμε:

(θG
T
(I T , I F

)(A) , θG
F
(I T , I F

)(A))=

(∪
A → d

([ I T
]((d + )

t
)∩ [ Ι F

]((d − )
t
)) , ∩

A → d
([ I F

]((d + )
f
) ∪ [Ι T

]((d− )
f
))) =

(∪
A → d

(([ I ](d +
))

T
∩ ([Ι ](d−))

T ) , ∩
A → d

(([ I ](d+))F ∪ ([ Ι ] (d −
))

F))=

∪
A → d

([ I ](d+) ∩ [ Ι ](d −
))=∪

A → d
[ I ](d )= θG (I )(A)

Η δεύτερη ισότητα προκύπτει από το θεώρημα 3.10.

Για  τη  δεύτερη πρόταση,  αποδεικνύουμε μέσω επαγωγής  ότι  (θG
T ↑ i , θG

F ↑ i
)= θG

↑ i,  για  κάθε 

i <ω. Για την επαγωγική βάση έχουμε ότι (θG
T ↑0 , θG

F ↑0
)= (∪∅ , ∪∅) =∪ ℱ ∅= θG

↑0 

και για το επαγωγικό βήμα, υποθέτοντας ότι η πρόταση ισχύει για το i:

(θG
T ↑ i+1 , θG

F ↑ i+1
)= (θG

T
(θG

T ↑ i
) , θG

F
(θG

F ↑ i
))= (θG

T
((θG

↑ i)
T
) , θG

F
((θG

↑ i)
F
))= θG(θG

↑ i
) = θG

↑ i+1

Συμπεραίνουμε λοιπόν και ότι:

(θG
T ↑ω , θG

F ↑ω
)= (∪

i <ω
θG

T ↑ i , ∪
i <ω

θG
F ↑ i
)= (∪

i< ω
(θG
↑ i)

T
,∪

i< ω
(θG
↑ i)

F
)=∪

i < ω
ℱ θG

↑ i
= θG

↑ω

3.3. Συνέχεια ως προς ⊆  με χρήση σταθερής ερμηνείας

Ορισμός 3.6. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0) και I το σύνολο των ερμηνειών της. 

Ορίζουμε τη συνάρτηση ΘG ∈ I2
→ I. Για κάθε I , J ∈ I:

για κάθε A∈ V , ΘG (I , J )(A) = ∪
A → d

([I ](d +
)∩ [ J ] (d −

))
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Ορισμός 3.7. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0), I το σύνολο των ερμηνειών της και 

J ∈ I. Ορίζουμε τη συνάρτηση ΘGJ ∈ I → I. Για κάθε I ∈ I, ΘGJ ( I )=ΘG ( I , J ).

Ορίζουμε επίσης τα παρακάτω:

• για κάθε i <ω, ΘG
↑ i

J = ΘG
i

J (∪∅)

• ΘG
↑ω

J =∪
i <ω

ΘG
↑ i

J

• για κάθε i <ω, ΘG
↑ ↑ i

J = ΘG
i

J (( J T , J T
pw :V

))

• ΘG
↑ ↑ω

J =∪
i < ω

ΘG
↑ ↑ i

J

Θεώρημα 3.14. Έστω μία γραμματική  G και  J  μία ερμηνεία της. Η συνάρτηση  ΘGJ  είναι 

συνεχής ως προς ⊆ .

Απόδειξη. Έστω G = (Σ , V , φ , A0). Για κάθε κατευθυνόμενο σύνολο ερμηνειών I, εχούμε 

ότι, για κάθε A∈ V :

ΘGJ (∪ I )(A)=∪
A → d

([∪ I ](d +
)∩ [ J ](d −

))=∪
A → d (∪I ∈ I

[I ](d +
)∩ [ J ] (d −

))=

∪
A → d
∪
I ∈ I

([ I ](d +
)∩ [ J ](d −

)) = ∪
A → d , I ∈ I

([I ](d +
)∩ [ J ](d −

))=

∪
I ∈ I
∪
A → d

([ I ](d +)∩ [ J ](d −)) =∪
I ∈ I

ΘGJ ( I )(A)= (∪I ∈ I
ΘGJ ( I ))(A)

Η δεύτερη ισότητα προκύπτει από τη δεύτερη πρόταση του θεωρήματος 3.9.

Χρησιμοποιώντας το θεώρημα 3.3 συμπεραίνουμε λοιπόν τα παρακάτω.

Πόρισμα 3.15. Έστω μία γραμματική G και J  μία ερμηνεία της. Το ΘG
↑ω

J  είναι:

• σταθερό σημείο του ΘGJ

• το ελάχιστο προσταθερό σημείο ως προς ⊆  του ΘGJ
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Ορισμός 3.8. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0), I το σύνολο των δυαδικών ερμηνει-

ών της και J ∈ I. Ορίζουμε τις συναρτήσεις θG
T

J , θG
FJ
∈ I → I. Για κάθε I ∈ I:

• θG
T

J ( I ) = θG
T
( I , J )

• θG
FJ
( I ) = θG

F
(J , I )

Ορίζουμε επίσης τα παρακάτω:

• για κάθε i <ω, θG
T ↑ i

J = ( θG
Τ

J )
i
(∪∅) και θG

F ↓ iJ
= ( θG

FJ )
i
(∩∅)

• θG
T ↑ ω

J =∪
i < ω

θG
T ↑ i

J  και θG
F ↓ωJ

=∩
i < ω

θG
F ↓ iJ

Θεώρημα 3.16. Έστω μία γραμματική G και J  μία ερμηνεία της. Ισχύουν τα εξής:

• για κάθε ερμηνεία I , ( θG
T

J F ( I T
) , θG

FJT

( I F
))= ΘGJ (I )

• για κάθε i ≤ω, ( θG
T ↑ i

J F , θG
F ↓ iJ T

) = ΘG
↑ i

J

Απόδειξη. Έστω G = (Σ , V , φ , A0). Για την πρώτη πρόταση, για κάθε ερμηνεία I  και A∈

V , έχουμε:

( θG
T

J F (I T
)(A) , θG

FJ T

(I F
)(A))=

(∪
A → d

([ I T
]((d + )

t
)∩ [ J F

]((d − )
t
)) , ∩

A → d
([ I F

]((d + )
f
) ∪ [ J T

]((d − )
f
)))=

(∪
A → d

(([ I ](d +
))

T
∩ ([J ](d−))

T ) , ∩
A → d

(([ I ](d+))F ∪ ([ J ](d−))
F ))=

∪
A → d

([ I ](d+) ∩ [ J ](d −
))= ΘGJ ( I )(A)

Η δεύτερη ισότητα προκύπτει από το θεώρημα 3.10.

Για  τη  δεύτερη  πρόταση,  αποδεικνύουμε  μέσω επαγωγής  πως  ( θG
T ↑ i

J F , θG
F ↓ iJ T

) = ΘG
↑ i

J ,  για 

κάθε i <ω. Η επαγωγική βάση ισχύει επειδή ( θG
T ↑0

J F , θG
F ↓0J T

) = (∪∅ ,∩∅)=∪∅=

ΘG
↑0

J . Για το επαγωγικό βήμα, υποθέτοντας ότι η πρόταση ισχύει για το i, έχουμε:

( θG
T ↑ i+1

J F , θG
F ↓ i+1J T

)= ( θG
T

J F ( θG
T ↑ i

J F ) , θG
FJ T

( θG
F ↓ i

J T )) = ( θG
T

J F (( ΘG
↑ i

J )
T
) , θG

FJT

(( ΘG
↑ i

J )
F
)) =
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ΘGJ ( ΘG
↑ i

J ) = ΘG
↑ i+1

J

Συμπεραίνουμε έτσι και ότι:

 ( θG
T ↑ω

J F , θG
F ↓ ωJ T

) = (∪
i< ω

θG
T ↑ i

J F , ∩
i< ω

θG
F ↓ iJT

)=∪
i< ω

( θG
T ↑ i

J F , θG
F ↓ iJ T

)= ∪
i < ω

ΘG
↑ i

J = ΘG
↑ω

J

4. Καλά θεμελιωμένη σημασιολογία

Ορισμός 3.9. Έστω μία γραμματική G και I το σύνολο των ερμηνειών της. Ορίζουμε τη συ-

νάρτηση ΩG ∈ I → I. Για κάθε I ∈ I, ΩG( I )= ΘG
↑ω

I . Ορίζουμε επίσης τα παρακάτω:

• για κάθε i <ω, ΩG
↑ i
= ΩG

i
(∪ℱ ∅)

• ΩG
↑ ω
=∪ ℱ

i < ω

ΩG
↑ i

Θεώρημα 3.17. Έστω μία γραμματική G και I  ένα σταθερό σημείο του ΩG. Το I  είναι:

• εξισωτικό μοντέλο του G

• ελαχιστικό ως προς ⊆  μοντέλο του G

Απόδειξη. Έστω G = (Σ , V , φ , A0). Για την πρώτη πρόταση παρατηρούμε πως, αφού I =

ΩG( I )= ΘG
↑ω

I , το I  είναι σταθερό σημείο του ΘGI  και έτσι, για κάθε A∈ V :

I (A)= ΘGI (A) =∪
A → d

([I ](d +
)∩ [ I ](d −

)) = ∪
A → d

[ I ](d )

Για τη δεύτερη πρόταση έστω κάποιο μοντέλο J  με J ⊂ I . Θα αποδείξουμε μέσω επαγωγής 

ότι, για κάθε  i <ω,  J ⊇ ΘG
↑ i

I . Για την επαγωγική βάση, βλέπουμε ότι  J ⊇ ∪∅= ΘG
↑ 0

I . 

Για το επαγωγικό βήμα, υποθέτοντας ότι η πρόταση ισχύει για το i, έχουμε τα παρακάτω, για 

κάθε A∈ V :

J (A)⊇ ∪
A → d

[J ](d ) =∪
A → d ([ J ](d

+
)∩ ∩

c ∈ (d −)arg
[ J ] (carg

))⊇ ∪A → d([ ΘG
↑ i

I ](d +
)∩ ∩

c ∈ ( d−)arg
[ I ] (carg

))=

∪
A → d

([ ΘG
↑ i

I ](d+)∩ [ I ] (d −
))= ΘGI ( ΘG

↑ i
I )= ΘG

↑ i+1
I
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Η πρώτη ανισότητα ισχύει επειδή το J  είναι μοντέλο. Η δεύτερη προκύπτει από την αντιμο-

νοτονία του , τη μονοτονία των ∩ (∣(d− )arg∣) και  ∩ (2) και τα παρακάτω, για κάθε κανονικό 

όρο σύζευξης d :

• αφού J ⊇ ΘG
↑ i

I  (λόγω της επαγωγικής υπόθεσης), από το θεώρημα 3.9:

[ J ](d +
)⊇ [ ΘG

↑ i
I ](d +

)

• για κάθε c ∈ (d − )
arg

, αφού J ⊆ I  (λόγω της υπόθεσης για το J ), από το θεώρημα 3.9:

[ J ](carg
)⊆ [ I ](carg

)

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι J ⊇ ∪
i< ω

ΘG
↑ i

I = ΘG
↑ ω

I = ΩG ( I )= I , που είναι άτοπο.

Θεώρημα 3.18. Έστω μία γραμματική G, I το σύνολο των ερμηνειών της και, για κάθε i <ω

, Ωi ∈ I → I, όπου, για κάθε I ∈ I, Ωi(I ) = ΘG
↑ i

I . Για κάθε i <ω, η συνάρτηση Ωi είναι συνε-

χής ως προς ⊆ℱ .

Απόδειξη. Έστω G = (Σ , V , φ , A0). Αποδεικνύουμε την πρόταση μέσω επαγωγής. Για την 

επαγωγική βάση, βλέπουμε πως, για κάθε κατευθυνόμενο J ⊆ I:

Ω0(∪ ℱ J )= ΘG
↑0

∪ℱ J =∪ ℱ ∅=∪ ℱ
I ∈ J

(∪ ℱ ∅)=∪ ℱ
I ∈ J

ΘG
↑0

I =∪ ℱ
I ∈ J

Ω0( I )

Για το επαγωγικό βήμα, υποθέτοντας πως η πρόταση ισχύει για το i, έχουμε ότι, για κάθε κα-

τευθυνόμενο J ⊆ I, για κάθε A∈ V :

Ωi+1(∪ ℱ J )(A)= ΘG
↑ i+1

∪ ℱ J (A)= ΘG∪ℱ J ( ΘG
↑ i

∪ ℱ J )(A) = ΘG∪ℱ J (∪ ℱ
I ∈ J

ΘG
↑ i

I )(A)=

∪
A → d ([∪ ℱ

I ∈ J
ΘG
↑ i

I ](d +
)∩ [∪ ℱ J] (d −

))= ∪A → d (∪ ℱ
I ∈ J

[ ΘG
↑ i

I ](d+)∩∪ ℱ
I ∈ J

[ I ](d−))=

∪
A → d (∪ ℱ

I ∈ J
([ ΘG

↑ i
I ] (d +

)∩ [ I ](d−)))=∪ ℱ
I ∈ J

(∪A → d
([ ΘG

↑ i
I ](d +

)∩ [ I ](d−)))=

∪ ℱ
I ∈ J

ΘGI ( ΘG
↑ i

I )(A) =∪ℱ
I ∈ J

ΘG
↑ i+1

I (A) = (∪ ℱ
I ∈ J

ΘG
↑ i+1

I )(A) = (∪ ℱ
I ∈ J

Ωi+1( I ))(A)
Η τρίτη ισότητα ισχύει λόγω της υπόθεσης. Η πέμπτη ισότητα ισχύει λόγω της συνέχειας του 

[ ], της μονοτονίας του Ωi και του ότι το J είναι κατευθυνόμενο. Η έκτη ισότητα ισχύει λόγω 

της συνέχειας του ∩ (2), της μονοτονίας του [ ], της μονοτονίας του Ωi και του ότι το J είναι 

κατευθυνόμενο. Η έβδομη ισότητα ισχύει λόγω της συνέχειας του  ∪ (∣{d | A → d }∣), της  μονο-
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τονίας του  ∩ (2),  της  μονοτονίας  του  [ ],  της  μονοτονίας  του  Ωi και  του ότι  το  J είναι 

κατευθυνόμενο.

Θεώρημα 3.19. Έστω μία γραμματική G. Η συνάρτηση ΩG είναι συνεχής ως προς ⊆ℱ .

Απόδειξη. Έστω G = (Σ , V , φ , A0). Για κάθε ερμηνεία I  και w ∈ Σ *, ορίζουμε την ερμη-

νεία I ∩w, θεωρώντας ότι, για κάθε A∈ V , I ∩w
(A) = I (A)∩ {v ∈ Σ * | v ≤sub w }. Έστω μία 

ερμηνεία I  και w ∈ Σ *. Θα αποδείξουμε μέσω επαγωγής ότι, για κάθε i <ω, για κάθε A∈ V  

και v ∈ Σ * με v ≤sub w , ΘG
↑ i

Ι (A)(v)= ΘG
↑ i

Ι ∩w (A)(v ) (1). Για την επαγωγική βάση, έχουμε ότι, 

για κάθε A∈ V  και v ∈ Σ *, ΘG
↑0

Ι (A)(v )= 0 = ΘG
↑0

Ι∩w (A)(v). Για το επαγωγικό βήμα, υποθέ-

τοντας ότι το ζητούμενο ισχύει για το  i, αρχικά αποδεικνύουμε μέσω επαγωγής στο βάθος 

των όρων ότι, για κάθε όρο  τ,  για κάθε  v ∈ Σ * με  v ≤sub w ,  [ I ](τ )(v )= [ I ∩w ](τ )(v ) και 

[ ΘG
↑ i

I ](τ )(v )=[ ΘG
↑ i

I ∩w ](τ )(v) (2). Για την επαγωγική βάση, έχουμε ότι, για κάθε όρο βάθους 0, 

χ  (το χ  είναι απλός όρος), για κάθε v ∈ Σ * με v ≤sub w:

• αν χ ∈ V , τότε:

• [ I ]( χ )(v )= I ( χ )(v) = I ( χ )(v )∧ 1 = I ( χ )(v )∧ {u ∈ Σ * | u ≤sub w}(v )=

( I ( χ )∩ {u ∈ Σ * | u ≤sub w})(v )= I ∩w ( χ )(v)= [ I ∩w ]( χ )(v)

• [ ΘG
↑ i

I ]( χ )(v )= ΘG
↑ i

I ( χ )(v )= ΘG
↑ i

I ∩w ( χ )(v)= [ ΘG
↑ i

I∩w ]( χ )(v )

Η δεύτερη ισότητα ισχύει λόγω της υπόθεσης για το i.

• αν χ ∈ Σ , τότε:

• [ I ]( χ )(v )= ⟦ χ⟧(v) = [ I ∩w] ( χ )(v )

• [ ΘG
↑ i

I ]( χ )(v )= ⟦ χ ⟧(v )= [ ΘG
↑ i

I ∩w ]( χ )(v)

Για το επαγωγικό βήμα, υποθέτοντας ότι το ζητούμενο ισχύει για κάθε όρο βάθους ≤ d , συ-

μπεραίνουμε ότι, για κάθε όρο βάθους d + 1, τ (το τ είναι σύνθετος όρος), για κάθε v ∈ Σ * 

με v ≤sub w:

• αν τ = (. , υ), τότε:

• [ I ](τ )(v )= ( ⋅i < ∣υ∣[I ](υ (i)))(v) = ∨
u ∈ (Σ *)

∣υ∣
,

⋅u= w

∧
i <∣υ∣

[I ](υ (i))(u(i))=
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∨
u ∈ (Σ *)

∣υ∣
,

⋅u= w

∧
i <∣υ∣

[ I∩w
] (υ (i))(u (i)) = (⋅i < ∣υ∣[ I ∩w

] (υ (i)))(v) = [ I ∩w
](τ )(v )

Η τρίτη ισότητα ισχύει λόγω της υπόθεσης για το d  και του γεγονότος ότι, για 

κάθε u ∈ (Σ *)
∣υ∣ με ⋅u = v, για κάθε i <∣υ∣, u (i) ≤sub v ≤sub w.

• ανάλογα με πριν βλέπουμε και ότι [ ΘG
↑ i

I ](τ )(v )= [ ΘG
↑ i

I ∩w ](τ)(v)

• με παρόμοιο τρόπο προκύπτει το ζητούμενο και για τους υπόλοιπους τελεστές

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι, για κάθε A∈ V  και v ∈ Σ * με v ≤sub w:

ΘG
↑ i+1

Ι (A)(v )= ΘGI ( ΘG
↑ i

Ι )(A)(v )= ∨
A → d

([ ΘG
↑ i

Ι ] (d +
)(v )∧ [ I ](d−)(v))=

∨
A → d

([ ΘG
↑ i

I∩w ](d +
)(v) ∧ [I ∩w

] (d −
)(v ))= ΘGI ∩w ( ΘG

↑ i
I ∩w )(A)(v) = ΘG

↑ i+1
I ∩w (A)(v)

Η τρίτη ισότητα προκύπτει από το (2).

Έτσι, για κάθε κατευθυνόμενο σύνολο ερμηνειών I, για κάθε A∈ V  και w ∈ Σ *, θεωρώντας:

 n = min { j < ω |∀ J ∈ {∪ ℱ I}∪ {I ∩w | I ∈ I} ΘG
↑ j

J (A)(w) =∨
i <ω

ΘG
↑ i

J (A)(w )}

(το n ορίζεται επειδή, για κάθε ερμηνεία J , υπάρχει k <ω, τέτοιο ώστε, για κάθε k ≤ j< ω, 

ΘG
↑ j

J (A)(w) =∨
i< ω

ΘG
↑ i

J (A)(w), και επιπλέον το {I ∩w | I ∈ I} είναι πεπερασμένο), έχουμε ότι:

ΩG(∪ ℱ I)(A)(w)= ΘG
↑ω

∪ ℱ I (A)(w)=∨
i< ω

ΘG
↑ i

∪ℱ I (A)(w) =
[1]

ΘG
↑n

∪ℱ I (A)(w )=
[2 ]

(∪ ℱ
I ∈ I

ΘG
↑n

I )(A)(w) =∨ℱ
I ∈ I

ΘG
↑ n

I (A)(w) =
[3]∨ ℱ

I ∈ I
ΘG
↑n

I ∩w (A)(w)=
[4 ] ∨ℱ

I ∈ I
(∨i <ω

ΘG
↑ i

I ∩w (A)(w))=
[5]

∨ ℱ
I ∈ I
(∨i < ω

ΘG
↑ i

I (A)(w))=∨ ℱ
I ∈ I

ΘG
↑ ω

I (A)(w)= (∪ ℱ
I ∈ I

ΘG
↑ω

I )(A)(w)= (∪ℱ
I ∈ I

ΩG ( I ))(A)(w)
Αιτιολογούμε τις σημειωμένες ισότητες ως εξής:

• τα [1] και [4] προκύπτουν από τον ορισμό του n

• το [2] προκύπτει από το θεώρημα 3.18

• τα [3] και [5] προκύπτουν από το (1)

Θεώρημα 3.20. Έστω μία γραμματική G. Το (ΩG
↑ i+1
)i<ω είναι:

• εξισωτικό καλά θεμελιωμένο μοντέλο του G

• το ελάχιστο καλά θεμελιωμένο μοντέλο του G
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Απόδειξη. Έστω G = (Σ , V , φ , A0). Αρχικά θα αποδείξουμε ότι, για κάθε απειρική ερμη-

νεία Ι , A∈ V  και i <ω, ΘGI⃗
pw: V

(i )
( I (i))(A)= (∪A → d

[ I ](d wf
))( i) (1). Έχουμε τα παρακάτω:

ΘG
I⃗

pw: V

(i )
( I (i))(A)=∪

A → d
([ I (i)](d+) ∩ [ I⃗

pw:V

(i)](d
−
))=∪

A → d( ∩c ∈ (d+ )
arg
[I (i)](c) ∩ ∩

c ∈ (d− )
arg
[ I⃗

pw : V

(i )](c))=
∪
A → d ( ∩c ∈ (d+ )

arg
([ I ](cwf

)(i))∩ ∩
c ∈ (d− )

arg
([ I ] (cwf

)(i)))=∪A → d (∩c ∈ d arg
([I ](cwf

)(i)))= ∪A → d ((∩c ∈ d arg
[ I ] (cwf

))(i ))=

∪
A → d

([I ]((& , (d arg )
im(wf )

))(i))= ∪
A → d

([ I ](d wf
)(i))= (∪A → d

[I ](d wf
))(i)

Για να αιτιολογήσουμε την τρίτη ισότητα ακολουθούμε την εξής σειρά συλλογισμών:

• για κάθε A∈ V :

• [ I (i)](A) = I (i)(A) = I (A)(i) = [ I ](A)(i )= [ I ](Awf )(i )

• [ I⃗
pw : V

(i )](A)= I⃗
pw: V

( i)(A) = I⃗
pw :V

(A)(i )= I⃗ (A)(i) = [⃗ I ](A)(i) =

[ I ]((^ , A))(i)= [ I ] (Au ∘ wf )(i)

• για κάθε a ∈ Σ :

• [ I (i)](a)= ⟦a⟧ = ⟦a⟧(i) = [I ](a )(i)= [ I ](awf
)(i )

• [ I⃗
pw : V

(i )](a) = ⟦a⟧ = ⟦a⟧(i)= [ I ](a)(i)= [ I ] (au ∘ wf
)(i )

• για κάθε κανονικό όρο παράθεσης α =(. , χ ):

• [ I (i)](α)= ⋅k ≤ ∣χ∣[ I (i )]( χ (k )) = ⋅k ≤∣χ∣([I ]( χ (k )wf
)(i))=

( ⋅k ≤ ∣χ∣[ I ]( χ (k )wf
))(i)= [ I ]((. , χ im(wf )

))(i)= [ I ](αwf
)(i)

• [ I⃗
pw : V

(i )](α) = ⋅k ≤∣χ∣[ I⃗
pw : V

(i)]( χ (k )) = ⋅k ≤∣χ∣([I ]( χ (k )u ∘ wf
)(i))=

( ⋅k ≤ ∣χ∣[ I ]( χ (k )u ∘ wf ))(i)= [ I ]((. , χ im(u ∘ wf )))(i)= [ I ](αu ∘ wf )(i)

• για κάθε κανονικό όρο άρνησης c = (~ , α):

[ I⃗
pw: V

(i)](c) = [ I⃗
pw : V

(i)](α)= [ I ] (αu ∘ wf
)(i) = [ I ](αu ∘ wf

)(i) = [ I ]((~ , αu ∘ wf
))(i)= [ I ] (cwf

)(i)

Για την πρώτη πρόταση, βλέπουμε πως, για κάθε A∈ V :

(ΩG
↑ i+1
)i<ω(A)= (ΩG

↑ i+1
(A))i<ω= ( ΘGΩ G

↑ i (ΩG
↑ i+1
)(A))i<ω= ( ΘG(ΩG

↑ j
) j<ω(i )

((ΩG
↑ j+1
) j<ω(i))(A))i<ω=

( ΘG
(⃗ΩG

↑ j+1) j<ω

pw :V

(i)
((ΩG

↑ j+1
) j<ω(i))(A))i<ω =((∪A → d

[(ΩG
↑ j+1
) j<ω](d

wf
))(i))i<ω

= ∪
A → d

[(ΩG
↑ i+1
)i<ω](d

wf
)

απ' όπου το ζητούμενο προκύπτει σχετικά άμεσα. Η δεύτερη ισότητα ισχύει επειδή, για κάθε 

i <ω, το ΩG
↑ i+1 είναι σταθερό σημείο του ΘGΩ G

↑ i , αφού ΩG
↑ i+1
= ΩG(ΩG

↑ i
)= ΘG

↑ω
ΩG
↑ i , ενώ για την 

αιτιολόγηση της τέταρτης παρατηρούμε πως, για κάθε A∈ V :
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(ΩG
↑ j
) j<ω(A) = (ΩG

↑ j
(A)) j<ω= (ΩG

↑ 0
(A))⋅(ΩG

↑ j+1
(A)) j<ω =(∪ ℱ ∅)⋅(ΩG

↑ j+1
) j<ω(A)=

(⃗ΩG
↑ j+1) j<ω(A)= (⃗ΩG

↑ j+1) j<ω

pw: V

(A)

Η πέμπτη ισότητα στηρίζεται στο (1).

Για τη δεύτερη πρόταση, ας θεωρήσουμε κάποιο καλά θεμελιωμένο μοντέλο I . Αν, για κάθε 

i <ω, ΩG
↑ i+1
= Ι (i), τότε (ΩG

↑ i+1
)i<ω ⊆ Ι . Αλλιώς, υποθέτοντας ότι το j είναι το πρώτο i <ω 

για το οποίο ΩG
↑ i+1
≠ Ι (i), βλέπουμε πως, για κάθε A∈ V :

I ( j)(A) = I (A)( j)⊇ (∪A → d
[I ](d wf

))( j) = ΘGI⃗
pw :V

( j )
( I ( j))(A)= ΘGΩG

↑ j ( I ( j))(A)

δηλαδή ότι το I ( j) είναι προσταθερό σημείο του ΘGΩ G
↑ j . Η ανισότητα ισχύει επειδή το I  είναι 

καλά θεμελιωμένο μοντέλο και η δεύτερη ισότητα στηρίζεται στο (1). Για την τρίτη ισότητα 

παρατηρούμε πως, για κάθε A∈ V :

I⃗
pw :V

( j)(A) = I⃗
pw:V

(A)( j) = I⃗ (A)( j) = ((∪ ℱ ∅)⋅ I (A))( j) =ΩG
↑ j
(A)

όπου η τελευταία ισότητα ισχύει λόγω των παρακάτω:

• αν j= 0, τότε ((∪ ℱ ∅)⋅ I (A))( j)=∪ ℱ ∅= ΩG
↑ j
(A)

• αλλιώς, ((∪ ℱ ∅)⋅ I (A))( j)= I (A)( j− 1) = I ( j − 1)(A)= ΩG
↑ j
(A)

Τώρα, αφού το ΩG
↑ j+1 είναι το ελάχιστο προσταθερό σημείο του ΘGΩ G

↑ j , ΩG
↑ j+1

⊆ Ι ( j) και έτσι, 

λόγω και της υπόθεσης για το j, συμπεραίνουμε και πάλι πως (ΩG
↑ i+1
)i<ω ⊆ Ι .

Συνοψίζοντας, μπορούμε να διατυπώσουμε τα ακόλουθα συμπεράσματα (χρησιμοποιώντας 

και πάλι το θεώρημα 3.3).

Πόρισμα 3.21. Έστω μία γραμματική G. Ισχύουν τα ακόλουθα:

• το ΩG
↑ ω είναι:

• σταθερό σημείο του ΩG

• το ελάχιστο προσταθερό σημείο ως προς ⊆ℱ  του ΩG

• εξισωτικό μοντέλο του G

• ελαχιστικό ως προς ⊆  μοντέλο του G

• ΩG
↑ ω
= M G

• mG ⊆ℱ M G
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Ας εξετάσουμε τώρα την επιλογή να μη χρησιμοποιηθεί επιπλέον τελεστής και το ~ να ερ-

μηνευτεί ως η σύνθεση του  με το ⃗. Σε αυτή την περίπτωση η συσχέτιση μεταξύ των δύο 

προσεγγίσεων δε θα ήταν τόσο άμεση και το θεώρημα 3.20 δε θα ίσχυε. Ένας τρόπος για να 

αποδειχθεί κάτι αντίστοιχο θα απαιτούσε για μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0) να ορίσου-

με τη γραμματική G ' = (Σ , V ' , φ' , A0), προσθέτοντας για κάθε a ∈ Σ  που εμφανίζεται σε 

αρνητικούς συζευκτέους μία νέα μεταβλητή Aa, αντικαθιστώντας το σε αυτές τις εμφανίσεις 

με τη νέα μεταβλητή και  απαιτώντας ότι  Aa →φ' a.  Έτσι θα μπορούσαμε να αποδείξουμε 

προτάσεις αντίστοιχες με αυτές του παραπάνω θεωρήματος για τον περιορισμό του (ΩG'
↑ i+1
)i<ω 

στο V . Η αντίστοιχη του (1) πρόταση στη νέα απόδειξη θα ήταν ότι, για κάθε απειρική ερμη-

νεία του G, Ι , A∈ V  και i <ω, ΘG '
I⃗ '
pw :V

(i )
( I ' (i))(A)= (∪A → d

[I ](d wf
))(i), όπου το Ι '  προκύπτει 

επεκτείνοντας  το  Ι ,  θεωρώντας  πως, για κάθε  Aa,  Ι ' (Aa)= ⟦a⟧.  Μετά από την απόδειξη 

αυτής της πρότασης η πορεία θα ήταν ανάλογη με πριν αλλά κάπως περιπλεγμένη. Τέλος, για 

να εξασφαλίσουμε την ισοδυναμία των δύο προσεγγίσεων θα έπρεπε να αποδείξουμε και ότι 

το ΩG
↑ ω ισούται με τον περιορισμό του ∪ ℱ

i< ω

ΩG'
↑ i+1 στο V .

Ορισμός 3.10. Έστω μία γραμματική G και I το σύνολο των ερμηνειών της. Ορίζουμε τη συ-

νάρτηση Ω 'G ∈ I → I. Για κάθε I ∈ I, Ω 'G( I ) = ΘG
↑↑ω

I . Ορίζουμε επίσης τα παρακάτω:

• για κάθε i <ω, Ω 'G
↑ i
=Ω ' G

i
(∪ ℱ ∅)

• Ω 'G
↑ω
=∪ ℱ

i< ω

Ω 'G
↑ i

Θεώρημα 3.22. Έστω μία γραμματική G. Για κάθε i ≤ω, Ω ' G
↑ i
=ΩG

↑ i.

Απόδειξη. Αποδεικνύουμε ότι, για κάθε i <ω, Ω ' G
↑ i
=ΩG

↑ i μέσω επαγωγής. Για την επαγωγι-

κή βάση, έχουμε ότι Ω ' G
↑0
=∪ ℱ ∅= ΩG

↑0. Για το επαγωγικό βήμα, βλέπουμε πως, για κάθε 
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i <ω, αν Ω 'G
↑ i
=ΩG

↑ i, τότε:

Ω 'G
↑ i+1
= Ω 'G (Ω 'G

↑ i
) = ΘG

↑ ↑ω
Ω 'G

↑ i = ΘG
↑ ↑ω

ΩG
↑ i = ΘG

↑ω
ΩG
↑ i =ΩG(ΩG

↑ i
) =ΩG

↑ i+1

όπου η τέταρτη ισότητα ισχύει λόγω του θεωρήματος 3.4, δεδομένου ότι  ΩG
↑ i
⊆ℱ ΩG

↑ i+1
=

ΘG
↑ω

Ω G
↑ i , κάτι που συνεπάγεται πως (ΩG

↑ i)
T
⊆ ( ΘG

↑ω
Ω G
↑ i )

T
, άρα και ότι (ΩG

↑ i)
T

pw : V

⊇ ( ΘG
↑ω

Ω G
↑ i )

T
pw: V

⊇ ( ΘG
↑ω

ΩG
↑ i )

F
 

(αφού ( ΘG
↑ω

Ω G
↑ i )

T
∩ ( ΘG

↑ω
Ω G
↑ i )

F
=∪∅), δηλαδή ((ΩG

↑ i)
T

, (ΩG
↑ i)

T
pw:V

)⊆ ΘG
↑ω

ΩG
↑ i .

Από την πρόταση που αποδείξαμε παίρνουμε και ότι Ω 'G
↑ω
=∪ ℱ

i< ω

Ω 'G
↑ i
=∪ ℱ

i <ω

ΩG
↑ i
= ΩG

↑ω.

Ορισμός 3.11. Έστω μία γραμματική G και I το σύνολο των δυαδικών ερμηνειών της. Ορί-

ζουμε τις συναρτήσεις ΩG
T , ΩG

F
∈ I → I. Για κάθε I ∈ I:

• ΩG
Τ
( I )= θG

Τ ↑ ω
I

• ΩG
F
( I )= θG

F ↓ ωI

Ορίζουμε επίσης τα παρακάτω:

• ΩG
T ↑0
= ΩG

F ↑ 0
= ΩG

T ↗0
=∪∅

• για κάθε i <ω:

• ΩG
T ↑ i+1

= ΩG
Τ
(ΩG

F ↑ i
) και ΩG

F ↑ i+1
= ΩG

F
(ΩG

T ↑ i
)

• ΩG
T ↗ i+1

= ΩG
Τ
(ΩG

F ↗ i
) και ΩG

F ↗ i
= ΩG

F
(ΩG

T ↗ i
)

• ΩG
T ↑ω
=∪

i < ω
ΩG

Τ ↑ i, ΩG
F ↑ω
=∪

i < ω
ΩG

F ↑ i, ΩG
T ↗ω

=∪
i< ω

ΩG
Τ ↗ i και ΩG

F ↗ω
=∪

i< ω
ΩG

F ↗ i

Θεώρημα 3.23. Έστω μία γραμματική G. Ισχύουν τα εξής:

• για κάθε ερμηνεία I , (ΩG
T
( I F
) , ΩG

F
( I T
))= ΩG (I )

• για κάθε i ≤ω:

• (ΩG
T ↑ i , ΩG

F ↑ i
)= ΩG

↑ i

• (ΩG
T ↗ i

, ΩG
F ↗ i
) = (ΩG

T ↑2⋅i
, ΩG

F ↑ 1+2⋅i
)
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Απόδειξη. Για την πρώτη πρόταση έχουμε  (ΩG
T
( I F
) , ΩG

F
( I T
))= ( θG

T ↑ω
I F , θG

F ↓ωI T

) = ΘG
↑ω

I =

ΩG( I ) (η δεύτερη ισότητα προκύπτει από το θεώρημα 3.16).

Θα αποδείξουμε τώρα μέσω επαγωγής ότι (ΩG
T ↑ i , ΩG

F ↑ i
)= ΩG

↑ i, για κάθε i <ω. Η επαγωγική 

βάση ισχύει επειδή (ΩG
T ↑0 , ΩG

F ↑0
)= (∪∅ , ∪∅)=∪ℱ ∅= ΩG

↑0. Για το επαγωγικό βή-

μα, υποθέτοντας ότι η πρόταση ισχύει για το i, έχουμε:

(ΩG
T ↑ i+1 , ΩG

F ↑ i+1
)= (ΩG

T
(ΩG

F ↑ i
) , ΩG

F
(ΩG

T ↑ i
))= (ΩG

T
((ΩG

↑ i)
F
) , ΩG

F
((ΩG

↑ i)
T
))= ΩG (ΩG

↑ i
)= ΩG

↑ i+1

Συμπεραίνουμε έτσι και ότι:

 (ΩG
T ↑ω , ΩG

F ↑ω
)= (∪

i <ω
ΩG

T ↑ i , ∪
i < ω

ΩG
F ↑ i
)=∪ ℱ

i <ω

(ΩG
T ↑ i , ΩG

F ↑ i
)=∪ ℱ

i < ω

ΩG
↑ i
= ΩG

↑ ω

Στη συνέχεια αποδεικνύουμε μέσω επαγωγής ότι (ΩG
T ↗ i

, ΩG
F ↗ i
) = (ΩG

T ↑2⋅i
, ΩG

F ↑ 1+2⋅i
), για κά-

θε i <ω. Η επαγωγική βάση ισχύει επειδή:

• ΩG
T ↗ 0

=∪∅= ΩG
T ↑ 2⋅0

• ΩG
F ↗ 0

= ΩG
F
(ΩG

Τ ↗0
)= ΩG

F
(ΩG

Τ ↑2⋅0
)= ΩG

F ↑1+2⋅0

Για το επαγωγικό βήμα, υποθέτοντας ότι η πρόταση ισχύει για το i, έχουμε:

• ΩG
T ↗ i+1

= ΩG
T
(ΩG

F ↗ i
)= ΩG

T
(ΩG

F ↑ 1+2⋅i
) =ΩG

T ↑1+2⋅i+1
= ΩG

T ↑2⋅(i+1)

Η δεύτερη ισότητα ισχύει λόγω της υπόθεσης.

• ΩG
F ↗ i+1

= ΩG
F
(ΩG

T ↗ i+1
)= ΩG

F
(ΩG

T ↑2⋅(i+1)
)= ΩG

F ↑1+2⋅(i+1)

Συμπεραίνουμε λοιπόν και ότι:

• ΩG
T ↗ω

=∪
i < ω

ΩG
Τ ↗ i
=∪

i < ω
ΩG

Τ ↑ 2⋅i
=∪

i < ω
ΩG

Τ ↑ i
= ΩG

T ↑ 2⋅ω

Η τρίτη ισότητα ισχύει επειδή:

• για κάθε i <ω, αφού 2⋅i< ω, ΩG
Τ ↑2 i

⊆∪
i <ω

ΩG
Τ ↑ i, οπότε ∪

i< ω
ΩG

Τ ↑ 2⋅i
⊆∪

i < ω
ΩG

Τ ↑ i

• για  κάθε  i <ω,  λόγω  της  μονοτονίας  του  (ΩG
↑ i
)i< ω,  ΩG

Τ ↑ i
⊆ΩG

Τ ↑2 i,  οπότε 

∪
i< ω

ΩG
Τ ↑ i
⊆∪

i < ω
ΩG

Τ ↑2⋅i

• ΩG
F ↗ω

=∪
i < ω

ΩG
F ↗ i
=∪

i <ω
ΩG

F ↑1+2⋅i
=∪

i <ω
ΩG

F ↑ i
= ΩG

F ↑1+2⋅ω

Η τρίτη ισότητα αιτιολογείται ανάλογα με παραπάνω.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΠΑΙΓΝΙΟΘΕΩΡΗΤΙΚΕΣ 

ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ

4.1. Προκαταρκτικά

4.2. Κινήσεις και κανόνες των παιχνιδιών

4.3. Σημασιολογία Kripke-Kleene

4.4. Καλά θεμελιωμένη σημασιολογία

1. Προκαταρκτικά

Ορισμός 4.1. Έστω ένα σύνολο X  και P ⊆ X ≤ω. Ορίζουμε τα ακόλουθα:

• P e
= {p ∈ ∪

i άρτιο
X i | ∃ q ∈ P p ≤pre q}

• Po
= {p ∈ ∪

i περιττό
X i | ∃ q ∈ P p ≤pre q}

Ορισμός 4.1. Έστω ένα σύνολο X , E ⊆∪
i άρτιο

X i, O ⊆ ∪
i περιττό

X i. Ορίζουμε τη συνάρτηση ∗∈

(E → X )× (O → X ) → X ≤ω. Για κάθε f ∈ Ε → X  και t ∈ Ο → X , f ∗ t = p, όπου:

• για κάθε άρτιο i <∣p∣, ( p( j)) j<i ∈ E  και p(i)= f (( p( j)) j<i)

• για κάθε περιττό i <∣p∣, ( p( j)) j<i ∈ O και p(i)= t (( p ( j)) j<i)

• αν ∣p∣ άρτιο, τότε p ∉ E

• αν ∣p∣ περιττό, τότε p ∉ O
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Ορισμός 4.2. Ονομάζουμε παιχνίδια τις τετράδες (X , P , R , Φ), όπου:

• το X  είναι ένα μη κενό σύνολο 

Ονομάζουμε τα στοιχεία του X  κινήσεις.

• P ⊆ X ≤ ω και το P  είναι αντιαλυσίδα ως προς ≤pre

Ονομάζουμε τα στοιχεία του P  παρτίδες. Σε μία παρτίδα p, λέμε για μία κίνηση x  ότι 

παίζεται από τον παίκτη 0 (αντίστοιχα παίκτη 1) μία χρονική στιγμή i αν και μόνο αν 

i <∣p∣ άρτιο (αντίστοιχα περιττό) και x = p (i).

• το R είναι ένα πλήρες ολικά διατεταγμένο σύνολο

Ονομάζουμε τα στοιχεία του R[0] πιθανά αποτελέσματα.

• Φ ∈ P → R[0]

Για κάθε p ∈ P, ονομάζουμε το Φ ( p) αποτέλεσμα του p.

Ονομάζουμε παιχνίδια  νίκης-ισοπαλίας-ήττας τα παιχνίδια που έχουν ακριβώς τρία πιθανά 

αποτελέσματα.

Λαμβάνοντας υπ' όψιν τα διάφορα γνωστά είδη παιχνιδιών, μια ακριβέστερη ονομασία για τα 

συγκεκριμένα παιχνίδια θα ήταν “παιχνίδια τέλειας πληροφόρησης, μηδενικού αθροίσματος, 

χωρίς τυχαιότητα, δύο παικτών που παίζουν εναλλάξ”.

Ορισμός 4.3. Έστω ένα παιχνίδι Γ = (X , P , R , Φ). Ονομάζουμε στρατηγικές για τον παίκτη 

0 τις συναρτήσεις s ∈ Pe
− P → X , όπου, για κάθε p ∈ P e

− P , p⋅(s ( p)) ∈ Po.

Ονομάζουμε στρατηγικές για τον παίκτη 1 τις συναρτήσεις s ∈ Po
− P → X , όπου, για κάθε 

p ∈ Po
− P, p⋅(s ( p)) ∈ P e.

Ορισμός 4.4. Έστω ένα παιχνίδι (X , P , R , Φ), ∨ , ∧  οι πράξεις ένωσης και τομής, αντί-

στοιχα, του R, F , T  τα σύνολα των στρατηγικών για τους παίκτη 0 και παίκτη 1, αντίστοιχα, 

και r ∈ R[0]. Λέμε ότι το συγκεκριμένο παιχνίδι έχει τιμή r  αν και μόνο αν:
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∨
t ∈ T (∧f ∈ F

Φ ( f ∗ t))=∧f ∈ F (∨t ∈ T
Φ ( f ∗ t))= r

Θεώρημα 4.1. Έστω ένα παιχνίδι νίκης-ισοπαλίας-ήττας Γ = (X , P , (R , ≤) , Φ), όπου R =

{r0 , r 0.5 , r 1} και r 0≤ r0.5 ≤ r 1, και  F ,  T  τα σύνολα των στρατηγικών για τους παίκτη 0 και 

παίκτη 1, αντίστοιχα. Ισχύουν τα ακόλουθα:

• το  Γ  έχει  τιμή  r 1 αν  και  μόνο  αν  υπάρχει  t̂ ∈ T ,  τέτοιο  ώστε,  για  κάθε  f ∈ F , 

Φ ( f ∗ t̂ )= r1

• το  Γ  έχει  τιμή  r 0 αν  και  μόνο  αν  υπάρχει  f̂ ∈ F ,  τέτοιο  ώστε,  για  κάθε  t ∈ T , 

Φ ( f̂ ∗ t )= r0

• το Γ  έχει τιμή r 0.5 αν και μόνο αν:

• υπάρχει t̂ ∈ T , τέτοιο ώστε, για κάθε f ∈ F , Φ ( f ∗ t̂)≥ r0.5

• υπάρχει f̂ ∈ F , τέτοιο ώστε, για κάθε t ∈ T , Φ ( f̂ ∗ t )≤ r0.5

Απόδειξη. Έστω ∨ , ∧  οι πράξεις ένωσης και τομής, αντίστοιχα, του (R ,≤) και τα εξής:

• για κάθε t ∈ T , Ε t = {Φ ( f ∗ t ) | f ∈ F }

• Ε = {∧ Ε t | t ∈ T }

• για κάθε f ∈ F , Ε ' f = {Φ ( f ∗ t) | t ∈ T }

• Ε ' = {∨ Ε f | f ∈ F }

Για κάθε r ∈ R λοιπόν, το Γ  έχει τιμή r  αν και μόνο αν ∨ Ε =∧ Ε ' = r . Αρχικά θα απο-

δείξουμε τις κατευθύνσεις “μόνο αν” των προτάσεων του θεωρήματος.

• Έστω ότι το  Γ  έχει τιμή  r 1, κάτι που συνεπάγεται ότι  ∨ Ε = r1.  Αφού το  E , ως 

υποσύνολο του  R, είναι πεπερασμένο και το  ≤  είναι ολική διάταξη, βλέπουμε πως 

r 1 ∈ E και συνεπώς υπάρχει  t̂ ∈ T , τέτοιο ώστε  ∧ Ε t̂ = r1 (1). Για κάθε  t ∈ T , αν 

∧ Ε t = r1,  τότε,  για κάθε  r ∈ E t,  r ≥ r1 και,  επειδή  r ≤ r1 (αφού  r ∈ R),  r = r1. 

Έτσι, για κάθε  t ∈ T , αν  ∧ Ε t = r1,  τότε, για κάθε  f ∈ F ,  Φ ( f ∗ t )= r1 (2). Το 

ζητούμενο προκύπτει από τα (1) και (2).
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• Έστω ότι το Γ  έχει τιμή r 0, κάτι που συνεπάγεται ότι ∧ Ε ' = r 0. Το ζητούμενο απο-

δεικνύεται ανάλογα με πριν.

• Έστω ότι το Γ  έχει τιμή r 0.5. Αυτό συνεπάγεται τα ακόλουθα:

• ∨ Ε = r0.5

Αφού το  E , ως υποσύνολο του  R, είναι πεπερασμένο και το  ≤  είναι ολική 

διάταξη,  βλέπουμε  πως  r 0.5 ∈ E και  συνεπώς υπάρχει  t̂ ∈ T ,  τέτοιο  ώστε 

∧ Ε t̂ = r0.5 (1).  Για  κάθε  t ∈ T ,  αν  ∧ Ε t = r0.5,  τότε,  για  κάθε  r ∈ E t, 

r ≥ r0.5,  δηλαδή, για  κάθε  f ∈ F ,  Φ ( f ∗ t)≥ r0.5 (2).  Το πρώτο ζητούμενο 

προκύπτει από τα (1) και (2).

• ∧ Ε ' = r 0.5

Το δεύτερο ζητούμενο αποδεικνύεται ανάλογα με πριν.

Τώρα θα αποδείξουμε και τις κατευθύνσεις “αν” των προτάσεων του θεωρήματος.

• Έστω ότι υπάρχει t̂ ∈ T , τέτοιο ώστε, για κάθε f ∈ F , Φ ( f ∗ t̂)= r1. Για κάθε t ∈ T , 

αν, για κάθε f ∈ F , Φ ( f ∗ t)= r1, τότε E t = {r1}, άρα ∧ Ε t = r1. Από την υπόθεση 

και  την  προηγούμενη πρόταση  συμπεραίνουμε  ότι  υπάρχει  t̂ ∈ T ,  τέτοιο  ώστε 

∧ Ε t̂ = r1.  Βλέπουμε λοιπόν ότι  r 1 ∈ E και, επειδή, για κάθε  r ∈ E,  r ≤ r1 (αφού 

r ∈ R),  ∨ E = r1 (1).  Από την υπόθεση συμπεραίνουμε και ότι,  για κάθε  f ∈ F , 

υπάρχει t̂ ∈ T ,  τέτοιο ώστε  Φ ( f ∗ t̂ )= r1.  Για κάθε  f ∈ F ,  το ότι υπάρχει  t̂ ∈ T , 

τέτοιο ώστε Φ ( f ∗ t̂)= r1, συνεπάγεται πως r 1 ∈ E ' f  και, επειδή, για κάθε r ∈ E ' f , 

r ≤ r1 (αφού r ∈ R), ∨ E ' f = r 1. Άρα E ' = {r 1}και έτσι ∧ Ε ' = r1 (2). Το ζητού-

μενο προκύπτει από τα (1) και (2).

• Έστω ότι υπάρχει f̂ ∈ F , τέτοιο ώστε, για κάθε t ∈ T , Φ ( f̂ ∗ t )= r0. Το ζητούμενο 

αποδεικνύεται ανάλογα με πριν.

• Θα καταλήξουμε σε κάποια διαφορετικά συμπεράσματα για κάθε μια από τις  υποθέ-

σεις της τρίτης πρότασης.

• Έστω ότι υπάρχει  t̂ ∈ T ,  τέτοιο ώστε, για κάθε  f ∈ F ,  Φ ( f ∗ t̂)≥ r0.5. Για 

κάθε t ∈ T , αν, για κάθε f ∈ F , Φ ( f ∗ t )≥ r0.5, τότε, για κάθε r ∈ E t, r≥r0.5, 

οπότε  ∧ Ε t ≥ r0.5. Από την υπόθεση και την  προηγούμενη πρόταση συμπε-

ραίνουμε ότι υπάρχει  t̂ ∈ T , τέτοιο ώστε  ∧ Ε t̂ ≥ r0.5.  Βλέπουμε λοιπόν ότι 
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υπάρχει r ∈ E, τέτοιο ώστε r ≥ r0.5, οπότε ∨ E ≥ r0.5 (1). Από την υπόθεση 

συμπεραίνουμε  και  ότι,  για  κάθε  f ∈ F ,  υπάρχει  t̂ ∈ T ,  τέτοιο  ώστε 

Φ ( f ∗ t̂)≥ r0.5.  Για  κάθε  f ∈ F ,  το  ότι  υπάρχει  t̂ ∈ T ,  τέτοιο  ώστε 

Φ ( f ∗ t̂)≥ r0.5, συνεπάγεται πως υπάρχει r ∈ E ' f , τέτοιο ώστε r ≥ r0.5, οπότε 

∨ E ' f ≥ r 0.5.  Βλέπουμε  λοιπόν  ότι,  για  κάθε  r ∈ E ' ,  r ≥ r0.5,  οπότε 

∧ Ε ' ≥ r 0.5 (2).

• Έστω ότι υπάρχει f̂ ∈ F , τέτοιο ώστε, για κάθε t ∈ T , Φ ( f̂ ∗ t )⩽ r0.5. Ανάλο-

γα με πριν αποδεικνύεται ότι ∧ Ε ' ≤ r 0.5 (3) και ∨ E ≤ r0.5 (4).

Το ζητούμενο προκύπτει από τα (1), (2), (3) και (4).

2. Κινήσεις και κανόνες των παιχνιδιών

Ορισμός 4.5. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα Σ  και V . Ορί-

ζουμε τις (Σ , V )-κινήσεις ως εξής:

• για κάθε απλό όρο ή κανονικό όρο παράθεσης ή άρνησης  τ και  w ∈ Σ *, το  (τ , w) 

είναι κίνηση αμφισβήτησης

• για κάθε κανονικό όρο σύζευξης τ και w ∈ Σ *, το (τ , w) είναι κίνηση υποστήριξης

• για κάθε κανονικό όρο παράθεσης τ = (. , υ), όπου ∣υ∣> 0, και  π ∈ (Σ *)
∣υ∣, το (τ , π ) 

είναι κίνηση υποστήριξης

Από τις κινήσεις, ονομάζουμε τελικές όσες είναι της μορφής (a , w), όπου a ∈ Σ , ή (. ( ) , w). 

Από τις τελικές κινήσεις, ονομάζουμε άκυρες όσες είναι της μορφής (a , (a )) ή  (. ( ) , ϵ) και 

έγκυρες τις υπόλοιπες. Για κάθε ερμηνεία I , επεκτείνουμε το [ I ] για κινήσεις ως εξής:

• για κάθε κίνηση υποστήριξης x =((. , α) , π ), [ I ]( x) =∧
i <∣α∣
[ I ](α(i))(π ( i))

• για κάθε κίνηση που δεν είναι της παραπάνω μορφής x =(τ , w), [ I ]( x) = [ I ](τ )(w)

Ορισμός 4.6. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0) και X το σύνολο των (Σ , V )-κινή-

σεων. Ορίζουμε τη σχέση G ⊆X2. Για κάθε x , y ∈ X, x G y αν και μόνο αν ισχύει κάτι 

από τα παρακάτω:
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• x =(A , w), όπου A∈ V , και y = (d , w), όπου A → d

• x =((. , α) , π ), το x  είναι κίνηση υποστήριξης, και y = (α (i) , π (i)), όπου i <∣α∣

• x =((. , α) , w), το x  είναι κίνηση αμφισβήτησης και y = ((. , α) , π ), όπου π ∈ (Σ *)
∣α∣ 

και ⋅π = w

• x =(~ α , w) και y = (α , w)

• x =((& , d ) , w) και y = (c , w), όπου c ∈ d

Παράδειγμα 4.1. Οι στήλες του πίνακα 4.1 απεικονίζουν ακολουθίες G-μεταβάσεων για τη 

γραμματική G = ({a , b}, {L , A , X } , φ , L), όπου το φ είναι ο παρακάτω τύπος:

Στην πρώτη στήλη τα αποσιωπητικά υπονοούν άπειρες επαναλήψεις του τμήματος από αμέ-

σως μετά την πρώτη εμφάνιση του A, ε μέχρι τη δεύτερη ενώ στην πέμπτη υπονοούν κάποιο 

πεπερασμένο αριθμό επαναλήψεων του τμήματος από αμέσως μετά την πρώτη εμφάνιση του 

A, a μέχρι τη δεύτερη και μία επανάληψη του τμήματος μεταξύ των δύο εμφανίσεων.

Πίνακας 4.1

L, aa L, aa L, aa L, aa L, aa L, aa

~A.b&a.X.X, aa ~A.b&a.X.X, aa ~A.b&a.X.X, aa ~A.b&a.X.X, aa ~A.b&a.X.X, aa ~A.b&a.X.X, aa

~A.b, aa ~A.b, aa ~A.b, aa ~A.b, aa ~A.b, aa a.X.X, aa

A.b, aa A.b, aa A.b, aa A.b, aa A.b, aa a.X.X, (a,ε,a)

A.b, (ε,aa) A.b, (ε,aa) A.b, (ε,aa) A.b, (ε,aa) A.b, (a,a) X, ε

A, ε A, ε A, ε b, aa A, a &(.()), ε

&(A.a), ε &(A.a), ε .()&A, ε .()&A, a .(), ε

A.a, ε A.a, ε .(), ε .(A), a

A.a, (ε,ε) A.a, (ε, ε) .(A), (a)

A, ε a, ε A, a

... ...

A, a

&(A.a), a

A.a, a

A.a, (ε,a)

a, a

L>= ~ A . b & a . X . X ,
A>= A . a ,
A>= . ( ) & A ,
X >= a ,
X >= b ,
X >= . ( )
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4. Σημασιολογία Kripke-Kleene

Ορισμός 4.7. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0), Χ το σύνολο των (Σ , V )-κινήσεων 

αμφισβήτησης και Γ το σύνολο των παιχνιδιών. Ορίζουμε τη συνάρτηση  γG ∈ Χ → Γ. Για 

κάθε x ∈ X, γG (x )= (X , P , R , Φ), όπου:

• το X  είναι το σύνολο των (Σ , V )-κινήσεων

• P = {p ∈ X ≤ ω | START , STEPS , END}, όπου:

• START: ∣p∣> 0 και p(0) = x

• STEPS: για κάθε i <∣p∣ με i + 1< ∣p∣, p(i) G p (i + 1)

• END: αν ∣p∣< ω, τότε το p(∣p∣− 1) είναι τελική κίνηση

Σε μία παρτίδα λέμε για κάποιον παίκτη ότι κάποια χρονική στιγμή έχει το ρόλο του 

αμφισβητητή και ότι ο αντίπαλός του έχει το ρόλο του υποστηρικτή αν και μόνο αν ο 

συγκεκριμένος παίκτης παίζει τη συγκεκριμένη χρόνικη στιγμή μία κίνηση αμφισβή-

τησης ή ο αντίπαλός του παίζει μία κίνηση υποστήριξης. Λέμε για κάποιον παίκτη ότι 

νικά και ότι ο αντίπαλος του χάνει αν και μόνo αν ο συγκεκριμένος παίκτης παίζει μία 

έγκυρη τελική κίνηση ή ο αντίπαλός του παίζει μία άκυρη. Λέμε ότι οι παίκτες έρχο-

νται ισοπαλία αν και μόνο αν κανείς δε νικά.

• R =({0 , 0.5 , 1}, ≤)

• για κάθε p ∈ P, Φ ( p) = {
0 , αν ο παίκτης 0 νικά στο p
1 , αν ο παίκτης 1 νικά στο p
0.5 , αν οι παίκτες έρχονται ισοπαλία στο p

Ορίζουμε τη συνάρτηση γ ' G ∈ X → Γ όπως τη συνάρτηση γG, με τις ακόλουθες διαφορές:

• STEPS: για κάθε i <∣p∣ με i + 1< ∣p∣,  p(i) G p (i + 1) και δεν υπάρχει j< i, τέ-

τοιο ώστε p( j)= p(i)

• END: αν ∣p∣< ω, τότε το p(∣p∣− 1) είναι τελική κίνηση ή υπάρχει j< ∣p∣− 1, τέτοιο 

ώστε p( j)= p(∣p∣− 1)
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Παράδειγμα 4.2. Ο πίνακας 4.2 απεικονίζει τα αποτελέσματα των παρτίδων που περιγράφει 

ο πίνακας 4.1 για τα  γ 'G( L , aa) (πρώτη γραμμή)  και  γG (L , aa) (δεύτερη γραμμή). Για το 

γ 'G(L , aa), θεωρούμε ότι οι ακολουθίες τελειώνουν πριν από τα αποσιωπητικά.

Πίνακας 4.2

0.5 1 0 1 0.5 1

0.5 1 0 1 0 1

Ορισμός 4.8. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , T , A0) και X το σύνολο των (Σ , V )-κινή-

σεων. Ορίζουμε τη σχέση ̂G ⊆X2. Για κάθε x , y ∈ X, x ̂G y  αν και μόνο αν x G y και:

• αν [θG
↑ω
]( x)= 0.5, τότε [θG

↑ω
]( y )= 0.5

• αν [θG
↑ω
]( x)= 0 και το x  είναι κίνηση υποστήριξης, τότε [θG

↑ i
]( y )= 0, όπου:

i = min {i <ω | [θG
↑ i
]( x)= 0}

• αν [θG
↑ω
]( x)= 1 και το x  είναι κίνηση αμφισβήτησης, τότε:

• αν x =(A , w), όπου A∈ V , τότε [θG
↑ i
]( y )= 1, όπου:

i = max{i< ω | [θG
↑ i
](x )= 0.5}

• αν x =(α , w), όπου το α είναι όρος παράθεσης, τότε [θG
↑ i
]( y )= 1, όπου:

i = min {i <ω | [θG
↑ i
]( x)=1}

Έστω μία  (Σ , V )-κίνηση αμφισβήτησης  x , (X , P , R , Φ) ∈ {γG( x) , γ ' G(x )} και  F ,  Τ  τα 

σύνολα των στρατηγικών για τους παίκτη 0 και παίκτη 1, αντίστοιχα, στο συγκεκριμένο παι-

χνίδι. Ορίζουμε τα εξής:

• F̂ = { f ∈ F | ∀ p ∈ P e
− P − {ϵ} p (∣p∣− 1) ̂G f ( p)}

• T̂ = {t ∈ T | ∀ p ∈ Po
− P p (∣p∣− 1) ̂G t( p)}

Παράδειγμα 4.3. Οι πρώτες δύο στήλες του πίνακα 4.3 απεικονίζουν παρτίδες του γG (A , a) 

και τα αποτελέσματά τους, για τη γραμματική  G = ({a}, {A , B}, φ , A), όπου το  φ είναι ο 

παρακάτω τύπος:

A>= a , A>= Β , Β >= Α

Στην πρώτη στήλη, ο παίκτης 1 απαντά σε μία κίνηση του αντιπάλου του χρησιμοποιώντας 
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μόνο το θG
↑ ω (π.χ.  [θG

↑ω
]((Α , a))= 1 και  [θG

↑ω
]((&( Β ) , a )) = 1) ενώ στη δεύτερη απαντά με 

βάση το ̂G.

Στις επόμενες δύο στήλες γίνεται το αντίστοιχο, θεωρώντας πως το φ είναι το παρακάτω:

A>= ~ a & ~ Β , Β>= ~ Α

και εξετάζοντας τη στρατηγική του παίκτη 0.

Πίνακας 4.3

A, a A, a A, a A, a

&(B), a &(a), a ~a&B, a ~a&B, a

.(B), a .(a), a ~B, a ~a, a

.(B), (a) .(a), (a) .(B), a .(a), a

B, a a, a .(B), (a) .(a), (a)

&(A), a B, a a, a

.(A), a &(~A), a

.(A), (a) ~A, a

A, a .(A), a

... .(A), (a)

A, a

...

0.5 1 0.5 0

Λήμμα 4.2. Έστω μία γραμματική G, x  μία σχετική κίνηση αμφισβήτησης και F , T , F ' , T '  

τα σύνολα στρατηγικών για τους παίκτη 0 και παίκτη 1 στα γG (x ) και γ ' G( x), αντίστοιχα. Για 

κάθε f ' ∈ F ' , t̂ ' ∈ T̂ ' , αν το f ' ∗ t̂ '  δεν περιλαμβάνει επανάληψη κίνησης, τότε υπάρχουν 

f ∈ F ,  t̂ ∈ T̂  τέτοια ώστε  f ∗ t̂ = f ' ∗ t̂ ' . Για κάθε  f̂ ' ∈ F̂ ' ,  t ' ∈ T ' , αν το  f̂ ' ∗ t '  δεν 

περιλαμβάνει επανάληψη κίνησης, τότε υπάρχουν f̂ ∈ F̂ , t ∈ T  τέτοια ώστε f̂ ∗ t = f̂ ' ∗ t ' .

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε μόνο την πρώτη πρόταση επειδή η δεύτερη αποδεικνύεται ανά-

λογα. Στο εξής θεωρούμε ότι  γG (x )= (X , P , R , Φ) και  γ ' G( x) = (X , P ' , R , Φ' ). Έστω 

κάποια f ' ∈ F ' , t̂ ' ∈ T̂ ' , τέτοια ώστε το f ' ∗ t̂ '  να μην περιλαμβάνει επανάληψη κίνησης. 

Ας θεωρήσουμε ακόμη πως f ' ∗ t̂ ' = (x ' 1 , ... , x ' n). Αρχικά θα αποδείξουμε ότι:

• (x ' 1 , ... , x ' n) ∈ (P
e
∪ Po

) ∩ P (1)

• για κάθε i < n, (x ' 1 , ... , x ' i) ∈ (P
e
∪ Po

) − P (2)
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Το  (1)  ισχύει  επειδή  το  (x ' 1 , ... , x ' n) είναι  έχει  πεπερασμένο  μήκος  και, δεδομένου  ότι 

(x ' 1 , ... , x ' n) ∈ P '  και ότι δεν  υπάρχει  1≤ j < n τέτοιο ώστε  x j = xn, πληροί τις προδια-

γραφές  του  P  (START,  STEPS,  END).  Το (2)  ισχύει,  όσον αφορά την κενή  ακολουθία, 

επειδή αυτή είναι πρόθεμα κάθε ακολουθίας και επειδή, λόγω του START, δεν ανήκει στο P . 

Για τις υπόλοιπες ακολουθίες, παρατηρούμε ότι κάθε ακολουθία κινήσεων που ικανοποιεί τα 

START και  STEPS αλλά  όχι  το  END δεν  ανήκει  στο  P  και  μπορεί  να  επεκταθεί, 

φροντίζοντας να ικανοποιούνται τα STEPS και  END, έτσι ώστε να ανήκει στο P . Για κάθε 

1≤ i< n, το (x ' 1 , ... , x ' i) ικανοποιεί τα START και STEPS επειδή (x ' 1 , ... , x ' n) ∈ P ' . Αν 

ικανοποιούσε  το  END,  θα  έπρεπε  το  x ' i να  είναι  τελική  κίνηση,  δηλαδή  να  μην  ισχύει 

x ' i G x ' i+ 1 και έτσι (x ' 1 , ... , x ' n) ∉ P '  (άτοπο).

Βλέπουμε ακόμη ότι, αφού  t̂ ' ∈ T̂ ' , για κάθε περιττό  1≤ i< n,  x ' i ̂G t̂ ' ((x ' 1 , ... , x ' i))=

x ' i + 1 (3).

Θεωρούμε τώρα κάποια f ∈ F , t̂ ∈ T̂ , όπου, για κάθε:

• p ∈ (Pe
− P) − {(x '1 , ... , x ' i) | i ≤ n , i άρτιο}

• q ∈ (Po
− P) − {(x ' 1 , ... , x ' i) | i ≤ n , i περιττό}

τα  f ( p),  t̂ (q) επιλέγονται αυθαίρετα (αρκεί να πληρούν τις προδιαγραφές των  F ,  T̂ , αντί-

στοιχα). Τέλος, απαιτούμε ότι,  για κάθε άρτιο  i < n,  f (( x ' 1 , ... , x ' i))= x ' i + 1 και ότι,  για 

κάθε περιττό i < n, t̂ (( x ' 1 , ... , x ' i)) = x ' i + 1. Το (2) επιβάλλει τον ορισμό της τιμής των f , t̂

για  τα  συγκεκριμένα  στοιχεία  ενώ  το  (1)  απαγορεύει  τον  ορισμό  της  τιμής  τους  για  το 

(x ' 1 , ... , x ' n). Τα (1), (2) και (3) εγκυώνται ότι οι τιμές που ορίστηκαν πληρούν τις προδια-

γραφές των F , T̂ . Είναι φανερό, λαμβάνοντας υπ' όψιν τα (1), (2), ότι f ∗ t̂ = (x ' 1 , ... , x ' n).

Λήμμα 4.3. Έστω μία γραμματική G, x  μία σχετική κίνηση αμφισβήτησης και F , T , F ' , T '  

τα σύνολα στρατηγικών για τους παίκτη 0 και παίκτη 1 στα γG (x ) και γ ' G( x), αντίστοιχα. Για 

κάθε f ' ∈ F ' , t̂ ' ∈ T̂ '  και m<∣ f ' ∗ t̂ '∣− 1, αν τις χρονικές στιγμές m και ∣ f ' ∗ t̂ '∣− 1 παί-

ζεται η ίδια κίνηση από τον ίδιο παίκτη στο  f ' ∗ t̂ ' , τότε υπάρχουν  f ∈ F ,  t̂ ∈ T̂ , τέτοια 

ώστε f ∗ t̂ = ( f ' ∗ t̂ ' )⋅ ⋅k < ω(( f ' ∗ t̂ ' )(l))m<l<∣ f ' ∗ t̂ '∣. Το αντίστοιχο ισχύει θεωρώντας F̂ '  αντί 

F ' , T '  αντί T̂ ' , F̂  αντί F  και T  αντί T̂  (όπως στο λήμμα 4.2).
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Απόδειξη. Θα αποδείξουμε μόνο την πρώτη πρόταση επειδή η δεύτερη αποδεικνύεται  ανά-

λογα. Στο εξής θεωρούμε ότι  γG (x )= (X , P , R , Φ) και  γ ' G( x) = (X , P ' , R , Φ' ). Έστω 

κάποια f ' ∈ F ' ,  t̂ ' ∈T̂ '  και  1≤ m< ∣ f ' ∗ t̂ '∣, τέτοια ώστε τις χρονικές στιγμές  m− 1 και 

∣ f ' ∗ t̂ '∣− 1 να παίζεται η ίδια κίνηση από τον ίδιο παίκτη στο f '∗t̂ ' . Ας θεωρήσουμε ακό-

μη πως f ' ∗ t̂ ' = (x ' 1 , ... , x ' n) και ( f ' ∗ t̂ ' )⋅ ⋅k < ω(( f ' ∗ t̂ ' )(l))m≤l<∣ f '∗ t̂ '∣= (x1 , ...). Σχετικά 

εύκολα βλέπουμε ότι ισχύουν τα εξής:

• x 'm= x ' n

• n − m άρτιο

• για κάθε 1≤ i< n, x i = x ' i

• για κάθε k ≥ 1 και m≤ l < n, x(n− m)⋅k + l = xl

Παρατηρούμε  επίσης  πως,  για  κάθε  i ≥ n,  υπάρχουν  k ≥ 1 και  m≤ l < n,  τέτοια  ώστε 

i =(n −m)⋅k + l  (1), αφού:

• (i −m) div (n− m) ≥ 1

• m≤m +(i − m) mod (n − m)< n

• i =(n −m)⋅((i −m) div (n− m))+ m+ (i −m) mod (n − m)

Δεδομένου ότι (x ' 1 , ... , x ' n) ∈ P ' , έχουμε:

• για κάθε 1≤ i< n − 1, x i = x ' i G x ' i + 1 = xi + 1

• xn− 1= x ' n−1 G x ' n = x ' m= xm= x(n− m)⋅1+ m = xn

Συμπεραίνουμε λοιπόν και ότι, για κάθε k ≥ 1:

• για κάθε m≤ l < n − 1, x(n− m)⋅k + l = xl G x l + 1 = x(n− m)⋅k + l + 1

• x (n− m)⋅k + n− 1= xn− 1 G xn= x(n− m )⋅1+ m = xm = x(n− m)⋅(k + 1 ) + m= x(n− m)⋅k + n

Έτσι, λαμβάνοντας υπ' όψιν και το (1), καταλήγουμε στο ότι, για κάθε i ≥ 1, x i G x i +1 (2). 

Θα αποδείξουμε τώρα ότι, για κάθε  i <ω,  (x1 , ... , x i) ∈ (P
e
∪ Po

)− P (3).  Δικαιολογούμε 

την περίπτωση της κενής ακολουθίας όπως και στην απόδειξη του λήμματος 1. Οι υπόλοιπες 

ακολουθίες ικανοποιούν τα START (x1= x ' 1) και STEPS (λόγω του (2)) αλλά όχι το END 

(αν κάποιο (x1 , ... , x i) το ικανοποιούσε, θα έπρεπε το x i να είναι τελική κίνηση, δηλαδή να 

μην ισχύει  x iG x i + 1), οπότε δεν ανήκουν στο P  και μπορούν να επεκταθούν έτσι ώστε να 

ανήκουν στο P.

Βλέπουμε ακόμη ότι, αφού t̂ ' ∈ T̂ ' , για κάθε περιττό 1≤ i< n, x i = x ' i ̂G t̂ ' ((x ' 1 , ... , x ' i))
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= x ' i + 1= xi +1. Συμπεραίνουμε λοιπόν και ότι, για κάθε k ≥ 1, m≤ l < n, αν (n− m)⋅k + 

περιττό (το γεγονός αυτό συνεπάγεται ότι  l  περιττό, αφού  n − m άρτιο), τότε  x (n− m)⋅k + l =

x l ̂G x l+ 1= x(n− m )⋅ k + l + 1. Έτσι, λαμβάνοντας υπ' όψιν και το (1), καταλήγουμε στο ότι, για 

κάθε περιττό i ≥ 1, x i ̂G xi + 1 (4).

Θεωρούμε τώρα κάποια f ∈ F , t̂ ∈ T̂ , όπου, για κάθε:

• p ∈(P e
− P) − {(x1 , ... , x i) | i άρτιο}

• q ∈ (Po
− P) − {(x1 , ... , x i) | i περιττό}

τα  f ( p),  t̂ (q) επιλέγονται αυθαίρετα (αρκεί να πληρούν τις προδιαγραφές των  F ,  T̂ ,  αντί-

στοιχα). Τέλος απαιτούμε ότι, για κάθε άρτιο i, f (( x1 , ... , x i)) = x i+ 1 και ότι, για κάθε περιτ-

τό i,  t̂ (( x1 , ... , x i)) = x i+ 1.  Το  (3) επιβάλλει  τον  ορισμό  της  τιμής  των  f ,  t̂  για  τα 

συγκεκριμέ-να στοιχεία. Τα (3) και  (4) εγκυώνται ότι οι τιμές που ορίστηκαν πληρούν τις 

προδιαγραφές των F , T̂ . Είναι φανερό, λαμβάνοντας υπ' όψιν το (3), ότι f ∗ t̂ = (x1 , ...).

Λήμμα 4.4. Έστω μία γραμματική G, x  μία σχετική κίνηση αμφισβήτησης και F ' , T '  τα σύ-

νολα στρατηγικών για τους παίκτη 0 και παίκτη 1, αντίστοιχα, στο γ ' G( x). Αν [θG
↑ω
]( x)= 1, 

τότε, για κάθε f ' ∈ F ' , t̂ ' ∈ T̂ ' , στο f '∗t̂ '  δεν επαναλαμβάνεται κίνηση, παιγμένη από δια-

φορετικό παίκτη. Αν [θG
↑ω
]( x)= 0, τότε ισχύει το αντίστοιχο, θεωρώντας F̂ '  αντί F '  και T '  

αντί T̂ ' .

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε μόνο την πρώτη πρόταση επειδή η δεύτερη αποδεικνύεται ανά-

λογα. Στο εξής θεωρούμε ότι γ ' G( x) = (X , P ' , R , Φ ' ). Αρχίζουμε με τρεις βοηθητικές προ-

τάσεις. Έστω κάποιο (x1 , ... , xn) ∈ X <ω, τέτοιο ώστε:

• (x1 , ... , xn) ≤sub p, για κάποιο p ∈ P '

• x1 κίνηση αμφισβήτησης

• σε κανένα 1< i≤ n δε συμβαίνει ανταλλαγή ρόλων

Θα αποδείξουμε μέσω επαγωγής ότι, για κάθε περιττό (αντίστοιχα άρτιο) 1≤ i≤ n, x i κίνηση 

αμφισβήτησης (αντίστοιχα υποστήριξης) (1). Για την επαγωγική βάση, έχουμε ότι το 1 είναι 

περιττό και το x1 κίνηση αμφισβήτησης. Για το επαγωγικό βήμα, παρατηρούμε πως, για κάθε 
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1≤ i< n, αν i περιττό (αντίστοιχα άρτιο) και x i κίνηση αμφισβήτησης (αντίστοιχα υποστήρι-

ξης), τότε i + 1 άρτιο (αντίστοιχα περιττό) και, αφού x i G xi +1 και το x i δεν είναι της μορ-

φής (~ α , w) (αν ήταν θα ακολουθούσε ανταλλαγή ρόλων), x i + 1 κίνηση υποστήριξης (αντί-

στοιχα αμφισβήτησης).

Έστω κάποιο (x1 , ... , xn) ∈ X <ω όπως στο (1), όπου επιπλέον:

• [θG
↑ω
]( x1)= 1

• για κάθε περιττό 1≤ i< n, x i ̂G xi +1

Θα αποδείξουμε μέσω επαγωγής ότι, για κάθε 1≤ i≤ n, [θG
↑ω
]( xi)= 1 (2). Για την επαγωγική 

βάση, έχουμε ότι  [θG
↑ω
]( x1)= 1. Για το επαγωγικό βήμα, βλέπουμε πως, για κάθε 1≤ i< n, 

αν [θG
↑ω
]( xi)= 1, τότε:

• αν  x i κίνηση υποστήριξης, τότε, δεδομένου ότι  x i G xi +1, από τον ορισμό του  G 

συμπεραίνουμε πως [θG
↑ω
]( xi+ 1)= 1

• αν  x i κίνηση αμφισβήτησης, τότε, δεδομένου ότι  x i ̂G xi + 1 και το  x i δεν είναι της 

μορφής  (~ α , w) (αν ήταν θα ακολουθούσε ανταλλαγή ρόλων), από τον ορισμό του 

̂G συμπεραίνουμε πως [θG
↑ω
]( xi+ 1)= 1

Ανάλογα με το (2) αποδεικνύεται ότι, για κάθε (x1 , ... , xn) ∈X <ω όπως στο (1), όπου επιπλέ-

ον  [θG
↑ω
]( x1)= 0 και, για κάθε άρτιο  1< i< n,  x i ̂G xi + 1, ισχύει ότι, για κάθε  1≤ i≤ n, 

[θG
↑ω
]( xi)= 0 (3).

Παιρνάμε τώρα στο κύριο μέρος της απόδειξης. Έστω ότι [θG
↑ω
]( x)= 1 και κάποια f ' ∈ F ' , 

t̂ ' ∈ T̂ '  και  1≤ m< ∣ f ' ∗ t̂ '∣, τέτοια ώστε τις χρονικές στιγμές  m− 1 και  ∣ f ' ∗ t̂ '∣− 1 να 

παίζεται η ίδια κίνηση από διαφορετικό παίκτη στο  f '∗t̂ ' .  Ας θεωρήσουμε πως  f '∗t̂ ' =

(x ' 1 , ... , x ' n). Βλέπουμε λοιπόν ότι x ' m= x ' n και n − m περιττό.

Θεωρούμε επίσης ότι i1= 1 και i2 < ...< ik  όλα τα σημεία στα οποία συμβαίνουν ανταλλαγές 

ρόλων στο (x ' 1 , ... , x ' n). Για κάθε 1≤ j < k , εφαρμόζοντας το (1) για το (x1 , ... , x i j + 1− i j
)=

(x ' i j
, ... , x ' i j + 1− 1),  συμπεραίνουμε ότι,  αφού  x i j +1− i j

= x ' i j + 1− 1 κίνηση αμφισβήτησης (στο 

i j +1 συμβαίνει ανταλλαγή ρόλων), i j +1 − i j περιττό (4).

Θα αποδείξουμε τώρα μέσω επαγωγής ότι, για κάθε 1≤ j ≤ k , αν i j περιττό (αντίστοιχα άρ-

τιο), τότε [θG
↑ω
]( x ' i j

)= 1 (αντίστοιχα [θG
↑ω
]( x ' i j

)= 0) (5). Για την επαγωγική βάση, βλέπουμε 

ότι i1= 1 (περιττό) και [θG
↑ω]( x ' i1

) = [θG
↑ω](x )= 1. Για το επαγωγικό βήμα, παρατηρούμε πως, 
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για κάθε 1≤ j < k , αν ισχύει το αποδεικτέο για το j, τότε:

• αν  i j +1 άρτιο, τότε, αφού σύμφωνα με το (4)  i j +1 − i j περιττό,  i j περιττό και  συ-

νεπώς [θG
↑ω
]( x ' i j

)= 1. Επειδή t̂ ' ∈ T̂ ' , έχουμε ότι, για κάθε περιττό 1≤ i< i j + 1− i j 

(i j − 1 + i περιττό),  x ' i j − 1+ i̂G x ' i j − 1+ i + 1.  Μπορούμε λοιπόν να εφαρμόσουμε το 

(2) για το (x ' i j
, ... , x ' i j + 1−1) και να συμπεράνουμε ότι [θG

↑ω
]( x ' i j + 1− 1) = 1. Έτσι, δεδο-

μένου ότι  x ' i j + 1− 1 G x ' i j +1
 και το  x ' i j + 1− 1 είναι της  μορφής (~ α , u ) (στο  i j + 1 συμ-

βαίνει ανταλλαγή ρόλων), έχουμε [θG
↑ω
]( x ' i j+ 1

)= ¬[θG
↑ω
]( x ' i j+ 1− 1) = 0.

• αν  i j +1 περιττό, τότε, αφού, σύμφωνα με το (4),  i j +1 − i j περιττό,  i j άρτιο και  συ-

νεπώς  [θG
↑ω
]( x ' i j

)= 0. Επειδή  t̂ ' ∈ T̂ ' , έχουμε ότι, για κάθε άρτιο  1≤ i< i j + 1− i j, 

(i j − 1 + i περιττό),  x ' i j − 1+ i ̂G x ' i j − 1+ i +1.  Μπορούμε λοιπόν να εφαρμόσουμε το 

(3) για το (x ' i j
, ... , x ' i j+ 1− 1) και να συμπεράνουμε ότι [θG

↑ω
]( x ' i j+ 1− 1) = 0. Έτσι, δεδο-

μένου ότι  x ' i j + 1− 1 G x ' i j +1
 και το x ' i j + 1− 1 είναι της μορφής (~ α , u ) (στο i j +1 συμ-

βαίνει ανταλλαγή ρόλων), έχουμε [θG
↑ω]( x ' i j+ 1

)= ¬[θG
↑ω]( x ' i j+ 1− 1) = 1.

Θεωρώντας l = max {1 ≤ j≤ k | i j≤ m}, θα αποδείξουμε ακόμη πως i k − i l περιττό (6). Αν 

x 'm κίνηση  αμφισβήτησης  (αντίστοιχα  υποστήριξης),  τότε,  εφαρμόζοντας  το  (1)  για  το 

(x ' il
, ... , x ' m), παίρνουμε ότι m− il άρτιο (αντίστοιχα περιττό) και, εφαρμόζοντας το (1) για 

το (x ' ik
, ... , x ' n), (επειδή x ' n= x ' m) παίρνουμε ότι n − i k άρτιο (αντίστοιχα περιττό). Οπότε, 

αφού m− il = m− n+ n − ik + i k− il και m− n περιττό, i k − i l περιττό.

Τέλος, βλέπουμε πως, αν il  περιττό (αντίστοιχα άρτιο), τότε, με βάση το (6),  i k άρτιο (αντί-

στοιχα περιττό) και:

• λόγω του (5),  [θG
↑ω
]( x ' il

)= 1 (αντίστοιχα  [θG
↑ω
]( x ' il

)= 0)  και, εφαρμόζοντας  το (2) 

(αντίστοιχα (3)) για το (x ' il
, ... , x ' m), συμπεραίνουμε ότι [θG

↑ω
]( x 'm)= 1 (αντίστοιχα 

[θG
↑ω
]( x ' m)= 0)

• λόγω του (5),  [θG
↑ω
]( x ' ik

)= 0 (αντίστοιχα  [θG
↑ω
]( x ' ik

)= 1)  και, εφαρμόζοντας το  (3) 

(αντίστοιχα  (2)) για το  (x ' ik
, ... , x ' n), συμπεραίνουμε ότι  [θG

↑ω
]( x ' n)= 0 (αντίστοιχα 

[θG
↑ω
]( x ' n)= 1)

Αφού υποθέσαμε ότι x ' m= x ' n, έχουμε καταλήξει σε άτοπο.
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Θεώρημα  4.5. Έστω  μία  γραμματική  G,  x  μία  σχετική  κίνηση  αμφισβήτησης,  γG (x )=

(X , P , R , Φ) και F , T  τα σύνολα στρατηγικών για τους παίκτη 0 και παίκτη 1, αντίστοιχα. 

Ισχύουν τα ακόλουθα:

• αν [θG
↑ω
]( x)= 1, τότε, για κάθε f ∈ F , t̂ ∈ T̂ , Φ ( f ∗ t̂)= 1

• αν [θG
↑ω
]( x)= 0, τότε, για κάθε f̂ ∈ F̂ , t ∈ T , Φ ( f̂ ∗ t)= 0

• αν [θG
↑ω
]( x)= 0.5, τότε:

• για κάθε f ∈ F , t̂ ∈ T̂ , Φ ( f ∗ t̂)≥ 0.5

• για κάθε f̂ ∈ F̂ , t ∈ T , Φ ( f̂ ∗ t)≤ 0.5

Τα αντίστοιχα ισχύουν για το γ ' G( x).

Απόδειξη. Οι προτάσεις που αφορούν το  γG (x ) μπορούν να αποδειχτούν παρόμοια με τις 

αντίστοιχες του θεωρήματος 4.10 (και μάλιστα απλούστερα από αυτές). Έστω τώρα γ ' G( x) =

(X , P ' , R , Φ ') και  F ' ,  T '  τα σύνολα  στρατηγικών για τους παίκτη 0 και παίκτη 1, αντί-

στοιχα. Παρατηρώντας και ότι, για κάθε p ∈ P ' ∩ P, Φ' ( p)=Φ ( p), προχωρούμε στις αντί-

στοιχες προτάσεις για το γ ' G( x).

• Έστω ότι [θG
↑ω
]( x)= 1. Αυτό συνεπάγεται ότι, για κάθε f ∈ F , t̂ ∈ T̂ , Φ ( f ∗ t̂ )= 1. 

Έστω κάποια f ' ∈ F ' , t̂ ' ∈ T̂ ' .

• Αν στο f ' ∗ t̂ '  δεν επαναλαμβάνεται κίνηση, τότε, σύμφωνα με το λήμμα 4.2, 

υπάρχουν f ∈ F , t̂ ∈ T̂ , τέτοια ώστε f ' ∗ t̂ ' = f ∗ t̂ , και έτσι Φ' ( f '∗t̂ ')=1.

• Για κάθε m<∣ f ' ∗ t̂ '∣− 1, αν τις χρονικές στιγμές m και ∣ f ' ∗ t̂ '∣− 1 παίζε-

ται η ίδια κίνηση από τον ίδιο παίκτη στο f ' ∗ t̂ ' , τότε το f ∗ t̂ του λήμματος 

4.3 είναι άπειρο, δηλαδή Φ ( f ∗ t̂)= 0.5. Έτσι στο f ' ∗ t̂ '  δεν επαναλαμβάνε-

ται κίνηση, παιγμένη από τον ίδιο παίκτη.

• Λόγω του λήμματος 4.4, στο  f ' ∗ t̂ '  δεν  επαναλαμβάνεται κίνηση, παιγμένη 

από διαφορετικό παίκτη.

• Έστω ότι  [θG
↑ω
]( x)= 0. Αυτό συνεπάγεται ότι, για κάθε f̂ ∈ F̂ ,  t ∈ T ,  Φ ( f̂ ∗ t)= 0 

και το ζητούμενο αποδεικνύεται ανάλογα με πριν.

• Έστω ότι [θG
↑ω
]( x)= 0.5. Αυτό συνεπάγεται τα ακόλουθα:

• για κάθε f ∈ F , t̂ ∈ T̂ , Φ ( f ∗ t̂)≥ 0.5
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Έστω κάποια f ' ∈ F ' , t̂ ' ∈ T̂ ' .

• Αν στο f ' ∗ t̂ '  δεν επαναμβάνεται κίνηση, τότε, σύμφωνα με το λήμμα 

4.2,  υπάρχουν  f ∈ F ,  t̂ ∈ T̂ ,  τέτοια  ώστε  f ' ∗ t̂ ' = f ∗ t̂ ,  και  έτσι 

Φ' ( f ' ∗ t̂ ' )≥ 0.5 (πιο συγκεκριμένα, Φ' ( f ' ∗ t̂ ' )= 1).

• Αν στο  f ' ∗ t̂ '  επαναλαμβάνεται κίνηση, τότε  Φ' ( f ' ∗ t̂ ' )≥ 0.5 (πιο 

συγκεκριμένα, Φ' ( f ' ∗ t̂ ' )= 0.5).

• για κάθε f̂ ∈ F̂ , t ∈ T , Φ ( f̂ ∗ t)≤ 0.5

Το δεύτερο ζητούμενο αποδεικνύεται ανάλογα με πριν.

Από τα θεωρήματα 4.1 και 4.5 φτάνουμε στο παρακάτω συμπέρασμα.

Πόρισμα 4.6. Έστω μία γραμματική G και x  μία σχετική κίνηση αμφισβήτησης. Τα γG (x ) και 

γ 'G( x) έχουν τιμή [θG
↑ω
]( x).

3. Καλά θεμελιωμένη σημασιολογία

Ορισμός 4.9. Έστω μία γραμματική G. Ορίζουμε το Γ G όπως το γG, με τη διαφορά ότι σε μία 

παρτίδα λέμε για κάποιον παίκτη ότι νικά και ότι ο αντίπαλος του χάνει αν και μόνο αν ισχύει  

η αντίστοιχη συνθήκη του προηγούμενου ορισμού ή η παρτίδα είναι άπειρη και από κάποια 

χρονική στιγμή και μετά ο συγκεκριμένος παίκτης παραμένει αμφισβητητής.

Ορίζουμε το Γ ' G όπως το γ ' G, με τη διαφορά ότι σε μία παρτίδα λέμε για κάποιον παίκτη ότι 

νικά και ότι ο αντίπαλος του χάνει αν και μόνο αν ισχύει η αντίστοιχη συνθήκη του προηγού-

μενου ορισμού ή στην παρτίδα υπάρχει επανάληψη κίνησης, με τον συγκεκριμένο παίκτη να 

παραμένει αμφισβητητής στο (κλειστό) χρονικό διάστημα που μεσολαβεί.

Παράδειγμα  4.4. Τα  αποτελέσματα  των  παρτίδων  που  περιγράφει  ο  πίνακας  4.1  για  τα 

Γ 'G (L , aa) και Γ G(L , aa) είναι όπως αυτά στον πίνακα 4.2, με τη διαφορά ότι οι παρτίδες 

που εκεί έχουν αποτέλεσμα 0.5 εδώ έχουν αποτέλεσμα 0 (εξ' αιτίας της έλλειψης ανταλλαγής 

ρόλων).
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Ορισμός 4.10. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0) και X το σύνολο των (Σ , V )-κινή-

σεων. Ορίζουμε τη σχέση ̃G ⊆X2. Για κάθε x , y ∈ X, x ̃G y  αν και μόνο αν x G y και:

• αν x =(A , w), όπου A∈ V , τότε:

• αν [ΩG
↑ω
](x )= 1, τότε [ ΘG

↑ j
ΩG
↑ i ] ( y) = 1, όπου:

i = max{i< ω | [ΩG
↑ i
](x )= 0.5}, j= max { j <ω | [ ΘG

↑ j
ΩG
↑ i ] (x) ≤ 0.5}

• αν [ΩG
↑ω
](x )= 0.5, τότε [ ΘG

↑ j
ΩG
↑ ω ]( y) = 0.5, όπου:

j= max { j < ω | [ ΘG
↑ j

ΩG
↑ ω ](x )=0}

• αν x =(α , w), όπου το α είναι όρος παράθεσης, και το x  είναι κίνηση αμφισβήτησης, 

τότε:

• αν [ΩG
↑ω
](x )= 1, τότε [ ΘG

↑ j
ΩG
↑ i ] ( y) = 1, όπου:

i = sup{i< ω | [ΩG
↑ i
]( x) = 0.5}, j= min { j < ω | [ ΘG

↑ j
Ω G
↑ i ]( x)= 1}

• αν [ΩG
↑ω
](x )= 0.5, τότε [ ΘG

↑ j
ΩG
↑ ω ]( y) = 0.5, όπου:

j= min { j < ω | [ ΘG
↑ j

Ω G
↑ω ]( x) = 0.5}

• αν x =(d , w), όπου το d  είναι όρος σύζευξης, τότε:

• αν  [ΩG
↑ω
](x )= 0, τότε  [ΩG

↑ j
]( y )= 0 και το  y [0] είναι αρνητικός συζευκτέος 

μόνο αν δεν υπάρχει θετικός συζευκτέος  c, τέτοιος ώστε  [ΩG
↑ j
]((c , w)) = 0, 

όπου j= min { j < ω | [ΩG
↑ j
](x )= 0 }

• αν [ΩG
↑ω
](x )= 0.5, τότε [ΩG

↑ω
]( y )= 0.5

• αν x =(α , π ), όπου το α είναι όρος παράθεσης, και το x  είναι κίνηση υποστήριξης, 

τότε:

• αν [ΩG
↑ω
](x )= 0, τότε [ΩG

↑ j
]( y )= 0, όπου j= min { j < ω | [ΩG

↑ j
](x )= 0 }

• αν [ΩG
↑ω
](x )= 0.5, τότε [ΩG

↑ω
]( y )= 0.5

Έστω μία (Σ , V )-κίνηση αμφισβήτησης x ,  (X , P , R , Φ) ∈ {Γ G (x ) , Γ ' G (x )} και F ,  Τ  τα 

σύνολα των στρατηγικών για τους παίκτη 0 και παίκτη 1, αντίστοιχα, στο συγκεκριμένο παι-

χνίδι. Ορίζουμε τα εξής:

• F̃ = { f ∈ F | ∀ p ∈ P e
− P − {ϵ} p (∣p∣− 1) ̃G f ( p)}

• T̃ = {t ∈ T | ∀ p ∈ Po
− P p (∣p∣− 1) ̃G t( p)}
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Παράδειγμα 4.5. Ας θεωρήσουμε τις ακολουθίες κινήσεων του πίνακα 4.3 ως παρτίδες για τα 

αντίστοιχα  Γ G(A , a ). Όσον αφορά τα αποτελέσματα, η μόνη διαφορά είναι πως η πρώτη 

παρτίδα έχει αποτέλεσμα 0. Τώρα στην πρώτη στήλη, ο παίκτης 1 απαντά σε μία κίνηση του 

αντιπάλου του χρησιμοποιώντας μόνο το ΩG
↑ ω ενώ στη δεύτερη απαντά με βάση το ̃G. Στις 

επόμενες δύο στήλες γίνεται το αντίστοιχο για τον παίκτη 0.

Λήμμα 4.7. Έστω μία γραμματική G, x  μία σχετική κίνηση αμφισβήτησης και F , T , F ' , T '  

τα σύνολα στρατηγικών για τους παίκτη 0 και παίκτη 1 στα Γ G( x) και Γ ' G (x ), αντίστοιχα. 

Για κάθε f ' ∈ F ' , t̃ ' ∈ T̃ ' , αν το f ' ∗ t̃ '  δεν περιλαμβάνει επανάληψη κίνησης, τότε υπάρ-

χουν  f ∈ F ,  t̃ ∈ T̃  τέτοια ώστε  f ∗ t̃ = f ' ∗ t̃ ' . Για κάθε  f̃ ' ∈ F̃ ' ,  t ' ∈ T ' , αν το  f̃ ' ∗ t '  

δεν  περιλαμβάνει επανάληψη κίνησης,  τότε υπάρχουν  f̃ ∈ F̃ ,  t ∈ T  τέτοια  ώστε  f̃ ∗ t =

f̃ ' ∗ t ' .

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι ανάλογη με αυτή του λήμματος 4.2 και την παραλείπουμε.

Λήμμα 4.8. Έστω μία γραμματική G, x  μία σχετική κίνηση αμφισβήτησης και F , T , F ' , T '  

τα σύνολα στρατηγικών για τους παίκτη 0 και παίκτη 1 στα Γ G( x) και Γ ' G (x ), αντίστοιχα. 

Για κάθε f ' ∈ F ' , t̃ ' ∈ T̃ '  και m<∣ f ' ∗ t̃ '∣− 1, αν τις χρονικές στιγμές m και ∣ f ' ∗ t̃ '∣− 1 

παίζεται η ίδια κίνηση από τον ίδιο παίκτη στο f ' ∗ t̃ ' , τότε υπάρχουν f ∈ F , t̃ ∈ T̃ , τέτοια 

ώστε f ∗ t̃ = ( f ' ∗ t̃ ' )⋅ ⋅k < ω(( f ' ∗ t̃ ' )( l))m<l<∣ f ' ∗ t̃ '∣. Το αντίστοιχο ισχύει θεωρώντας F̃ '  αντί 

F ' , T '  αντί T̃ ' , F̃  αντί F  και T  αντί T̃  (όπως στο λήμμα 4.7).

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι ανάλογη με αυτή του λήμματος 4.3 και την παραλείπουμε.

Λήμμα 4.9. Έστω μία γραμματική G, x  μία σχετική κίνηση αμφισβήτησης και F ' , T '  τα σύ-

νολα στρατηγικών για τους παίκτη 0 και παίκτη 1, αντίστοιχα, στο Γ ' G (x ). Αν [ΩG
↑ω
](x )= 1, 

τότε, για κάθε f ' ∈ F ' , t̃ ' ∈ T̃ ' , στο f '∗t̃ '  δεν επαναλαμβάνεται κίνηση, παιγμένη από δια-
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φορετικό παίκτη. Αν [ΩG
↑ω
](x )= 0, τότε ισχύει το αντίστοιχο, θεωρώντας F̃ '  αντί F '  και T '  

αντί T̃ ' .

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι ανάλογη με αυτή του λήμματος 4.4 και την παραλείπουμε.

Θεώρημα 4.10. Έστω μία γραμματική  G,  x μία σχετική κίνηση αμφισβήτησης,  Γ G( x)=

(X , P , R , Φ) και F , T  τα σύνολα στρατηγικών για τους παίκτη 0 και παίκτη 1, αντίστοιχα. 

Ισχύουν τα ακόλουθα:

• αν [ΩG
↑ω
](x )= 1, τότε, για κάθε f ∈ F , t̃ ∈ T̃ , Φ ( f ∗ t̃)= 1

• αν [ΩG
↑ω
](x )= 0, τότε, για κάθε f̃ ∈ F̃ , t ∈ T , Φ ( f̃ ∗ t)= 0

• αν [ΩG
↑ω
](x )= 0.5, τότε:

• για κάθε f ∈ F , t̃ ∈ T̃ , Φ ( f ∗ t̃)≥ 0.5

• για κάθε f̃ ∈ F̃ , t ∈ T , Φ ( f̃ ∗ t)≤ 0.5

Τα αντίστοιχα ισχύουν για το Γ ' G (x ).

Απόδειξη. Οι προτάσεις που αφορούν το  Γ G( x) αποδεικνύονται (σε μία λίγο διαφορετική 

αλλά ισοδύναμη εκδοχή τους) στο [12]. Έστω τώρα Γ 'G (x )= (X , P ' , R , Φ' ) και  F ' ,  T '  

τα σύνολα στρατηγικών για τους παίκτη 0 και παίκτη 1, αντίστοιχα. Παρατηρώντας και ότι, 

για κάθε p ∈ P ' ∩ P, Φ' ( p)=Φ ( p), προχωρούμε στις αντίστοιχες προτάσεις για το Γ ' G (x ).

• Έστω ότι [ΩG
↑ω
](x )= 1. Αυτό συνεπάγεται ότι, για κάθε f ∈ F , t̃ ∈ T̃ , Φ ( f ∗ t̃ )= 1. 

Έστω κάποια f ' ∈ F ' , t̃ ' ∈ T̃ ' .

• Αν στο f ' ∗ t̃ '  δεν επαναλαμβάνεται κίνηση, τότε, σύμφωνα με το λήμμα 4.7, 

υπάρχουν f ∈ F , t̃ ∈ T̃ , τέτοια ώστε f ' ∗ t̃ ' = f ∗ t̃ , και έτσι Φ' ( f '∗t̃ ')=1.

• Αν στο f ' ∗ t̃ '  επαναλαμβάνεται κίνηση, με τον παίκτη 1 να παραμένει αμφι-

σβητητής, τότε Φ' ( f '∗t̃ ' ) = 1.

• Για  κάθε m<∣ f ' ∗ t̃ '∣− 1,  αν  τις  χρονικές  στιγμές  m και  ∣ f ' ∗ t̃ '∣− 1 

παίζεται η ίδια κίνηση από τον ίδιο παίκτη στο  f ' ∗ t̃ ' , με τον παίκτη 0 να 

παραμένει αμφισβητητής, τότε το  f ∗ t̃  του λήμματος 4.8 είναι άπειρο και ο 

παίκτης 0 παραμένει αμφισβητητής από τη χρονική στιγμή m και μετά, δηλαδή 
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Φ ( f ∗ t̃)= 0. Έτσι στο f ' ∗ t̃ '  δεν επαναλαμβάνεται κίνηση, με τον παίκτη 0 

να παραμένει αμφισβητητής.

• Για  κάθε m<∣ f ' ∗ t̃ '∣− 1,  αν  τις  χρονικές  στιγμές  m και  ∣ f ' ∗ t̃ '∣− 1 

παίζεται η ίδια κίνηση από τον ίδιο παίκτη στο f ' ∗ t̃ ' , με ανταλλαγή ρόλων 

να μεσολαβεί, τότε το f ∗ t̃  του λήμματος 4.8 είναι άπειρο και περιλαμβάνει 

άπειρες ανταλλαγές ρόλων, δηλαδή Φ ( f ∗ t̃)= 0.5. Έτσι στο f ' ∗ t̃ '  δεν επα-

ναλαμβάνεται κίνηση, παιγμένη από τον ίδιο παίκτη, με ανταλλαγή ρόλων να 

μεσολαβεί.

• Λόγω του λήμματος 4.9, στο  f ' ∗ t̃ '  δεν  επαναλαμβάνεται κίνηση, παιγμένη 

από διαφορετικό παίκτη.

• Έστω ότι [ΩG
↑ω
](x )= 0. Αυτό συνεπάγεται ότι, για κάθε f̃ ∈ F̃ , t ∈ T , Φ ( f̃ ∗ t)= 0 

και το ζητούμενο αποδεικνύεται ανάλογα με πριν.

• Έστω ότι [ΩG
↑ω
](x )= 0.5. Αυτό συνεπάγεται τα ακόλουθα:

• για κάθε f ∈ F , t̃ ∈ T̃ , Φ ( f ∗ t̃)≥ 0.5

Έστω κάποια f ' ∈ F ' , t̃ ' ∈ T̃ ' .

• Αν στο f ' ∗ t̃ '  δεν επαναμβάνεται κίνηση, τότε, σύμφωνα με το λήμμα 

4.7,  υπάρχουν  f ∈ F ,  t̃ ∈ T̃ ,  τέτοια  ώστε  f ' ∗ t̃ ' = f ∗ t̃ ,  και  έτσι 

Φ' ( f ' ∗ t̃ ' )≥ 0.5 (πιο συγκεκριμένα, Φ' ( f ' ∗ t̃ ' )= 1).

• Αν  στο  f ' ∗ t̃ '  επαναλαμβάνεται  κίνηση,  με  ανταλλαγή  ρόλων  να 

μεσολαβεί  ή  με  τον  παίκτη  1  να  παραμένει  αμφισβητητής,  τότε 

Φ' ( f ' ∗ t̃ ' )≥ 0.5.

• Για κάθε m<∣ f ' ∗ t̃ '∣− 1, αν τις χρονικές στιγμές m και ∣ f ' ∗ t̃ '∣− 1 

παίζεται η ίδια κίνηση από τον ίδιο παίκτη στο f ' ∗ t̃ ' , με τον παίκτη 0 

να παραμένει αμφισβητητής, τότε το f ∗ t̃ του λήμματος 4.8 είναι άπει-

ρο και ο παίκτης 0 παραμένει αμφισβητητής από τη χρονική στιγμή m 

και μετά, δηλαδή Φ ( f ∗ t̃ )= 0. Έτσι στο f ' ∗ t̃ '  δεν επαναλαμβάνεται 

κίνηση, με τον παίκτη 0 να παραμένει αμφισβητητής.

• για κάθε f̃ ∈ F̃ , t ∈ T , Φ ( f̃ ∗ t)≤ 0.5

Το δεύτερο ζητούμενο αποδεικνύεται ανάλογα με πριν.
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Από τα θεωρήματα 4.1 και 4.10 φτάνουμε στο παρακάτω συμπέρασμα.

Πόρισμα 4.11. Έστω μία γραμματική G και x  μία σχετική κίνηση αμφισβήτησης. Τα Γ G( x) 

και Γ ' G (x ) έχουν τιμή [ΩG
↑ω
](x ).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ ΜΕΣΩ ΑΝΑΓΡΑΦΗΣ

5.1. Συστήματα απόφασης

5.2. Συστήματα αναγνώρισης

5.3. Συστήματα παραγωγής

Ορισμός 5.1. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα Σ  και V , T το 

σύνολο των (Σ , V )-όρων (συγκεκριμένου είδους) και →⊆ T2. Ορίζουμε την επέκταση του → 

ως τη σχέση ⇒⊆ T2, όπου, για κάθε τ , υ ∈ Τ, τ ⇒ υ αν και μόνο αν υπάρχουν ρ , σ ∈ Τ, τέ-

τοια ώστε:

• ρ → σ

• το υ προκύπτει από το τ αντικαθιστώντας ένα ρ με σ

5.1. Συστήματα απόφασης

5.1.1. Σημασιολογία Kripke-Kleene

Ορισμός  5.2. Έστω δύο ξένα μεταξύ  τους,  μη  κενά και  πεπερασμένα  σύνολα  Σ  και  V . 

Ορίζουμε τους  (Σ , V )-όρους  και  (Σ , V )-τύπους  αληθοτιμών  με  απλή μνήμη ανάλογα με 

τους προηγούμενους, με τη διαφορά ότι για κάθε απλό όρο αληθοτιμών  χ  και  M ⊆ V  το 

(@ , ( χ , Μ )) είναι απλός όρος του νέου είδους (το αναπαριστούμε ως χ @ Μ ).

Όσον αφορά τους όρους και τύπους αληθοτιμών ορίζουμε τα εξής:

• για κάθε απλό όρο χ = Α( w ), όπου A∈ V , M ⊆ V  και v ⊆ Σ *:
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• αν v = w , τότε χ @Μ , v
= χ @ Μ

• αλλιώς, χ @Μ , v
= χ @ ∅

• για κάθε απλό όρο χ = a ( w ), όπου a ∈ Σ , M ⊆ V  και v ⊆ Σ *, χ @Μ , v
= χ @ ∅

• για κάθε σύνθετο όρο τ = (o , υ), M ⊆ V  και v ⊆ Σ *, τ@Μ , v
= (o , υ im(@Μ , v)

)

• για κάθε απλό τύπο φ = Α ( w ) == τ , όπου A∈ V :

φmem
=(, , {Α( w ) @ Μ == τ@ Μ∪{A}, w | M ⊆ V − {A}})

• για κάθε  (σύνθετο) τύπο που περιέχει  απλούς τύπους μόνο της παραπάνω μορφής 

φ =(, , ψ), φmem
=(, , ψ im(mem)

)

Παράδειγμα 5.1.

Ορισμός  5.3. Έστω δύο ξένα μεταξύ  τους,  μη  κενά και  πεπερασμένα  σύνολα  Σ  και  V . 

Ορίζουμε τους  ({f , u , t }, Σ , V )-όρους και  ({f , u , t }, Σ , V )-τύπους αληθοτιμών με απλή 

μνήμη προσθέτοντας τις νέες σταθερές f , u και t ως απλούς όρους.

Έστω τώρα Τ το σύνολο αυτών των όρων και ⇝ ⊆ T2, όπου, για κάθε τ , υ ∈ Τ, τ ⇝ υ αν 

και μόνο αν ισχύει κάτι από τα παρακάτω:

• τ = χ ( w ) @ M  και:

• αν χ ∈M , τότε υ= u

• αν ( χ ) = w , τότε υ= t

• αν χ ∈ Σ  και ( χ ) ≠ w , τότε υ= f

• τ = (| , σ ) (αντίστοιχα τ = (& , σ)), όπου σ ⊆ {f , u , t}, και:

• αν t ∈ σ  (αντίστοιχα f ∈ σ ), τότε υ= t  (αντίστοιχα υ= f )

• αλλιώς αν u ∈ σ , τότε υ= u

• αλλιώς, υ= f  (αντίστοιχα υ= t)

• τ = (~ , σ), όπου σ ∈ {f , u , t}, και:

τ = ~ ( Α (aa ) & b ( ϵ) | Α ( a ) & b ( a ) | Α( ϵ) & b (aa ) ) & X ( aa )

τ@ {A , X }, aa
= ~ ( Α( aa )@ {A , X } & b (ϵ )@∅ |

Α ( a ) @∅ & b ( a )@∅ |
Α ( ϵ)@∅ & b (aa )@∅ ) &
X ( aa )@ {A , X }
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• αν σ = f , τότε υ= t

• αν σ = u, τότε υ= u

• αν σ = t, τότε υ= f

Έστω τέλος μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0) και ψ = φand ∘ mem ∘ tv ∘ eq. Ορίζουμε ότι →
dec

kk

G =

→ψ ∪⇝ και το ⇒
dec

kk

G είναι η επέκταση του →
dec

kk

G.

Παράδειγμα 5.2. Ο πίνακας 5.1 απεικονίζει ένα τμήμα μιας ακολουθίας ⇒
dec

kk

G-αναγραφής που 

τερματίζει, για τη γραμματική του παραδείγματος 4.1 (το 0 σημαίνει ∅). Στο σχήμα 5.1 ανα-

παριστάνεται η συγκεκριμένη ακολουθία σε μορφή γραφήματος. Οι ορθογώνιοι κόμβοι αντι-

στοιχούν σε απλούς όρους και οι κυκλικοί σε σύνθετους, με τις εξερχόμενες διακεκομμένες 

ακμές να αντιστοιχούν στα ορίσματά τους. Η μνήμη ενός όρου περιγράφεται από τους “προ-

γόνους” του αντίστοιχου κόμβου. Οι συνεχείς ακμές αντιστοιχούν σε →
dec

kk

G-μεταβάσεις.

Πίνακας 5.1

L(aa)@0

|(~(A()@0 & b(aa)@0 | A(a)@0 & b(a)@0 | A(aa)@{L} & b()@0) & (a()@0 
& X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | 
a(aa)@0 & X()@0))

|(~((&(|(A()@{A} & a()@0)) | |(&()) & |(&(A()@{A}))) & b(aa)@0 | 
A(a)@0 & b(a)@0 | A(aa)@{L} & b()@0) & (a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | 
a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(~((&(|(u & a()@0)) | |(&()) & |(&(A()@{A}))) & b(aa)@0 | A(a)@0 & 
b(a)@0 | A(aa)@{L} & b()@0) & (a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & 
X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(~((&(|(u & f)) | |(&()) & |(&(A()@{A}))) & b(aa)@0 | A(a)@0 & 
b(a)@0 | A(aa)@{L} & b()@0) & (a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & 
X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(~((&(|(f)) | |(&()) & |(&(A()@{A}))) & b(aa)@0 | A(a)@0 & b(a)@0 
| A(aa)@{L} & b()@0) & (a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 
| a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(~((&(f) | |(&()) & |(&(A()@{A}))) & b(aa)@0 | A(a)@0 & b(a)@0 | 
A(aa)@{L} & b()@0) & (a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | 
a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(~((f | |(&()) & |(&(A()@{A}))) & b(aa)@0 | A(a)@0 & b(a)@0 | 
A(aa)@{L} & b()@0) & (a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | 
a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))
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|(~((f | |(t) & |(&(A()@{A}))) & b(aa)@0 | A(a)@0 & b(a)@0 | 
A(aa)@{L} & b()@0) & (a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | 
a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(~((f | t & |(&(A()@{A}))) & b(aa)@0 | A(a)@0 & b(a)@0 | A(aa)@{L} 
& b()@0) & (a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & 
X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(~((f | t & |(&(u))) & b(aa)@0 | A(a)@0 & b(a)@0 | A(aa)@{L} & 
b()@0) & (a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & 
X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(~((f | t & |(u)) & b(aa)@0 | A(a)@0 & b(a)@0 | A(aa)@{L} & b()@0) 
& (a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & 
X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(~((f | t & u) & b(aa)@0 | A(a)@0 & b(a)@0 | A(aa)@{L} & b()@0) & 
(a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & 
X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(~((f | u) & b(aa)@0 | A(a)@0 & b(a)@0 | A(aa)@{L} & b()@0) & 
(a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & 
X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(~(u & b(aa)@0 | A(a)@0 & b(a)@0 | A(aa)@{L} & b()@0) & (a()@0 & 
X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | 
a(aa)@0 & X()@0))

|(~(u & f | A(a)@0 & b(a)@0 | A(aa)@{L} & b()@0) & (a()@0 & X()@0 & 
X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & 
X()@0))

|(~(f | A(a)@0 & b(a)@0 | A(aa)@{L} & b()@0) & (a()@0 & X()@0 & 
X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & 
X()@0))

...

|(~(f | A(aa)@{L} & b()@0) & (a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & 
X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

...

|(~|(f) & (a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & 
X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(~f & (a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 
& X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(t & (a()@0 & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 
& X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(t & (f & X()@0 & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & 
X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(t & (f & (&(|(&(a()@{X}))) | &(|(&(b()@{X}))) | &(|(&()))) & 
X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & 
X()@0))

|(t & (f & (&(|(&(f))) | &(|(&(b()@{X}))) | &(|(&()))) & X(aa)@{L} 
| a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

...

|(t & (f & (f | &(|(&(b()@{X}))) | &(|(&()))) & X(aa)@{L} | a()@0 & 
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X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(t & (f & (f | &(|(&(f))) | &(|(&()))) & X(aa)@{L} | a()@0 & 
X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

...

|(t & (f & (f | &(|(&()))) & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & 
X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(t & (f & (f | &(|(t))) & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & 
X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

...

|(t & (f & (f | t) & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & 
X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(t & (f & t & X(aa)@{L} | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 
| a(aa)@0 & X()@0))

|(t & (f & t & (&(|(&(a(aa)@{X}))) | &(|(&(b(aa)@{X}))) | &(|())) | 
a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(t & (f & t & (&(|(&(f))) | &(|(&(b(aa)@{X}))) | &(|())) | a()@0 & 
X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

...

|(t & (f & t & (f | &(|(&(b(aa)@{X}))) | &(|())) | a()@0 & X(a)@0 | 
a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(t & (f & t & (f | &(|(&(f))) | &(|())) | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 
& X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

...

|(t & (f & t & (f | &(|())) | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & 
X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(t & (f & t & (f | &(f)) | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & 
X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

|(t & (f & t & |(f) | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | 
a(aa)@0 & X()@0))

|(t & (f & t | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & 
X()@0))

|(t & (f | a()@0 & X(a)@0 | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & 
X()@0))

...

|(t & (f | a(a)@0 & X()@0 & X(a)@0 | a(aa)@0 & X()@0))

...

|(t & (f | t | a(aa)@0 & X()@0))

...

|(t & (f | t))

|(&(t))

|(t)

t
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Σχήμα 5.1

Εικασία 5.1. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0), χ ∈ Σ ∪ V  και w ∈ Σ *. Ισχύουν τα 

παρακάτω:

• αν το γG ( χ , w) έχει τιμή 1, τότε χ ( w ) @ ∅ ⇒
dec

kk

G
∗ t

• αν το γG ( χ , w) έχει τιμή 0.5, τότε χ ( w ) @ ∅ ⇒
dec

kk

G
∗ u

• αν το γG ( χ , w) έχει τιμή 0, τότε χ ( w ) @ ∅ ⇒
dec

kk

G
∗ f
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5.1.2. Καλά θεμελιωμένη σημασιολογία

Ορισμός  5.4. Έστω δύο ξένα μεταξύ  τους,  μη  κενά και  πεπερασμένα  σύνολα  Σ  και  V . 

Ορίζουμε τους  (Σ , V )-όρους και  (Σ , V )-τύπους αληθοτιμών  με διπλή μνήμη ανάλογα με 

τους προηγούμενους, με τη διαφορά ότι, για κάθε απλό όρο αληθοτιμών χ  και ξένα μεταξύ 

τους M , Ν ⊆ V  το (@ , ( χ , (M , N ))) είναι απλός όρος του νέου είδους (το αναπαριστούμε 

ως χ @ (M , N )).

Όσον αφορά τους όρους και τύπους αληθοτιμών ορίζουμε τα εξής:

• για κάθε απλό όρο χ = Α( w ), όπου A∈ V , ξένα μεταξύ τους M ,Ν ⊆ V  και v ⊆ Σ *

:

• αν v = w, τότε χ @(M , N ) , v
= χ @ (M , N )

• αλλιώς, χ @(M , N ) , v
= χ @ (∅ ,∅)

• για κάθε απλό όρο χ = a ( w ), όπου a ∈ Σ , ξένα μεταξύ τους M , Ν ⊆ V  και v ⊆ Σ *:

• χ @(M , N ) , v
= χ @ (∅ ,∅)

• για κάθε σύνθετο όρο τ = ~ υ, ξένα μεταξύ τους M , Ν ⊆ V  και v ⊆ Σ *:

τ@(M , N ) , v
= ~ υ@(∅ , M∪N ) ,v

• για κάθε σύνθετο όρο που δεν είναι της παραπάνω μορφής  τ = (o , υ), ξένα μεταξύ 

τους M , Ν ⊆ V  και v ⊆ Σ *, τ@(M , N ) , v
= (o , υim(@ (M , N ) ,v)

)

• για κάθε απλό τύπο φ = Α( w ) == τ , όπου A∈ V :

φmem ' =(, , {Α( w ) @ (M , N ) == τ@(Μ∪{A }, N ) , w | M , N ⊆ V − {A}, M ∩ N =∅})

• για κάθε  (σύνθετο) τύπο που περιέχει  απλούς τύπους μόνο της παραπάνω μορφής 

φ =(, , ψ), φmem ' =(, , ψ im(mem ' ))

Παράδειγμα 5.3.

τ = ~ ( Α (aa ) & b ( ϵ) | Α ( a ) & b ( a ) | Α( ϵ) & b (aa ) ) & X ( aa )

τ@ ({A },{X }) , aa
= ~ ( Α( aa )@(∅ , {A , X }) & b ( ϵ)@(∅ ,∅) |

Α( a )@(∅ ,∅) & b ( a )@(∅ ,∅) |
Α( ϵ)@ (∅ ,∅) & b ( aa )@(∅ ,∅)) &
X ( aa )@({A}, {X })
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Ορισμός  5.5. Έστω δύο ξένα μεταξύ  τους,  μη  κενά και  πεπερασμένα  σύνολα  Σ  και  V . 

Ορίζουμε τους  ({f , u , t }, Σ , V )-όρους και  ({f , u , t }, Σ , V )-τύπους αληθοτιμών με διπλή 

μνήμη ανάλογα με τον ορισμό 5.3.

Έστω τώρα Τ το σύνολο αυτών των όρων και ⇝⊆ T2 όπως στον ορισμό 5.3, με τη διαφορά 

ότι, για κάθε τ , υ ∈ Τ, όπου τ = χ ( w ) @ (M , N ), τ ⇝ υ αν και μόνο αν:

• αν χ ∈M , τότε υ= f

• αν χ ∈ N , τότε υ= u

• αν ( χ ) = w , τότε υ= t

• αν χ ∈ Σ  και ( χ ) ≠ w , τότε υ= f

Έστω τέλος μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0) και ψ = φand ∘ mem ' ∘ tv ∘ eq. Ορίζουμε ότι →
dec

wf

G =

→ψ ∪⇝ και το ⇒
dec

wf

G είναι η επέκταση του →
dec

wf

G.

Παράδειγμα 5.4. Ο πίνακας 5.2 απεικονίζει ένα τμήμα μιας ακολουθίας ⇒
dec

wf

G-αναγραφής που 

τερματίζει, για τη γραμματική του παραδείγματος 4.1. Η συγκεκριμένη ακολουθία μπορεί να 

αναπαρασταθεί από το γράφημα του σχήματος 5.1, αντικαθιστώντας ένα τμήμα του με το 

γράφημα του σχήματος 5.2.

Πίνακας 5.2

L(aa)@(0,0)

|(~(A()@(0,0) & b(aa)@(0,0) | A(a)@(0,0) & b(a)@(0,0) | A(aa)@(0,
{L}) & b()@(0,0)) & (a()@(0,0) & X()@(0,0) & X(aa)@({L},0) | 
a()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(a)@(0,0) & X()@(0,0) & X(a)@(0,0) | 
a(aa)@(0,0) & X()@(0,0)))

|(~((&(|(A()@({A},0) & a()@(0,0))) | |(&()) & |(&(A()@({A},0)))) & 
b(aa)@(0,0) | A(a)@(0,0) & b(a)@(0,0) | A(aa)@(0,{L}) & b()@(0,0)) 
& (a()@(0,0) & X()@(0,0) & X(aa)@({L},0) | a()@(0,0) & X(a)@(0,0) | 
a(a)@(0,0) & X()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(aa)@(0,0) & X()@(0,0)))

|(~((&(|(f & a()@(0,0))) | |(&()) & |(&(A()@({A},0)))) & 
b(aa)@(0,0) | A(a)@(0,0) & b(a)@(0,0) | A(aa)@(0,{L}) & b()@(0,0)) 
& (a()@(0,0) & X()@(0,0) & X(aa)@({L},0) | a()@(0,0) & X(a)@(0,0) | 
a(a)@(0,0) & X()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(aa)@(0,0) & X()@(0,0)))

|(~((&(|(&(f))) | |(&()) & |(&(A()@({A},0)))) & b(aa)@(0,0) | 
A(a)@(0,0) & b(a)@(0,0) | A(aa)@(0,{L}) & b()@(0,0)) & (a()@(0,0) & 
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X()@(0,0) & X(aa)@({L},0) | a()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(a)@(0,0) & 
X()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(aa)@(0,0) & X()@(0,0)))

|(~((&(|(f)) | |(&()) & |(&(A()@({A},0)))) & b(aa)@(0,0) | 
A(a)@(0,0) & b(a)@(0,0) | A(aa)@(0,{L}) & b()@(0,0)) & (a()@(0,0) & 
X()@(0,0) & X(aa)@({L},0) | a()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(a)@(0,0) & 
X()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(aa)@(0,0) & X()@(0,0)))

|(~((&(f) | |(&()) & |(&(A()@({A},0)))) & b(aa)@(0,0) | A(a)@(0,0) 
& b(a)@(0,0) | A(aa)@(0,{L}) & b()@(0,0)) & (a()@(0,0) & X()@(0,0) 
& X(aa)@({L},0) | a()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(a)@(0,0) & X()@(0,0) & 
X(a)@(0,0) | a(aa)@(0,0) & X()@(0,0)))

|(~((f | |(&()) & |(&(A()@({A},0)))) & b(aa)@(0,0) | A(a)@(0,0) & 
b(a)@(0,0) | A(aa)@(0,{L}) & b()@(0,0)) & (a()@(0,0) & X()@(0,0) & 
X(aa)@({L},0) | a()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(a)@(0,0) & X()@(0,0) & 
X(a)@(0,0) | a(aa)@(0,0) & X()@(0,0)))

|(~((f | |(t) & |(&(A()@({A},0)))) & b(aa)@(0,0) | A(a)@(0,0) & 
b(a)@(0,0) | A(aa)@(0,{L}) & b()@(0,0)) & (a()@(0,0) & X()@(0,0) & 
X(aa)@({L},0) | a()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(a)@(0,0) & X()@(0,0) & 
X(a)@(0,0) | a(aa)@(0,0) & X()@(0,0)))

|(~((f | t & |(&(A()@({A},0)))) & b(aa)@(0,0) | A(a)@(0,0) & 
b(a)@(0,0) | A(aa)@(0,{L}) & b()@(0,0)) & (a()@(0,0) & X()@(0,0) & 
X(aa)@({L},0) | a()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(a)@(0,0) & X()@(0,0) & 
X(a)@(0,0) | a(aa)@(0,0) & X()@(0,0)))

|(~((f | t & |(&(f))) & b(aa)@(0,0) | A(a)@(0,0) & b(a)@(0,0) | 
A(aa)@(0,{L}) & b()@(0,0)) & (a()@(0,0) & X()@(0,0) & X(aa)@({L},0) 
| a()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(a)@(0,0) & X()@(0,0) & X(a)@(0,0) | 
a(aa)@(0,0) & X()@(0,0)))

|(~((f | t & |(f)) & b(aa)@(0,0) | A(a)@(0,0) & b(a)@(0,0) | 
A(aa)@(0,{L}) & b()@(0,0)) & (a()@(0,0) & X()@(0,0) & X(aa)@({L},0) 
| a()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(a)@(0,0) & X()@(0,0) & X(a)@(0,0) | 
a(aa)@(0,0) & X()@(0,0)))

|(~((f | t & f) & b(aa)@(0,0) | A(a)@(0,0) & b(a)@(0,0) | A(aa)@(0,
{L}) & b()@(0,0)) & (a()@(0,0) & X()@(0,0) & X(aa)@({L},0) | 
a()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(a)@(0,0) & X()@(0,0) & X(a)@(0,0) | 
a(aa)@(0,0) & X()@(0,0)))

|(~(|(f) & b(aa)@(0,0) | A(a)@(0,0) & b(a)@(0,0) | A(aa)@(0,{L}) & 
b()@(0,0)) & (a()@(0,0) & X()@(0,0) & X(aa)@({L},0) | a()@(0,0) & 
X(a)@(0,0) | a(a)@(0,0) & X()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(aa)@(0,0) & 
X()@(0,0)))

|(~(f & b(aa)@(0,0) | A(a)@(0,0) & b(a)@(0,0) | A(aa)@(0,{L}) & 
b()@(0,0)) & (a()@(0,0) & X()@(0,0) & X(aa)@({L},0) | a()@(0,0) & 
X(a)@(0,0) | a(a)@(0,0) & X()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(aa)@(0,0) & 
X()@(0,0)))

|(~(&(f) | A(a)@(0,0) & b(a)@(0,0) | A(aa)@(0,{L}) & b()@(0,0)) & 
(a()@(0,0) & X()@(0,0) & X(aa)@({L},0) | a()@(0,0) & X(a)@(0,0) | 
a(a)@(0,0) & X()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(aa)@(0,0) & X()@(0,0)))

|(~(f | A(a)@(0,0) & b(a)@(0,0) | A(aa)@(0,{L}) & b()@(0,0)) & 
(a()@(0,0) & X()@(0,0) & X(aa)@({L},0) | a()@(0,0) & X(a)@(0,0) | 
a(a)@(0,0) & X()@(0,0) & X(a)@(0,0) | a(aa)@(0,0) & X()@(0,0)))
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...

t

Σχήμα 5.2

Εικασία 5.2. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0), χ ∈ Σ ∪ V  και w ∈ Σ *. Ισχύουν τα 

παρακάτω:

• αν το Γ G( χ , w) έχει τιμή 1, τότε χ ( w ) @ (∅ , ∅) ⇒
dec

wf

G
∗ t

• αν το Γ G( χ , w) έχει τιμή 0.5, τότε χ ( w ) @ (∅ , ∅) ⇒
dec

wf

G
∗ u

• αν το Γ G( χ , w) έχει τιμή 0, τότε χ ( w ) @ (∅ , ∅) ⇒
dec

wf

G
∗ f

5.1.3. Αλγόριθμοι απόφασης

Ορισμός 5.6. Έστω μία γραμματική G. Ορίζουμε τον αλγόριθμο ParseStringG, που δέχεται 

ως εισόδους συμβολοσειρές σταθερών, ως εξής:
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Εικασία 5.3. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0). Ο αλγόριθμος ParseStringG:

• με είσοδο w δίνει ως έξοδο μία αληθοτιμή m, όπου:

• αν A0 ( w ) @ (∅ , ∅) ⇒
dec

wf

G
∗ t , τότε m= 1

• αν A0 ( w ) @ (∅ , ∅) ⇒
dec

wf

G
∗ u, τότε m= 0.5

• αν A0 ( w ) @ (∅ , ∅) ⇒
dec

wf

G
∗ f , τότε m= 0

• με χρήση απομνημόνευσης (memoization) για το Parse απαιτεί χρόνο στο O(nl + 1), 

όπου l  το μέγιστο ∣αarg∣ για κάθε όρο παράθεσης α που το φ περιέχει

function ParseStringG(w):

    function Parse(χ, w, M, N):
        if χ in Σ:
            m := w = [χ] ? 1 : 0
        elseif χ in M:
            m := 0
        elseif χ in N:
            m := 0.5
        else:  //χ in V – (M | N)
            m := Sup({Inf({Inf({Sup({Inf({Parse(c[i], π[i],
                                                π[i] = w ? M | {χ} : {},
                                                π[i] = w ? N : {})
                                          for 0 <= i < Length(c)})
                                     for π in Partitions(w, Length(c))})
                                for c in d+}),
                           Inf({1 -
                                Sup({Inf({Parse(c[i], π[i],
                                                {},
                                                π[i] = w ? M | Ν | {χ} : {})
                                          for 0 <= i < Length(c)})
                                     for π in Partitions(w, Length(c))})
                                for c in d-})})
                      for [χ, d+, d-] in φ})
        return m

    [Σ, V, φ, Α] := G
    return Parse(A, w, {}, {})
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Ορισμός 5.7. Έστω μία γραμματική G. Ορίζουμε τον αλγόριθμο ParseStringCubTimeG, που 

δέχεται ως εισόδους συμβολοσειρές σταθερών, ως εξής:

Εικασία 5.4. Έστω μία γραμματική G. Ο αλγόριθμος ParseStringCubTimeG:

• είναι ισοδύναμος με τον αλγόριθμο ParseStringG

• με χρήση απομνημόνευσης απαιτεί χρόνο στο O(n3
)

function ParseStringCubTimeG(w):

    function Parse(α, w, M, N):
        k := Length(α)
        if k = 0:
            m := w = [] ? 1 : 0
        elseif k = 1:
            χ := α[0]
            if χ in Σ:
                m := w = [χ] ? 1 : 0
            elseif χ in M:
                m := 0
            elseif χ in N:
                m := 0.5
            else:  //χ in V – (M | N)
                m := Sup({Inf({Inf({Parse(c, w, M | {χ}, N)
                                    for c in d+}),
                               Inf({1 -
                                    Parse(c, w, {}, M | Ν | {χ})
                                    for c in d-})})
                          for [χ, d+, d-] in φ})
        else:  //k >= 2
            l := Length(w)
            m := Sup({Inf({Parse(α[0 : k / 2], w[0 : s],
                                 s < l ? {} : M, s < l ? {} : N),
                           Parse(α[k / 2 : k], w[s : l],
                                 s > 0 ? {} : M, s > 0 ? {} : N)})
                      for 0 <= s <= l})
        return m

    [Σ, V, φ, Α] := G
    return Parse([A], w, {}, {})
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Ορισμός  5.8. Έστω μία γραμματική  G.  Ορίζουμε τον αλγόριθμο ParseStringLinSpaceG, 

που δέχεται ως εισόδους συμβολοσειρές σταθερών, ως εξής:

Εικασία 5.5. Έστω μία γραμματική G. Ο αλγόριθμος ParseStringLinSpaceG:

• είναι ισοδύναμος με τον αλγόριθμο ParseStringCubTimeG

• (χωρίς χρήση απομνημόνευσης) απαιτεί χώρο στο O(n)

function ParseStringLinSpaceG(w):

    function Parse(α, u, v, M, N):
        //το παρακάτω w ανήκει στην εξωτερική εμβέλεια
        w := w[Length(u) : Length(w) – Length(v)]
        k := Length(α)
        if k = 0:
            m := w = [] ? 1 : 0
        elseif k = 1:
            χ := α[0]
            if χ in Σ:
                m := w = [χ] ? 1 : 0
            elseif χ in M:
                m := 0
            elseif χ in N:
                m := 0.5
            else:  //χ in V – (M | N)
                m := Sup({Inf({Inf({Parse(c, [], [], M | {χ}, N)
                                    for c in d+}),
                               Inf({1 -
                                    Parse(c, [], [], {}, M | Ν | {χ})
                                    for c in d-})})
                          for [χ, d+, d-] in φ})
        else:  //k >= 2
            m := Sup({Inf({Parse(α[0 : k / 2], [], w[s : Length(w)],
                                 s < Length(w)? {} : M,
                                 s < Length(w) ? {} : N),
                           Parse(α[k / 2 : k], w[0 : s], [],
                                 s > 0 ? {} : M, s > 0 ? {} : N)})
                      for 0 <= s <= Length(w)})
        w := u + w + v
        return m

    [Σ, V, φ, Α] := G
    return Parse([A], [], [], {}, {})
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2. Συστήματα αναγνώρισης

5.1.1. Σημασιολογία Kripke-Kleene

Ορισμός  5.9. Έστω δύο ξένα μεταξύ  τους,  μη  κενά και  πεπερασμένα  σύνολα  Σ  και  V . 

Ορίζουμε τους δυαδικούς ({t} , Σ , V )-όρους και ({t} , Σ , V )-τύπους αληθοτιμών προσθέτο-

ντας τη νέα σταθερά t ως απλό όρο.

Έστω τώρα Τ το σύνολο αυτών των όρων και ⇝⊆ T2, όπου, για κάθε τ , υ ∈ Τ, τ ⇝ υ αν 

και μόνο αν υ= t  και ισχύει κάτι από τα παρακάτω:

• τ = a ((a )) (T )

• τ = &( )

• τ = &( t )

Έστω τέλος μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0) και ψ = φeq−1
∘ disj ∘ and ∘ bin ∘ tv ∘ eq. Ορίζουμε ότι 

→
rec

kk

G = →ψ ∪⇝ και το ⇒
rec

kk

G είναι η επέκταση του →
rec

kk

G.

Παράδειγμα  5.5. Ο πίνακας 5.3 απεικονίζει μια ακολουθία  ⇒
rec

kk

G-αναγραφής που τερματίζει, 

για τη γραμματική του παραδείγματος 4.1. Στο σχήμα 5.3 αναπαριστάνεται η συγκεκριμένη 

ακολουθία σε μορφή γραφήματος. Ο πίνακας 5.4 απεικονίζει ένα τμήμα μιας ακολουθίας ⇒
rec

kk

G-

αναγραφής που τερματίζει, για τη γραμματική G = ({a , b}, {L , A , B , X }, φ , L), όπου το φ 

είναι ο τύπος του παραδείγματος 1.4. Στο σχήμα 5.4 αναπαριστάνεται η συγκεκριμένη ακο-

λουθία σε μορφή γραφήματος, παραλείποντας την αναπαράσταση των t, που είναι περιττή.

Πίνακας 5.3

L(aa)(T)

(b(aa)(F) & b(a)(F) & b()(F)) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

(t & b(a)(F) & b()(F)) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

(t & b()(F)) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

&(t) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

t & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))



91

t & (t & X()(T) & X(a)(T))

t & (t & &(&()) & X(a)(T))

t & (t & &(t) & X(a)(T))

t & (t & X(a)(T))

t & (t & &(&(a(a)(T))))

t & (t & &(&(t)))

t & (t & &(t))

t & &(t)

&(t)

t

Σχήμα 5.3
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Πίνακας 5.4

L(abab)(T)

(A(ab)(F) & A(aba)(F) & A(abab)(F) & B(abab)(F) & B(bab)(F)) & 
(B(a)(F) & B(ab)(F) & B(abab)(F) & A(abab)(F) & A(b)(F)) & 
&(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

(((X()(F) & A()(F)) & &(a(ab)(F))) & A(aba)(F) & A(abab)(F) & 
B(abab)(F) & B(bab)(F)) & (B(a)(F) & B(ab)(F) & B(abab)(F) & 
A(abab)(F) & A(b)(F)) & &(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

((((&(a()(F)) & &(b()(F))) & A()(F)) & &(a(ab)(F))) & A(aba)(F) & 
A(abab)(F) & B(abab)(F) & B(bab)(F)) & (B(a)(F) & B(ab)(F) & 
B(abab)(F) & A(abab)(F) & A(b)(F)) & &(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

((((&(t) & &(b()(F))) & A()(F)) & &(a(ab)(F))) & A(aba)(F) & 
A(abab)(F) & B(abab)(F) & B(bab)(F)) & (B(a)(F) & B(ab)(F) & 
B(abab)(F) & A(abab)(F) & A(b)(F)) & &(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

((((t & &(b()(F))) & A()(F)) & &(a(ab)(F))) & A(aba)(F) & A(abab)
(F) & B(abab)(F) & B(bab)(F)) & (B(a)(F) & B(ab)(F) & B(abab)(F) & 
A(abab)(F) & A(b)(F)) & &(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

((((t & &(t)) & A()(F)) & &(a(ab)(F))) & A(aba)(F) & A(abab)(F) & 
B(abab)(F) & B(bab)(F)) & (B(a)(F) & B(ab)(F) & B(abab)(F) & 
A(abab)(F) & A(b)(F)) & &(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

(((&(t) & A()(F)) & &(a(ab)(F))) & A(aba)(F) & A(abab)(F) & B(abab)
(F) & B(bab)(F)) & (B(a)(F) & B(ab)(F) & B(abab)(F) & A(abab)(F) & 
A(b)(F)) & &(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

(((t & A()(F)) & &(a(ab)(F))) & A(aba)(F) & A(abab)(F) & B(abab)(F) 
& B(bab)(F)) & (B(a)(F) & B(ab)(F) & B(abab)(F) & A(abab)(F) & A(b)
(F)) & &(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

(((t & (&(X()(F)) & &(a()(F)))) & &(a(ab)(F))) & A(aba)(F) & 
A(abab)(F) & B(abab)(F) & B(bab)(F)) & (B(a)(F) & B(ab)(F) & 
B(abab)(F) & A(abab)(F) & A(b)(F)) & &(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

...

((&(t) & &(a(ab)(F))) & A(aba)(F) & A(abab)(F) & B(abab)(F) & 
B(bab)(F)) & (B(a)(F) & B(ab)(F) & B(abab)(F) & A(abab)(F) & A(b)
(F)) & &(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

((t & &(a(ab)(F))) & A(aba)(F) & A(abab)(F) & B(abab)(F) & B(bab)
(F)) & (B(a)(F) & B(ab)(F) & B(abab)(F) & A(abab)(F) & A(b)(F)) & 
&(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

((t & &(t)) & A(aba)(F) & A(abab)(F) & B(abab)(F) & B(bab)(F)) & 
(B(a)(F) & B(ab)(F) & B(abab)(F) & A(abab)(F) & A(b)(F)) & 
&(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

(&(t) & A(aba)(F) & A(abab)(F) & B(abab)(F) & B(bab)(F)) & (B(a)(F) 
& B(ab)(F) & B(abab)(F) & A(abab)(F) & A(b)(F)) & &(A(abab)(F)) & 
&(B(abab)(F))

(t & A(aba)(F) & A(abab)(F) & B(abab)(F) & B(bab)(F)) & (B(a)(F) & 
B(ab)(F) & B(abab)(F) & A(abab)(F) & A(b)(F)) & &(A(abab)(F)) & 
&(B(abab)(F))

(t & ((X()(F) & X(ab)(F) & A(b)(F) & X(ba)(F)) & &(a(aba)(F))) & 



93

A(abab)(F) & B(abab)(F) & B(bab)(F)) & (B(a)(F) & B(ab)(F) & 
B(abab)(F) & A(abab)(F) & A(b)(F)) & &(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

(t & ((X()(F) & X(ab)(F) & (&(X()(F)) & &(a(b)(F))) & X(ba)(F)) & 
&(a(aba)(F))) & A(abab)(F) & B(abab)(F) & B(bab)(F)) & (B(a)(F) & 
B(ab)(F) & B(abab)(F) & A(abab)(F) & A(b)(F)) & &(A(abab)(F)) & 
&(B(abab)(F))

...

(t & ((X()(F) & X(ab)(F) & t & X(ba)(F)) & &(a(aba)(F))) & A(abab)
(F) & B(abab)(F) & B(bab)(F)) & (B(a)(F) & B(ab)(F) & B(abab)(F) & 
A(abab)(F) & A(b)(F)) & &(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

...

(t & A(abab)(F) & B(abab)(F) & B(bab)(F)) & (B(a)(F) & B(ab)(F) & 
B(abab)(F) & A(abab)(F) & A(b)(F)) & &(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

...

(t & B(abab)(F) & B(bab)(F)) & (B(a)(F) & B(ab)(F) & B(abab)(F) & 
A(abab)(F) & A(b)(F)) & &(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

...

&(t) & (B(a)(F) & B(ab)(F) & B(abab)(F) & A(abab)(F) & A(b)(F)) & 
&(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

t & (B(a)(F) & B(ab)(F) & B(abab)(F) & A(abab)(F) & A(b)(F)) & 
&(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

...

t & &(A(abab)(F)) & &(B(abab)(F))

...

t & &(B(abab)(F))

&(t)

t
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Σχήμα 5.4
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Εικασία 5.6. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0), χ ∈ Σ ∪ V  και w ∈ Σ *. Ισχύουν τα 

παρακάτω:

• χ ( w ) (T ) ⇒
rec

kk

G
∗ t  αν και μόνο αν το γG ( χ , w) έχει τιμή 1

• χ ( w ) ( F ) ⇒
rec

kk

G
∗ t αν και μόνο αν το γG ( χ , w) έχει τιμή 0

5.1.2. Καλά θεμελιωμένη σημασιολογία

Ορισμός 5.10. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα  Σ  και  V . 

Ορίζουμε τους δυαδικούς  (Σ , V )-όρους και  (Σ , V )-τύπους αληθοτιμών  με μνήμη ανάλογα 

με τους προηγούμενους, θεωρώντας ότι, για κάθε απλό τριαδικό όρο αληθοτιμών χ  και M ⊆

V , τα χ ( T ) και χ ( F ) @ Μ  είναι απλοί όροι του νέου είδους.

Όσον αφορά τους τριαδικούς όρους και τύπους αληθοτιμών με διπλή μνήμη ορίζουμε τα εξής:

• για κάθε απλό όρο χ = ρ @ (Μ , Ν ), χ Τ
= ρ(T ) και χ F

= ρ ( F ) @ M

• συνεχίζουμε τον ορισμό των μετασχηματισμών T  και F  και ορίζουμε το μετασχηματι-

σμό bin όπως στον ορισμό 2.23.

Παράδειγμα 5.6.

τ = ~ ( Α( aa )@(∅ , {A , X }) & b ( ϵ)@(∅ ,∅) |
Α( a )@(∅ ,∅) & b ( a )@(∅ ,∅) |
Α( ϵ)@ (∅ ,∅) & b ( aa )@(∅ ,∅)) &
X ( aa )@({A}, {X })

τT
= ( ( Α ( aa ) ( F )@∅ | b (ϵ ) ( F )@∅ ) &

( Α( a ) ( F )@∅ | b ( a ) ( F )@∅ ) &
( Α( ϵ) ( F )@∅ | b (aa ) ( F ) @∅ ) ) &
X ( aa ) (T )

τ F
= ( Α( aa ) (T ) & b (ϵ ) (T ) |

Α (a ) ( T ) & b ( a ) (T ) |
Α (ϵ ) (T ) & b ( aa ) (T ) ) &
X ( aa ) ( F )@ {A}
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Ορισμός  5.11. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους,  μη κενά και  πεπερασμένα σύνολα  Σ  και  V . 

Ορίζουμε τους δυαδικούς  ({t} , Σ , V )-όρους και  ({t} , Σ , V )-τύπους αληθοτιμών με μνήμη 

ανάλογα με τον ορισμό 5.9.

Έστω τώρα Τ το σύνολο αυτών των όρων και ⇝⊆ T2, όπου, για κάθε τ , υ ∈ Τ, τ ⇝ υ αν 

και μόνο αν υ= t  και ισχύει κάτι από τα παρακάτω:

• τ = A( w ) ( F ) @ M , όπου A∈ M

• ισχύει κάτι από όσα αναφέρονται στον ορισμό 5.9

Έστω τέλος μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0) και ψ = φeq−1
∘ disj ∘ and ∘ bin ∘ mem ' ∘ tv ∘ eq. Ορίζου-

με ότι →
rec

wf

G = →ψ ∪⇝ και το ⇒
rec

wf

G είναι η επέκταση του →
rec

wf

G.

Παράδειγμα 5.7. Οι πίνακες 5.5  και 5.6 απεικονίζουν τμήματα ακολουθιών  ⇒
rec

wf

G-αναγραφής 

που τερματίζουν, για τη γραμματική του παραδείγματος 4.1. Στο σχήμα 5.5 αναπαριστάνεται 

η ακολουθία του πίνακα 5.5 σε μορφή γραφήματος.

Πίνακας 5.5

L(aa)(T)

(A()(F)@0 & A(a)(F)@0 & A(aa)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

((&(a()(F)@0) & &(A()(F)@{A})) & A(a)(F)@0 & A(aa)(F)@0) & (a(a)(T) 
& X()(T) & X(a)(T))

((&(t) & &(A()(F)@{A})) & A(a)(F)@0 & A(aa)(F)@0) & (a(a)(T) & X()
(T) & X(a)(T))

((t & &(A()(F)@{A})) & A(a)(F)@0 & A(aa)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) 
& X(a)(T))

((t & &(t)) & A(a)(F)@0 & A(aa)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)
(T))

(&(t) & A(a)(F)@0 & A(aa)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

(t & A(a)(F)@0 & A(aa)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

(t & ((A()(F)@0 & a()(F)@0) & &()) & A(aa)(F)@0) & (a(a)(T) & X()
(T) & X(a)(T))

...

(t & ((t & a()(F)@0) & &()) & A(aa)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & 
X(a)(T))

(t & (&(t) & &()) & A(aa)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))
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(t & (t & &()) & A(aa)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

(t & &(t) & A(aa)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

(t & A(aa)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

(t & ((a(aa)(F)@0 & A(a)(F)@0 & a()(F)@0) & &())) & (a(a)(T) & X()
(T) & X(a)(T))

(t & ((t & A(a)(F)@0 & a()(F)@0) & &())) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)
(T))

...

(t & ((t & a()(F)@0) & &())) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

(t & (&(t) & &())) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

(t & (t & &())) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

(t & &(t)) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

&(t) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

t & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

...

&(t)

t

Πίνακας 5.6

L(aa)(T)

(A(aa)(F)@0 & b(aa)(F)@0 & b(a)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)
(T))

(((A()(F)@0 & A(a)(F)@0 & A(aa)(F)@{A}) & &(A(aa)(F)@{A})) & b(aa)
(F)@0 & b(a)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

...

(((t & A(a)(F)@0 & A(aa)(F)@{A}) & &(A(aa)(F)@{A})) & b(aa)(F)@0 & 
b(a)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

...

(((t & A(aa)(F)@{A}) & &(A(aa)(F)@{A})) & b(aa)(F)@0 & b(a)(F)@0) & 
(a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

((&(t) & &(A(aa)(F)@{A})) & b(aa)(F)@0 & b(a)(F)@0) & (a(a)(T) & 
X()(T) & X(a)(T))

((t & &(A(aa)(F)@{A})) & b(aa)(F)@0 & b(a)(F)@0) & (a(a)(T) & X()
(T) & X(a)(T))

((t & &(t)) & b(aa)(F)@0 & b(a)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)
(T))

(&(t) & b(aa)(F)@0 & b(a)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

(t & b(aa)(F)@0 & b(a)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

(t & b(a)(F)@0) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

&(t) & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))
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t & (a(a)(T) & X()(T) & X(a)(T))

...

&(t)

t

Σχήμα 5.5

Εικασία 5.7. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0), χ ∈ Σ ∪ V  και w ∈ Σ *. Ισχύουν τα 

παρακάτω:

• χ ( w ) (T ) ⇒
rec

wf

G
∗ t  αν και μόνο αν το Γ G( χ , w) έχει τιμή 1

• χ ( w ) ( F ) @ ∅ ⇒
rec

wf

G
∗ t αν και μόνο αν το Γ G( χ , w) έχει τιμή 0
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3. Συστήματα παραγωγής

Ορισμός 5.12. Έστω ένα μη κενό και πεπερασμένο σύνολο  Σ  και  w ∈ Σ *. Ορίζουμε ότι 

wconc
=( . , (w(i)(T ) )i<∣w∣).

5.1.1. Σημασιολογία Kripke-Kleene

Ορισμός 5.13. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα  Σ  και  V . 

Διευρύνουμε τους δυαδικούς  (Σ , V )-όρους και  (Σ , V )-τύπους γλωσσών χρησιμοποιώντας 

έναν επιπλέον συναρτησιακό τελεστή πεπερασμένων ακολουθιών /.

Όσον αφορά τους δυαδικούς όρους και τύπους (γλωσσών) χωρίς ~, κάθε όρος τ = (o , υ) που 

περιέχουν οι οποίοι, όπου o ∈ {. , :} (αντίστοιχα o ∈ {| , &}), έχει ως ορίσματα μόνο απλούς 

(αντίστοιχα σύνθετους) όρους, ορίζουμε τα εξής:

• για κάθε (σύνθετο) όρο τ = (. , υ), τ / = {τ }

• για κάθε (σύνθετο) όρο τ = (: , υ), τ /
= {(: , (( / , (υ(i)/) j<n (i )))i<∣υ∣) | n ∈ ω∣υ∣

}

• για κάθε (σύνθετο) όρο τ = (o , υ), όπου o ∈ {| , &}:

τ / = {(o , im (c )(υim(/))) | c ∈ C (υim (/))}

• για κάθε απλό τύπο φ = χ == τ, όπου το τ είναι σύνθετος όρος:

φmult
= (, , {χ == σ | σ ∈ τ /

})

• για κάθε  (σύνθετο) τύπο που περιέχει  απλούς τύπους μόνο της παραπάνω μορφής 

φ =(, , ψ), φmult
= (, , ψ im (mult)

)

Παράδειγμα 5.8.

τ = A( F ) : b ( F ) & a ( T ) . X (T )

τ /
∋ A( F ) / A ( F ) / A ( F ) : b ( F ) / b ( F ) & a (T ) . X (T )

τ /
∋ / ( A ( F ) ) : / ( ) & a (T ) . X (T )



100

Ορισμός 5.14. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα  Σ  και  V . 

Έστω ακόμη Τ το σύνολο των διευρυμένων δυαδικών (Σ , V )-όρων γλωσσών και ⇝⊆ T2, 

όπου, για κάθε τ , υ ∈ Τ, τ ⇝ υ αν και μόνο αν, για κάποιο w ∈ Σ *, υ= w conc και ισχύει κάτι 

από τα παρακάτω:

• τ = a ( F ), όπου a ∈ Σ  και (a)≠ w

• τ = a ( Τ ), όπου (a)= w

• τ = (. , σ),  όπου  υπάρχει  π ∈ (Σ *)
∣σ∣ με  ⋅π = w,  τέτοιο  ώστε,  για  κάθε  i <∣σ∣, 

σ (i)= π (i)conc

• τ = (: , σ ), όπου:

• για κάθε i <∣σ∣, σ (i )op= / και το σ (i)arg είναι “1-1”

• υπάρχει  c ∈ {π ∈ (Σ *)
∣σ∣

|⋅π = w} → {(i , j) | i<∣σ∣, j< ∣σ (i)arg∣} που  είναι 

“επί”,  τέτοιο  ώστε,  για  κάθε  π  στο  πεδίο  ορισμού  του,  θεωρώντας  ότι 

c (π) = (i , j), σ (i)arg
( j)= π (i)conc

• τ = (& , σ), όπου, για κάθε ρ ∈ σ , ρ= wconc

Έστω τέλος μία γραμματική  G = (Σ , V , φ , A0) και  ψ = φeq−1
∘ disj ∘ and ∘ mult ∘ bin ∘ eq.  Ορίζουμε 

ότι →
gen

kk

G = →ψ ∪⇝ και το ⇒
gen

kk

G είναι η επέκταση του →
gen

kk

G.

Παράδειγμα 5.9. Ο πίνακας 5.7 απεικονίζει μια ακολουθία  ⇒
gen

kk

G-αναγραφής που τερματίζει, 

για τη γραμματική του παραδείγματος 4.1. Στο σχήμα 5.6 αναπαριστάνεται η συγκεκριμένη 

ακολουθία σε μορφή γραφήματος. Ο πίνακας 5.8 απεικονίζει ένα τμήμα μιας ακολουθίας ⇒
gen

kk

G-

αναγραφής που τερματίζει, για τη γραμματική G =({a , b}, {L , A , B , X }, φ , L), όπου το φ 

είναι ο τύπος του παραδείγματος 1.4. Στο σχήμα 5.7 αναπαριστάνεται η συγκεκριμένη ακο-

λουθία σε μορφή γραφήματος. Τώρα, αντί να αναπαριστάνεται άμεσα το wconc που παράγεται 

από διάφορους όρους όταν  w≠ ϵ (κάτι που θα διόγκωνε ακόμη περισσότερο το γράφημα), 

χρησιμοποιούμε κάποιους ολικά διατεταγμένους “ρομβοειδείς” κόμβους με σταθερές ως επι-

γραφές  (στο συνολό τους  αντιστοιχούν στην παραγόμενη συμβολοσειρά) και  το  wconc για 
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κάποιον κόμβο προκύπτει από τους κόμβους αυτού του είδους που είναι απόγονοί του. Στους 

ορθογώνιους κόμβους σημειώνεται βοηθητικά και το τμήμα των “ρομβοειδών” κόμβων στο 

οποίο αντιστοιχούν (σημειώνεται το [ε] όταν παράγουν το ϵconc). Η συγκεκριμένη αναπαρά-

σταση είναι ανάλογη με τα συντακτικά “δέντρα” που ορίζονται στα [17] και [18].

Πίνακας 5.7

L(T)

/() : b(F) / b(F) / b(F) & a(T) . X(T) . X(T)

/() : (a(T) . a(T)) / b(F) / b(F) & a(T) . X(T) . X(T)

/() : (a(T) . a(T)) / .(a(T)) / b(F) & a(T) . X(T) . X(T)

/() : (a(T) . a(T)) / .(a(T)) / .() & a(T) . X(T) . X(T)

a(T) . a(T) & a(T) . X(T) . X(T)

a(T) . a(T) & .(a(T)) . X(T) . X(T)

a(T) . a(T) & .(a(T)) . &(.()) . X(T)

a(T) . a(T) & .(a(T)) . .() . X(T)

a(T) . a(T) & .(a(T)) . .() . &(.(a(T)))

a(T) . a(T) & .(a(T)) . .() . &(.(.(a(T))))

a(T) . a(T) & .(a(T)) . .() . &(.(a(T)))

a(T) . a(T) & .(a(T)) . .() . .(a(T))

&(a(T) . a(T))

a(T) . a(T)
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Σχήμα 5.6
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Πίνακας 5.8

L(T)

A(F) / A(F) / A(F) : B(F) / B(F) & B(F) / B(F) / B(F) : A(F) / A(F) 
& :(/(A(F))) & :(/(B(F)))

(/(X(F)) : /(A(F)) : /(X(F)) & :(/(a(F)))) / A(F) / A(F) : B(F) / 
B(F) & B(F) / B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/(A(F))) & :(/(B(F)))

(/(:(/(a(F))) & :(/(b(F)))) : /(A(F)) : /(X(F)) & :(/(a(F)))) / 
A(F) / A(F) : B(F) / B(F) & B(F) / B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/
(A(F))) & :(/(B(F)))

(/(:(/(.())) & :(/(b(F)))) : /(A(F)) : /(X(F)) & :(/(a(F)))) / A(F) 
/ A(F) : B(F) / B(F) & B(F) / B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/
(A(F))) & :(/(B(F)))

(/(.() & :(/(b(F)))) : /(A(F)) : /(X(F)) & :(/(a(F)))) / A(F) / 
A(F) : B(F) / B(F) & B(F) / B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/(A(F))) 
& :(/(B(F)))

(/(.() & :(/(.()))) : /(A(F)) : /(X(F)) & :(/(a(F)))) / A(F) / A(F) 
: B(F) / B(F) & B(F) / B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/(A(F))) & :(/
(B(F)))

(/(&(.())) : /(A(F)) : /(X(F)) & :(/(a(F)))) / A(F) / A(F) : B(F) / 
B(F) & B(F) / B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/(A(F))) & :(/(B(F)))

(/(.()) : /(A(F)) : /(X(F)) & :(/(a(F)))) / A(F) / A(F) : B(F) / 
B(F) & B(F) / B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/(A(F))) & :(/(B(F)))

(/(.()) : /(/(X(F)) : /() : /() & :(/(a(F)))) : /(X(F)) & :(/
(a(F)))) / A(F) / A(F) : B(F) / B(F) & B(F) / B(F) / B(F) : A(F) / 
A(F) & :(/(A(F))) & :(/(B(F)))

...

(/(.()) : /(.()) : /(.()) & :(/(a(F)))) / A(F) / A(F) : B(F) / B(F) 
& B(F) / B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/(A(F))) & :(/(B(F)))

(a(T) . b(T) & :(/(a(F)))) / A(F) / A(F) : B(F) / B(F) & B(F) / 
B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/(A(F))) & :(/(B(F)))

(a(T) . b(T) & :(/(a(T) . b(T)))) / A(F) / A(F) : B(F) / B(F) & 
B(F) / B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/(A(F))) & :(/(B(F)))

&(a(T) . b(T)) / A(F) / A(F) : B(F) / B(F) & B(F) / B(F) / B(F) : 
A(F) / A(F) & :(/(A(F))) & :(/(B(F)))

(a(T) . b(T)) / A(F) / A(F) : B(F) / B(F) & B(F) / B(F) / B(F) : 
A(F) / A(F) & :(/(A(F))) & :(/(B(F)))

(a(T) . b(T)) / (X(F) / X(F) : /(A(F)) : /(X(F)) & :(/(a(F)))) / 
A(F) : B(F) / B(F) & B(F) / B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/(A(F))) 
& :(/(B(F)))

(a(T) . b(T)) / (X(F) / X(F) : /(/(X(F)) : /() : /(X(F)) & :(/
(a(F)))) : /(X(F)) & :(/(a(F)))) / A(F) : B(F) / B(F) & B(F) / B(F) 
/ B(F) : A(F) / A(F) & :(/(A(F))) & :(/(B(F)))

...

(a(T) . b(T)) / (X(F) / X(F) : /(.(b(T))) : /(X(F)) & :(/(a(F)))) / 
A(F) : B(F) / B(F) & B(F) / B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/(A(F))) 
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& :(/(B(F)))

...

(a(T) . b(T)) / (a(T) . b(T) . a(T)) / A(F) : B(F) / B(F) & B(F) / 
B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/(A(F))) & :(/(B(F)))

...

(a(T) . b(T)) / (a(T) . b(T) . a(T)) / (a(T) . b(T) . a(T) . b(T)) 
: B(F) / B(F) & B(F) / B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/(A(F))) & :(/
(B(F)))

...

(a(T) . b(T)) / (a(T) . b(T) . a(T)) / (a(T) . b(T) . a(T) . b(T)) 
: (a(T) . b(T) . a(T) . b(T)) / (b(T) . a(T) . b(T)) & B(F) / 
B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/(A(F))) & :(/(B(F)))

a(T) . b(T) . a(T) . b(T) & B(F) / B(F) / B(F) : A(F) / A(F) & :(/
(A(F))) & :(/(B(F)))

...

a(T) . b(T) . a(T) . b(T) & :(/(A(F))) & :(/(B(F)))

...

a(T) . b(T) . a(T) . b(T) & :(/(B(F)))

&(a(T) . b(T) . a(T) . b(T))

a(T) . b(T) . a(T) . b(T)
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Σχήμα 5.7 (στην προηγούμενη σελίδα)

Εικασία 5.8. Έστω μία γραμματική G = (Σ , V , φ , A0), χ ∈ Σ ∪ V  και w ∈ Σ *. Ισχύουν τα 

παρακάτω:

• χ ( T ) ⇒
gen

kk

G
∗ w conc αν και μόνο αν χ ( w ) (T ) ⇒

rec

kk

G
∗ t

• χ ( F ) ⇒
gen

kk

G
∗ wconc αν και μόνο αν χ ( w ) ( F ) ⇒

rec

kk

G
∗ t

5.1.2. Καλά θεμελιωμένη σημασιολογία

Ορισμός 5.15. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα  Σ  και  V . 

Διευρύνουμε τους (Σ , V )-όρους και (Σ , V )-τύπους γλωσσών χρησιμοποιώντας έναν επιπλέ-

ον  μονομελή συναρτησιακό τελεστή  -. Όσον αφορά τους προηγούμενους τριαδικούς όρους 

και τύπους (γλωσσών) ορίζουμε τα εξής:

• για κάθε απλό όρο χ , χ neg
= χ

• για κάθε (σύνθετο) όρο τ = (~ , υ), τneg
=(- , τ )

• για  κάθε  σύνθετο  όρο  που  δεν  είναι  της  παραπάνω  μορφής  ή  τύπο  x =(o , y ), 

x neg= (o , y im(neg ))

Ορίζουμε το μετασχηματισμό bin για τέτοιους τριαδικούς τύπους θεωρώντας ότι, για κάθε όρο 

τ = (- , υ), τΤ
=( - , υΤ

) και τF
=( - , υF

). Ορίζουμε το μετασχηματισμό mult για τέτοιους δυαδι-

κούς τύπους θεωρώντας ότι, για κάθε όρο τ = (- , υ), τ / = {(- , σ ) | σ ∈ υ/}.

Παράδειγμα 5.10.

τ = ~ A . b & a . X τneg
= - ( ~ A . b ) & a . X

τT ∘ neg
= - ( A ( F ) : b ( F ) ) & a ( T ) . X (T )

τ / ∘ T ∘ neg
∋ - ( A( F ) / A( F ) / A ( F ) : b ( F ) / b ( F ) ) & a ( T ) . X ( T )
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Ορισμός 5.16. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα  Σ  και  V . 

Ορίζουμε τους δυαδικούς (Σ , V )-όρους και  (Σ , V )-τύπους γλωσσών με μνήμη ανάλογα με 

τους προηγούμενους, θεωρώντας ότι, για κάθε απλό τριαδικό όρο γλωσσών χ  και M ⊆ V , τα 

χ ( T ) και χ ( F ) @ Μ  είναι απλοί όροι του νέου είδους και χρησιμοποιώντας επιπλέον τον 

τελεστή / και δύο νέους μονομελείς συναρτησιακούς τελεστές # και *.

Όσον αφορά τους δυαδικούς όρους και τύπους (γλωσσών) με  / και  -, χωρίς  ~, κάθε όρος 

τ = (o , υ) που περιέχουν  οι  οποίοι,  όπου  o ∈ {. , /} (αντίστοιχα  o ∈ {| , & , - , :}), έχει  ως 

ορίσματα μόνο απλούς (αντίστοιχα σύνθετους) όρους, ορίζουμε τα εξής:

• για κάθε απλό όρο χ = ρ (Τ ) και M ⊆ V , χ @M
= χ

• για κάθε απλό όρο χ = Α( F ), όπου A∈ V , και M ⊆ V , χ @M
= χ @ Μ

• για κάθε απλό όρο χ = a ( F ), όπου a ∈ Σ , και M ⊆ V , χ @ M
= χ @ ∅

• για κάθε (σύνθετο) όρο τ = (- , υ) και M ⊆ V , τ@M
= υ@∅

• για κάθε (σύνθετο) όρο τ = (o , υ), όπου o ∈ {. , /}, και M ⊆ V :

• αν M = ∅, τότε τ@M
= (o , υim(@∅)

)

• αλλιώς:

τ@M
= {(o , (# υ(i)@∅)i<∣υ∣)} ∪ {(o , (# υ (i)@∅)i< j⋅(* υ(i)@M

)⋅(# υ(i)@∅) j≤i<∣υ∣ | j <∣υ∣)}

• για κάθε (σύνθετο) όρο τ = (: , υ) και M ⊆ V :

τ@M
= {( : , (c (υ(i)@ M

× {i})[0 ])i<∣υ∣) | c ∈ C ({υ(i)@M
× {i} | i<∣υ∣})}

• για κάθε (σύνθετο) όρο τ = (o , υ), όπου o ∈ {| , &}, και M ⊆ V :

τ@M
= {(o , im(c)(υim(@ M )

)) | c ∈ C (υ im(@ M )
)}

• για κάθε απλό τύπο φ = Α(Τ ) == τ , όπου A∈ V  και το τ είναι σύνθετος όρος:

φmem =(, , {Α( Τ ) == σ | σ ∈ τ@∅})

• για κάθε απλό τύπο φ = Α( F ) == τ , όπου A∈ V  και το τ είναι σύνθετος όρος:

φmem
=(, , {Α( F ) @ Μ == σ | M ⊆ V − {A}, σ ∈ τ@ Μ∪{A}

})

• για κάθε  (σύνθετο) τύπο που περιέχει απλούς τύπους μόνο των παραπάνω μορφών 

φ =(, , ψ), φmem
=(, , ψ im(mem)

)

Παράδειγμα 5.11.
τ = - ( A( F ) / A ( F ) : / ( b ( F ) ) ) & a (T ) . X ( T )
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Ορισμός 5.17. Έστω δύο ξένα μεταξύ τους, μη κενά και πεπερασμένα σύνολα  Σ  και  V . 

Έστω ακόμη Τ το σύνολο των διευρυμένων δυαδικών (Σ , V )-όρων γλωσσών με μνήμη και 

⇝⊆T2, όπου, για κάθε τ , υ ∈ Τ, τ ⇝ υ αν και μόνο αν, για κάποιο w ∈ Σ *, υ= w conc και 

ισχύει κάτι από τα παρακάτω:

• τ = Α( F ) @ Μ , όπου A∈ M

• τ = a ( F ) @ Μ , όπου a ∈ Σ  και (a)≠ w

• τ = a ( Τ ), όπου (a)= w

• τ = (. , σ), όπου υπάρχει π ∈ (Σ *)
∣σ∣ με ⋅π = w, τέτοιο ώστε να ισχύει η αντίστοιχη 

συνθήκη του ορισμού 5.14 ή, για κάθε i <∣σ∣:

• αν π (i )≠ w, τότε σ (i)= # π (i)conc

• αλλιώς, σ (i)= * π (i )conc

• τ = (: , σ ), όπου:

• για κάθε i <∣σ∣, σ (i )op
= / και το σ (i)arg είναι “1-1”

• υπάρχει  c ∈ {π ∈ (Σ *)
∣σ∣

|⋅π = w} → {(i , j) | i<∣σ∣, j< ∣σ (i)arg∣} που  είναι 

“επί”, τέτοιο ώστε να ισχύει η αντίστοιχη συνθήκη του ορισμού 5.14 ή, για 

κάθε π  στο πεδίο ορισμού του, θεωρώντας ότι c (π) = (i , j):

• αν π (i )≠ w, τότε σ (i)arg( j )= # π (i)conc

• αλλιώς, σ (i)arg( j)= * π (i )conc

• τ = (& , σ), όπου, για κάθε ρ ∈ σ , ρ= wconc

Έστω  τέλος  μία  γραμματική  G = (Σ , V , φ , A0) και  ψ = φeq−1
∘ disj ∘ and ∘ mem ∘ mult ∘ bin ∘ neg ∘ eq. 

Ορί-ζουμε ότι →
gen

wf

G = →ψ ∪⇝ και το ⇒
gen

wf

G είναι η επέκταση του →
gen

wf

G.

τ@ {A}
∋ A( F )@∅ / A ( F )@∅ : / ( b ( F )@∅ ) & * a (T ) . # X (T )

τ@ {A}
∋ A( F )@∅ / A ( F )@∅ : / ( b ( F )@∅ ) & #a (T ) . # X (T )

υ= - ( A (Τ ) . b (Τ ) ) & / ( a ( F ) ) : X ( F ) / X ( F )

υ@ {A}
∋ A( Τ ) . b ( Τ ) & / (# a ( F )@∅ ) : * X ( F )@ {A} / # X ( F )@∅

υ@ {A }∋ A( Τ ) . b ( Τ ) & / (* a ( F )@∅ ) : # X ( F )@∅ / * X ( F )@ {A}
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Παράδειγμα 5.12. Οι πίνακες 5.9 και 5.10 απεικονίζουν τμήματα ακολουθιών ⇒
gen

wf

G-αναγραφής 

που τερματίζουν, για τη γραμματική του παραδείγματος 4.1. Στο σχήμα 5.8 αναπαριστάνεται 

η ακολουθία του πίνακα 5.9 σε μορφή γραφήματος.

Πίνακας 5.9

L(T)

A(F)@0 / A(F)@0 / A(F)@0 : /() & a(T) . X(T) . X(T)

(/() : /(*a(F)@0) & :(/(*A(F)@{A}))) / A(F)@0 / A(F)@0 : /() & a(T) 
. X(T) . X(T)

(/() : /(*.()) & :(/(*A(F)@{A}))) / A(F)@0 / A(F)@0 : /() & a(T) . 
X(T) . X(T)

(.() & :(/(*A(F)@{A}))) / A(F)@0 / A(F)@0 : /() & a(T) . X(T) . 
X(T)

(.() & :(/(*.()))) / A(F)@0 / A(F)@0 : /() & a(T) . X(T) . X(T)

&(.()) / A(F)@0 / A(F)@0 : /() & a(T) . X(T) . X(T)

.() / A(F)@0 / A(F)@0 : /() & a(T) . X(T) . X(T)

.() / (/(#A(F)@0) : /(#a(F)@0) & :()) / A(F)@0 : /() & a(T) . 
X(T) . X(T)

...

.() / (/(#.()) : /(#a(F)@0) & :()) / A(F)@0 : /() & a(T) . X(T) . 
X(T)

.() / (/(#.()) : /(#.()) & :()) / A(F)@0 : /() & a(T) . X(T) . X(T)

.() / (.(a(T)) & :()) / A(F)@0 : /() & a(T) . X(T) . X(T)

.() / &(.(a(T))) / A(F)@0 : /() & a(T) . X(T) . X(T)

.() / .(a(T)) / A(F)@0 : /() & a(T) . X(T) . X(T)

.() / .(a(T)) / (/(#A(F)@0) : *a(F)@0 / #a(F)@0 & :()) : /() & a(T) 

. X(T) . X(T)

...

.() / .(a(T)) / (/(#.(a(T))) : *a(F)@0 / #a(F)@0 & :()) : /() & 
a(T) . X(T) . X(T)

.() / .(a(T)) / (/(#.(a(T))) : *(a(T) . a(T)) / #a(F)@0 & :()) : /
() & a(T) . X(T) . X(T)

.() / .(a(T)) / (/(#.(a(T))) : *(a(T) . a(T)) / #.() & :()) : /() & 
a(T) . X(T) . X(T)

.() / .(a(T)) / (a(T) . a(T) & :()) : /() & a(T) . X(T) . X(T)

.() / .(a(T)) / &(a(T) . a(T)) : /() & a(T) . X(T) . X(T)

.() / .(a(T)) / (a(T) . a(T)) : /() & a(T) . X(T) . X(T)

a(T) . a(T) & a(T) . X(T) . X(T)

...
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&(a(T) . a(T))

a(T) . a(T)

Πίνακας 5.10

L(T)

/(A(F)@0) : b(F)@0 / b(F)@0 & a(T) . X(T) . X(T)

/(#A(F)@0 / #A(F)@0 / *A(F)@{A} : /() & :(/(*A(F)@{A}))) : b(F)@0 / 
b(F)@0 & a(T) . X(T) . X(T)

...

/(#.() / #A(F)@0 / *A(F)@{A} : /() & :(/(*A(F)@{A}))) : b(F)@0 / 
b(F)@0 & a(T) . X(T) . X(T)

...

/(#.() / #.(a(T)) / *A(F)@{A} : /() & :(/(*A(F)@{A}))) : b(F)@0 / 
b(F)@0 & a(T) . X(T) . X(T)

/(#.() / #.(a(T)) / *(a(T) . a(T)) : /() & :(/(*A(F)@{A}))) : 
b(F)@0 / b(F)@0 & a(T) . X(T) . X(T)

/(a(T) . a(T) & :(/(*A(F)@{A}))) : b(F)@0 / b(F)@0 & a(T) . X(T) . 
X(T)

/(a(T) . a(T) & :(/(*(a(T) . a(T))))) : b(F)@0 / b(F)@0 & a(T) . 
X(T) . X(T)

/(&(a(T) . a(T))) : b(F)@0 / b(F)@0 & a(T) . X(T) . X(T)

/(a(T) . a(T)) : b(F)@0 / b(F)@0 & a(T) . X(T) . X(T)

/(a(T) . a(T)) : (a(T) . a(T)) / b(F)@0 & a(T) . X(T) . X(T)

/(a(T) . a(T)) : (a(T) . a(T)) / .(a(T)) & a(T) . X(T) . X(T)

a(T) . a(T) & a(T) . X(T) . X(T)

...

&(a(T) . a(T))

a(T) . a(T)
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Σχήμα 5.8

Εικασία 5.9. Έστω μία γραμματική  G = (Σ , V , φ , A0),  M ⊆ V ,  χ ∈ Σ ∪ V  και  w∈Σ *. 

Ισχύουν τα παρακάτω:

• χ ( T ) ⇒
gen

wf

G
∗ w conc αν και μόνο αν χ ( w ) (T ) ⇒

rec

wf

G
∗ t

• χ ( F ) @ M ⇒
gen

wf

G
∗ wconc αν και μόνο αν χ ( w ) ( F ) @ M ⇒

rec

wf

G
∗ t
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΠΡΟΕΚΤΑΣΕΙΣ

Ας εστιάσουμε κλείνοντας στην επέκταση των γραμματικών έτσι ώστε να μπορούν να εκφρά-

σουν την έννοια των συμφραζομένων. Μία πρώτη απόπειρα προς αυτή την κατεύθυνση έκανε 

ο Noam Chomsky ([2]) για τις απλές ασυμφραστικές γραμματικές, γενικεύοντας τα σχετικά 

συστήματα αναγραφής συμβολοσειρών, επιτρέποντας κανόνες της μορφής βAγ → βαγ. Αυτό 

το είδος γενίκευσης αφαιρεί από τις εκφράσεις που εμφανίζονται στους κανόνες την καθαρή 

δηλωτική τους σημασία και επιπλέον δίνει στις γραμματικές υπερβολικά μεγάλη εκφραστική 

δύναμη. Αν σε κάθε κανόνα  βAγ → βαγ, απαιτήσουμε ότι  α ≠ ϵ, τότε οι γραμματικές που 

προκύπτουν είναι ισοδύναμες με τις “μη φθίνουσες” γραμματικές (που έχουν κανόνες της 

μορφής α → β , όπου ∣α∣≤ ∣β∣) και παράγουν τις γλώσσες του NSPACE (n) που δεν περιλαμ-

βάνουν το  ϵ,  ενώ αλλιώς είναι ισοδύναμες με τις γραμματικές “χωρίς περιορισμούς” (που 

έχουν κανόνες της μορφής α → β) και παράγουν τις αναδρομικά αριθμήσιμες γλώσσες.

Θα δούμε σε αυτό το σημείο μία διαφορετική προσέγγιση στην έννοια των συμφραζομένων, 

ανάλογη με αυτή που γίνεται στο [1] για τις γραμματικές χωρίς άρνηση, η οποία φαίνεται να 

ξεπερνά τα προβλήματα της προηγούμενης. Για αυτό το σκοπό χρησιμοποιούμε στη θέση των 

απλών συμβολοσειρών τριάδες  συμβολοσειρών,  τις  οποίες  ονομάζουμε συμβολοσειρές  με 

συμφραζόμενα. Για μια τέτοια τριάδα w, ορίζουμε ότι wL
= w [0], wC

= w [1] και wR
= w[2 ]. 

Έστω ένα μη κενό και πεπερασμένο σύνολο Σ . Ορίζουμε τη σχέση “αριστερό συμφραζόμε-

νο” ◁⊆ ( (Σ *)
3)

2
, θεωρώντας ότι, για κάθε w , v ∈ (Σ *)

3
, w ◁ v αν και μόνο αν:

• wL
⋅wC

= vL

• vC
⋅vR

= wR

Ορίζουμε τη σχέση “δεξιό συμφραζόμενο” ▷ ως την αντίστροφη της σχέσης ◁. Έστω ακόμη 

ότι  W = {w ∈ (( Σ *)
3)
<ω

| ∣w∣> 0, ∀ i<∣w∣− 1 w(i) ◁ w (i + 1)}.  Ορίζουμε  την  πράξη 
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παράθεσης  συμβολοσειρών  με  συμφραζόμενα  ⋅∈ W → (Σ *)
3
,  θεωρώντας  ότι,  για  κάθε 

w ∈W,  ⋅w = (w (0)L , ⋅i<∣w∣w(i)C , w(∣w∣− 1)R). Ορίζουμε επίσης το σύνολο των γλωσσών 

με συμφραζόμενα επί του Σ , L = (Σ *)
3
→ V, όπου V το σύνολο των αληθοτιμών. Ορίζουμε 

τη συνάρτηση ◁' ∈ L → L, θεωρώντας ότι, για κάθε L ∈ L:

για κάθε w ∈ (Σ *)
3
, ◁' L (w) = ∨

v ∈ ( Σ *)
3

,
v ◁ w

L(v)

ενώ ανάλογα ορίζουμε και τη συνάρτηση ▷' ∈ L → L, χρησιμοποιώντας το ▷ αντί του ◁. 

Ορίζουμε τη συνάρτηση ⋅∈ L<ω
→ L, θεωρώντας ότι  ⋅ϵ = {w ∈ (Σ *)

3
| wC

= ϵ} και, για 

κάθε L ∈ L<ω με ∣L∣> 0:

για κάθε w ∈ (Σ *)
3
, ⋅L(w)= ∨

v ∈W ,
∣v∣=∣L∣,
⋅v = w

∧
i<∣L∣

L(i)(v (i))

ενώ ανάλογα ορίζουμε και τη συνάρτηση  ⊙ ∈ L<ω
→ L, αντικαθιστώντας το  wC

= ϵ με 

wC
≠ ϵ και ανταλλάσσοντας τα ∨  και ∧  1. Τέλος, ορίζουμε τις συναρτήσεις ∪ , ∩  και 

 για γλώσσες με συμφραζόμενα αντίστοιχα με την περίπτωση των απλών γλωσσών.

Όσον αφορά το συντακτικό μέρος,  για  δύο ξένα μεταξύ τους,  μη κενά και  πεπερασμένα 

σύνολα Σ  και V , διευρύνουμε τους (Σ , V )-όρους και (Σ , V )-τύπους με δύο νέους μονομε-

λείς συναρτησιακούς τελεστές <  και > . Για να ορίσουμε τις γραμματικές με συμφραζόμενα 

τροποποιούμε τον ορισμό των κανονικών όρων και τύπων ως εξής:

• για κάθε κανονικό όρο παράθεσης τ, το < τ  είναι κανονικός όρος αριστερών συμφρα-

ζομένων και το > τ  είναι κανονικός όρος δεξιών συμφραζομένων

• για κάθε κανονικό όρο παράθεσης ή αριστερών συμφραζομένων ή δεξιών συμφραζο-

μένων τ, το ~ τ  είναι κανονικός όρος άρνησης

• για κάθε μη κενό και πεπερασμένο σύνολο κανονικών όρων παράθεσης ή αριστερών 

συμφραζομένων ή δεξιών συμφραζομένων ή άρνησης τ,  το  (& , τ ) είναι  κανονικός 

όρος σύζευξης

Ερμηνεύουμε τους όρους ως γλώσσες με συμφραζόμενα θεωρώντας τα παρακάτω:

• για κάθε a ∈ Σ , ⟦a⟧ = {w ∈ (Σ *)
3

| wC
=(a)}

• ⟦<⟧ =◁' , ⟦>⟧=▷'

1 Για να ορίσουμε τις  συγκεκριμένες  συναρτήσεις  αμεσότερα μέσω των  ⋅, ∨  και  ∧ ,  θα  έπρεπε  να 
ορίσουμε την παράθεση συμβολοσειρών με συμφραζόμενα ως σχέση, θεωρώντας επιπλέον πως, για κάθε 
w ∈ (Σ *)

3
, ⋅(ϵ , w) αν και μόνο αν wC

=ϵ.
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Με βάση τα όσα ειπώθηκαν μέχρι  εδώ μπορούμε σχετικά εύκολα να προσαρμόσουμε τις 

σημασιολογικές προσεγγίσεις των κεφαλαίων 2 και 3 για τις γραμματικές με συμφραζόμενα, 

έτσι ώστε να ορίζουν γλώσσες με συμφραζόμενα. Από μια τέτοια γλώσσα L παίρνουμε μια 

απλή γλώσσα L ' , θεωρώντας πως, για κάθε w ∈ Σ *, L ' (w)= L((ϵ , w , ϵ)).

Παράδειγμα 6.1. Το G = ({a , b}, {D , R , L , M , N , C , E , V , W }, φ , R), όπου το φ είναι 

ο παρακάτω τύπος:

είναι μια γραμματική με συμφραζόμενα. Η γλώσσα που ορίζει αποτελείται από τις συμβολο-

σειρές που περιλαμβάνουν τμήματα συνεχόμενων a  διαχωρισμένα με ένα b και, θεωρώντας 

πως το πρώτο τέτοιο τμήμα αναπαριστά έναν κόμβο-αφετηρία, το τελευταίο αναπαριστά έναν 

κόμβο-προορισμό και τα ενδιάμεσα αναπαριστούν, ανά δύο, τις ακμές κάποιου γραφήματος, 

στο  αναπαριστάμενο  γράφημα  υπάρχει  διαδρομή  από  τον  κόμβο-αφετηρία  στον  κόμβο-

προορισμό. Το G ορίζει δηλαδή μια μορφή του προβλήματος REACHABILITY. Διαισθητικά, 

μπορούμε να πούμε πως το M  (από το “matching”) χρησιμοποιείται για την ταυτοποίηση δύο 

αναπαραστάσεων του ίδιου κόμβου, το R (από το “right”) για την αναζήτηση του επόμενου 

βήματος της διαδρομής προς τα δεξιά, το L (από το “left”) για την αναζήτηση του επόμενου 

βήματος προς τα αριστερά και το D (από το “direction”) για την επιλογή κατεύθυνσης αναζή-

τησης. Τα ~> a και ~> b προσδιορίζουν πως το E  αφορά τμήμα της αρχικής συμβολοσει-

ράς που εκτείνεται μέχρι το τέλος της. Η συγκεκριμένη γραμματική είναι ανάλογη με μια από 

τις γραμματικές που παρουσιάζονται στο [1].

D>= R , D >= V . L ,
R>= M . b . D , R>= M ,
L>= b . V . b . W &< b . N , L>= b . V & < b . N ,
M >= a . M . a , M >= a . b . W . b . a , M >= a . b . a ,
N >= M & C . W . b . V ,
C >= V . b &> E ,
E >= D & ~ > a & ~ > b ,
V >= a . V , V >= a ,
W >= V . b . V . b . W , W >= V . b . V
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Απόδειξη 2.1. Έστω ∨ , ∧  οι πράξεις ένωσης και τομής, αντίστοιχα, του (S ,≤). Αποδει-

κνύουμε αρχικά τις κατευθύνσεις “αν”. Για την πρώτη πρόταση, ας υποθέσουμε ότι το (S ,≤) 

είναι φραγμένα πλήρες. Έστω κάποιο μη κενό T ⊆ S  και U = {s ∈ S | ∀ t ∈ T s ≤ t}. Βλέ-

πουμε πως, για κάθε t∈T , για κάθε u ∈ U , t ≥ u, δηλαδή το t  είναι άνω φράγμα του U . Αφού 

το T  δεν είναι κενό, συμπεραίνουμε ότι το U  έχει κάποιο άνω φράγμα, άρα το ∨U  ορίζε-

ται. Έχουμε ακόμη ότι, για κάθε t ∈ T , αφού το t  είναι άνω φράγμα του U , ∨U ≤ t . Συνε-

πώς ∨U ∈ U , οπότε το ∨U  είναι το μέγιστο στοιχείο του U , δηλαδή το μέγιστο κάτω 

φράγμα του T . Για τη δεύτερη πρόταση, αν το (S ,≤) είναι πλήρες, τότε είναι και φραγμένα 

πλήρες, οπότε κάθε μη κενό T ⊆ S  έχει μέγιστο κάτω φράγμα ενώ επιπλέον ∧∅ =∨ S .

Τώρα αποδεικνύουμε και τις κατευθύνσεις “μόνο αν”. Για την πρώτη πρόταση, ας υποθέσου-

με ότι κάθε μη κενό  T ⊆ S  έχει μέγιστο κάτω φράγμα. Έστω κάποιο φραγμένο  U ⊆ S  και 

T = {s ∈ S | ∀ u ∈ U s≥ u }.  Αφού το  U  έχει  άνω φράγμα, συμπεραίνουμε ότι το  T  δεν 

είναι κενό, άρα το ∧ T  ορίζεται. Έχουμε ακόμη ότι, για κάθε u ∈ U , για κάθε t ∈ T , u ≤ t, 

δηλαδή το  u είναι κάτω φράγμα του  T  και έτσι  ∧ T ≥ u. Συνεπώς  ∧ T ∈T , οπότε το 

∧ T  είναι το ελάχιστο στοιχείο του  T ,  δηλαδή το ελάχιστο άνω φράγμα του  U .  Για τη 

δεύτερη πρόταση, αν κάθε T ⊆ S  έχει μέγιστο κάτω φράγμα, τότε κάθε μη κενό T ⊆ S  έχει 

μέγιστο κάτω φράγμα, οπότε το (S ,≤) είναι φραγμένα πλήρες και, δεδομένου ότι το ∧∅ 

είναι άνω φράγμα του S , δηλαδή ότι κάθε U ⊆ S  είναι φραγμένο, το (S ,≤) είναι πλήρες.
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Απόδειξη 2.2.  Έστω κάποια  s ∈ S  και  T ⊆ S . Για την πρώτη πρόταση, παρατηρώντας ότι 

{s}∪ T =∪
t ∈ T
{s , t }, έχουμε τα παρακάτω:

s ⊕⊕ T = ⊕ {s}⊕ ⊕ T = ⊕
P ∈ {{s} , T }

⊕ P =⊕ ({s}∪ T )=⊕∪
t ∈ T
{s , t}=

⊕
P ∈ {{s , t } | t ∈ T }

⊕ P =⊕
t ∈ T

( s ⊕ t )

Για τη δεύτερη πρόταση, παρατηρώντας ότι:

C ({{s}, T }) = {c ∈ {{s}, T } → S | c ({s}) ∈ {s}, c(T ) ∈ T }= {{({s}, s) , (T , t)} | t ∈ T }

έχουμε τα παρακάτω:

s ⊗⊕ T = ⊕ {s}⊗ ⊕ T = ⊗
P ∈ {{s} , T }

⊕ P = ⊕
c ∈ C ({{s }, T })

⊗
P ∈ {{s}, T }

c(P)=

⊕
c ∈ C ({{s}, T })

(c ({s})⊗ c (T ))=⊕
t ∈ T

({({s} , s ) , (T , t)}({s}) ⊗ {({s}, s) , (T , t)}(T ))=⊕
t ∈ T

( s ⊗ t )

Απόδειξη 2.4. Έστω ∨ , ∧  οι πράξεις ένωσης και τομής, αντίστοιχα, του (S ,≤). Για την 

πρώτη πρόταση, για δύο τέτοια s , t ∈ S , έχουμε τα παρακάτω:

t = t ∧∧∅= t ∧ ( s∨¬s )= ( t ∧ s )∨ ( t ∧¬s )=∨∅∨ (t ∧¬s )=

( s∧¬s )∨ (t ∧¬s )= (s ∨ t ) ∧¬s=∧∅∧¬s =¬s

Για τη δεύτερη πρόταση, έστω  ¬' ∈ S → S μία πράξη συμπλήρωσης του  (S ,≤). Για κάθε 

s ∈ S , αφού το (s , ¬' s) είναι συνεπές και πλήρες, λόγω της πρώτης πρότασης, ¬' s=¬s.

Λαμβάνοντας υπ' όψιν την πρώτη πρόταση, προχωρούμε και στην τρίτη.

• Για κάθε s ∈ S , αφού το (¬s , s) είναι συνεπές και πλήρες, s=¬¬s.

• Για κάθε T ⊆ S, έχουμε τα εξής:

• ∨ T ∧∧
s ∈ T
¬s=∨

t ∈T (t ∧∧s ∈ T
¬s)=∨t ∈ T

(∨∅)=∨∅

Για την τρίτη ισότητα παρατηρούμε πως, για κάθε t ∈ T , αφού t ∧¬t =∨∅ 

και  ∧
s ∈ T
¬s≤¬t , t ∧∧

s ∈ T
¬s=∨∅. Η τελευταία ισότητα ισχύει επειδή, αν 

T =∅, τότε {∨∅ | s ∈ T }= ∅ ενώ αλλιώς {∨∅ | s ∈ T }= {∨∅} (και, 

για κάθε s ∈ S , ∨ {s} = s).

• ∨ T ∨∧
s ∈ T
¬s=∧

s ∈ T
(∨ T ∨¬s)=∧

s ∈ T
(∧∅)=∧∅

Η αιτιολόγηση είναι αντίστοιχη με προηγουμένως.

Το (∨ T , ∧
s ∈ T
¬s ) είναι λοιπόν συνεπές και πλήρες και έτσι ∧

s ∈ T
¬s =¬∨ T .

• Για κάθε s , t ∈ S , s∧¬s =∨∅≤∧∅= t ∨¬t.
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Απόδειξη 2.5. Έστω κάποιο πεπερασμένο U 1⊆ im( f )(T ). Μπορούμε να δούμε πως υπάρχει 

πεπερασμένο U 0⊆ T , τέτοιo ώστε:

• U 1= im( f )(U 0)

• αφού το T  είναι κατευθυνόμενο, υπάρχει t ∈ T , τέτοιο ώστε, για κάθε s ∈ U 0, s ≤0 t , 

δηλαδή, λόγω της μονοτονίας του f , f (s) ≤1 f ( t), και συνεπώς το f (t) να είναι άνω 

φράγμα του im ( f )(U 0)

Υπάρχει λοιπόν t ∈ T , τέτοιο ώστε το f (t) να είναι άνω φράγμα του U 1, και έτσι το U 1 έχει 

άνω φράγμα στο im ( f )(T ).

Απόδειξη 2.7. Για την πρώτη πρόταση, κατ' αρχάς μπορούμε σχετικά εύκολα να πιστοποιή-

σουμε πως η σχέση ≤
pw : D

 είναι μεταβατική, αντισυμμετρική και ανακλαστική. Αποδεικνύουμε 

τώρα ότι, για κάθε F ⊆ D → S  το οποίο έχει ελάχιστο άνω φράγμα, το ∨
pw : D

F  ορίζεται. Για 

κάθε F ⊆ D → S  με ελάχιστο άνω φράγμα κάποιο g ∈ D → S , μπορούμε να δούμε ότι, για 

κάθε  d ∈ D,  το  g (d ) είναι  το  ελάχιστο  άνω  φράγμα  του  { f (d ) | f ∈ F } και  έτσι  το 

∨
f ∈ F

f (d ) ορίζεται,  οπότε  το  ∨
pw : D

F  ορίζεται.  Για  να  καταλήξουμε  στο  ζητούμενο 

συμπέρασμα για το ∨
pw : D

, αποδεικνύουμε και ότι, για κάθε F ⊆ D→S  για το οποίο το ∨
pw : D

F  

ορίζεται, το ∨
pw : D

F  είναι άνω φράγμα του F  και μάλιστα το ελάχιστο. Έστω λοιπόν ένα τέτοιο 

F ⊆ D→S .

• Για  το  πρώτο  ζητούμενο,  έστω κάποιο  g ∈ D → S .  Έχουμε ότι,  για  κάθε  d ∈ D, 

g (d ) ∈ { f (d ) | f ∈ F } και έτσι g (d )≤∨
f ∈ F

f (d )= (∨
pw : D

F )(d ), αφού το ∨
f ∈ F

f (d ) 

είναι άνω φράγμα του προηγούμενου συνόλου, οπότε g ≤
pw : D ∨

pw : D

F .

• Για το δεύτερο ζητούμενο, έστω κάποιο άνω φράγμα του F , g ∈ D → S . Έχουμε ότι, 

για  κάθε  d ∈ D,  το  g (d ) είναι  άνω φράγμα του  { f (d ) | f ∈ F } και  έτσι  g (d )≥

∨
f ∈ F

f (d )= (∨
pw: D

F )(d ), αφού το ∨
f ∈ F

f (d ) είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του προη-
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γούμενου συνόλου, οπότε g ≥
pw : D ∨

pw : D

F .

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται και ότι το ∧
pw : D

 είναι η πράξη τομής του (D → S , ≤
pw : D

).

Για τις τρεις πρώτες περιπτώσεις στην επόμενη πρόταση έχουμε τα παρακάτω:

• αν το (S ,≤) είναι πλήρες, τότε, για κάθε F ⊆ D → S , ισχύει ότι, για κάθε d ∈ D, το 

∨
f ∈ F

f (d ) ορίζεται, οπότε το ∨
pw : D

F  ορίζεται

• αν  το  (S ,≤) είναι  φραγμένα  (αντίστοιχα  κατευθυνόμενα)  πλήρες,  τότε,  για  κάθε 

φραγμένο (αντίστοιχα κατευθυνόμενο) F ⊆ D → S , μπορούμε να δούμε ότι, για κάθε 

d ∈ D, το  { f (d ) | f ∈ F } είναι φραγμένο (αντίστοιχα κατευθυνόμενο) και έτσι το 

∨
f ∈ F

f (d ) ορίζεται, οπότε το ∨
pw : D

F  ορίζεται

Τώρα,  για την περίπτωση που το  (S ,≤) είναι  πλήρως επιμεριστικό,  έστω ένα σύνολο  I , 

f ∈ I → (D → S ) και U ⊆ 2 I . Λαμβάνοντας υπ' όψιν και το θεώρημα 2.3, μπορούμε να δού-

με ότι,  για κάθε  d ∈ D,  ∧
J ∈ U
∨
i ∈ J

f (i)(d )= ∨
c ∈ C (U )

∧
J ∈ U

f (c (J ))(d ),  οπότε  ∧
J ∈ U

pw : D

∨
i ∈ J

pw : D

f (i) =

∨
c ∈ C (U )

pw : D

∧
J ∈ U

pw : D

f (c( J )). Tο ζητούμενο προκύπτει χρησιμοποιώντας και πάλι το θεώρημα 2.3.

Αν το (S ,≤) είναι πλήρως επιμεριστικό δικτυωτό Boole με πράξη συμπλήρωσης το ¬, τότε, 

για κάθε f ∈ D → S , ισχύει ότι:

• για κάθε d ∈ D, f (d ) ∧ ¬ f (d )= ∨∅, οπότε f ∧
pw : D

¬
pw : D

f =∨
pw : D

∅

• για κάθε d ∈ D, f (d ) ∨ ¬ f (d )= ∧∅, οπότε f ∨
pw: D

¬
pw : D

f =∧
pw : D

∅

Τέλος, αν το (S ,≤ , ¬) είναι πλήρως επιμεριστικό δικτυωτό Kleene, τότε:

• για  κάθε  f ∈ D → S ,  ισχύει  ότι,  για  κάθε  d ∈ D,  ¬¬ f (d )= f (d ),  οπότε 

¬
pw : D

¬
pw : D

f = f

• για κάθε  F ⊆ D → S , ισχύει ότι,  για κάθε  d ∈ D,  ¬∨
f ∈ F

f (d )= ∧
f ∈ F
¬ f (d ), οπότε 

¬
pw : D ∨

pw : D

F =∧
f ∈ F

pw : D

¬
pw : D

f

για κάθε f , g ∈ D → S , ισχύει ότι, για κάθε d ∈ D, f (d ) ∧ ¬ f (d )≤ g (d ) ∨¬g (d ), οπότε 

f ∧
pw : D

¬
pw : D

f ≤
pw : D

g ∨
pw : D

¬
pw : D

g
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Απόδειξη 2.8. Μπορούμε σχετικά εύκολα να πιστοποιήσουμε πως η σχέση ≤
lex

 είναι μεταβατι-

κή, αντισυμμετρική και ανακλαστική. Αποδεικνύουμε τώρα ότι, για κάθε Τ ⊆ Sω, το ∨
lex

T  

είναι άνω φράγμα του και μάλιστα το ελάχιστο. Έστω λοιπόν κάποιο Τ ⊆ Sω.

• Για το πρώτο ζητούμενο, έστω κάποιο t ∈ T  διαφορετικό από το ∨
lex

T  (αν ήταν ίσο 

το ζητούμενο θα ίσχυε τετριμμένα) και j το πρώτο i <ω για το οποίο (∨
lex

T )(i)≠

t (i). Ισχύει κατ'αρχάς ότι, για κάθε i < j ,  t (i)= (∨
lex

T )(i) (1). Το (1) σημαίνει πως 

t ( j) ∈ {s( j) | s ∈ T και ∀ i< j s(i) = (∨
lex

T )(i)},  άρα  t ( j) ≤ (∨
lex

Τ )( j ) (2), 

αφού το  (∨
lex

Τ )( j) είναι  άνω φράγμα του προηγούμενου συνόλου.  Το ζητούμενο 

προκύπτει από τα (1) και (2) και το γεγονός ότι t ( j) ≠ (∨
lex

T )( j) (που ισχύει λόγω 

της υπόθεσης για το j).

• Για το δεύτερο ζητούμενο, έστω κάποιο άνω φράγμα του T , t ∈ S ω, διαφορετικό από 

το ∨
lex

T  (αν ήταν ίσο το ζητούμενο θα ίσχυε τετριμμένα) και j το πρώτο i <ω για το 

οποίο (∨
lex

T )(i)≠ t (i). Ισχύει λοιπόν ότι, για κάθε i < j , t (i )= (∨
lex

T )(i) (1). Από 

το (1) και το γεγονός ότι το  t  είναι άνω φράγμα του  T  συμπεραίνουμε πως το  t ( j) 

είναι άνω φράγμα του  {s( j) | s ∈ T και ∀ i < j s(i) = (∨
lex

T )(i)}, δηλαδή  t ( j) ≥

(∨
lex

Τ )( j) (2), αφού το  (∨
lex

Τ )( j) είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του προηγούμε-

νου συνόλου. Το ζητούμενο προκύπτει από τα (1) και (2) και το γεγονός ότι  t ( j) ≠

(∨
lex

T )( j) (που ισχύει λόγω της υπόθεσης για το j).

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται και ότι, για κάθε Τ ⊆ Sω, το ∧
lex

T  είναι κάτω φράγμα του 

και μάλιστα το μέγιστο.
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Απόδειξη  2.9. Για  την  πρώτη  πρόταση,  ανάλογα  με  την  απόδειξη  του  θεωρήματος  2.7 

μπορούμε να δούμε πως το (S2 , ≤t ) είναι πλήρως επιμεριστικό ΜΔΣ με πράξεις ένωσης και 

τομής τα ∨ t και  ∧ t, αντίστοιχα. Αποδεικνύουμε λοιπόν ότι, για κάθε  Τ ⊆ S (3 ),  ∨ t T ,

∧ t T ∈ S (3). Για κάθε Τ ⊆ S (3), έχουμε:

(∨ t T )
T

∧ (∨ t T )
F

=∨
s ∈ T

sT ∧∧
s ∈ T

sF =∨
s ∈ T (s

T ∧∧
t ∈T

t F

)=∨s ∈ T
(∨∅)=∨∅

Για την τρίτη ισότητα παρατηρούμε πως, για κάθε s ∈ T , αφού sT
∧ sF

=∨∅ και ∧
t ∈ T

t F
≤

sF , sT
∧∧

t ∈ T
t F
=∨∅. Η τελευταία ισότητα ισχύει επειδή, αν T =∅, τότε {∨∅ | s ∈ T }

=∅ ενώ αλλιώς {∨∅ | s ∈ T }= {∨∅}. Με αυτό τον τρόπο προκύπτει το ζητούμενο για 

το  ∨ t T  ενώ το ζητούμενο για το  ∧ t T  αποδεικνύεται ανάλογα. Για να ολοκληρωθεί η 

απόδειξη της πρώτης πρότασης, βλέπουμε πως, για κάθε s ∈ S (3), r (s) ∈ S(3) ενώ πιστοποιού-

με και τις απαραίτητες ιδιότητες του r |S (3) ως εξής:

• για κάθε s ∈ S (3):

r ( r(s))= r((sF , sT
))= ((s F , sT

)
F , (sF , sT

)
T
)= (sT , sF

) = s

• για κάθε T ⊆ S (3 ):

r (∨ t T ) = r((∨
s ∈ T

sT ,∧
s ∈ T

sF
))= (∧

s ∈ T
s F , ∨

s ∈ T
sT
) =∧ t

s ∈ T
(sF , sT

)= ∧ t

s ∈ T
r(s)

• για κάθε s , t ∈ S(3):

s∧t r(s) = (sT
∧ r(s )T , sF

∨ r(s )F )= (sT
∧ sF , s F

∨ r(s)F) = (∨∅ , sF
∨ r (s)F) ≤t

(tT ∨ r(t )T ,∨∅) =( tT ∨ r( t)T , tF ∧ tT)= (tT ∨ r (t)T , t F ∧ r(t )F )= t ∨t r (t)

Για τη δεύτερη πρόταση, ανάλογα με την απόδειξη του θεωρήματος 2.7 μπορούμε να δούμε 

πως το (S2 , ≤i ) είναι πλήρες ΜΔΣ με πράξεις ένωσης και τομής τα ∨ i και ∧ i, αντίστοι-

χα, κάτι που συνεπάγεται και τη δεύτερη υποπρότασή της. Αποδεικνύουμε τώρα ότι, για κάθε 

μη κενό Τ ⊆ S (3 ), ∧ i T ∈ S(3) (1). Για κάθε τέτοιο Τ ⊆ S(3 ), έχουμε:

(∧ i T )
T

∧ (∧ i T )
F

=∧
s ∈T

sT
∧∧

s ∈ T
sF
=∧

s ∈ T (s
T
∧∧

t ∈ T
tF

)=∧s ∈ T
(∨∅)=∨∅

Έτσι, κάθε μη κενό Τ ⊆ S (3 ) έχει μέγιστο κάτω φράγμα και, σύμφωνα με το θεώρημα 2.1, το 

(S(3) , ≤
i
) είναι φραγμένα πλήρες. Για να αποδείξουμε ότι είναι και κατευθυνόμενα πλήρες, 
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αρκεί να αποδείξουμε ότι, για κάθε κατευθυνόμενο Τ ⊆ S(3 ),  ∨ i T ∈ S(3). Για κάθε τέτοιο 

Τ ⊆ S(3 ), έχουμε:

(∨ i T )
T

∧ (∨ i T )
F

=∨
s ∈T

sT
∧∨

s ∈ T
sF
=∨

s ∈ T (s
T
∧∨

t ∈ T
tF

)=∨s ∈ T (∨t ∈ T
(sT
∧ tF ))=

∨
s ∈ T (∨t ∈ T

(∨∅))=∨s ∈T
(∨∅)=∨∅

Για την τέταρτη ισότητα παρατηρούμε ότι, για κάθε s , t ∈ T , αφού το Τ  είναι κατευθυνόμε-

νο,  υπάρχει  u ∈ T  που είναι  άνω φράγμα του  {s , t},  δηλαδή  sT
≤ uT και  tF

≤ u F,  οπότε 

sT
∧ tF

≤ uT
∧ u F

=∨∅ και έτσι sT
∧ tF

=∨∅ (για το ζητούμενο λαμβάνουμε υπ' όψιν 

και ότι το Τ  είναι μη κενό). Τέλος, για την πρώτη υποπρόταση έχουμε ότι, για κάθε T ⊆ S(3 ):

• αν το T  έχει ως ελάχιστο άνω φράγμα κάποιο s ∈ S (3), τότε, αφού το ∨ i T  είναι το 

ελάχιστο άνω φράγμα του στο S2, ∨ i T ≤i s, άρα (∨ i T )
T

∧ (∨ i T )
F

≤ sT
∧ sF

=

∨∅ και έτσι ∨ i T ∈ S (3 )

• αν το T  έχει ως μέγιστο κάτω φράγμα κάποιο s ∈ S (3), τότε, αν το T  είναι μη κενό, το 

ζητούμενο προκύπτει από το (1) ενώ αλλιώς συμπεραίνουμε πως s ≥i (∧∅ , ∨∅) 

και s ≥i (∨∅ , ∧∅), δηλαδή s= (∧∅ ,∧∅) =∧ i T  και έτσι ∧ i T ∈ S(3 )

Για την τρίτη πρόταση, από το θεώρημα 2.7 και την πρώτη πρόταση συμπεραίνουμε πως το 

(S (3)
ω , ≤t

pw

, r |S (3)
pw

) είναι πλήρως επιμεριστικό δικτυωτό Kleene με πράξεις ένωσης και τομής τα 

∨ t |S( 3)

pw

 και  ∧ t |S( 3)

pw

,  αντίστοιχα.  Αποδεικνύουμε  τώρα  ότι,  για  κάθε  Τ ⊆ S(∞),  ∨ t
pw

T ,

∧ t
pw

T ∈ S (∞). Για κάθε Τ ⊆ S (∞), έχουμε ότι, για κάθε i , j <ω με i ≤ j:

(∨ t
pw

T )(i)=∨ t

s ∈ T
s(i) ≤i ∨ t

s ∈ T
s( j)= (∨ t

pw

T )( j)

Η ανισότητα ισχύει επειδή, για κάθε  s ∈ T ,  s (i)T ≤ s( j)T  (αντίστοιχα  s (i)F ≤ s( j)F ), λόγω 

της μονοτονίας του s που συνεπάγεται και τη μονοτονία ως προς ≤  του (s (k )T)k < ω (αντίστοι-

χα (s (k )F )k < ω), οπότε ∨
s ∈ T

s (i)T ≤∨
s ∈ T

s ( j )T  (∧
s ∈ T

s (i)F ≤∧
s ∈ T

s ( j)F).

Έτσι προκύπτει το ζητούμενο για το ∨ t
pw

T  ενώ το ζητούμενο για το ∧ t
pw

T  αποδεικνύεται 

ανάλογα. Από τον ορισμό της πράξης αντιστροφής και της εκδοχής πληροφορίας είναι σχετι-
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κά φανερό ότι, για κάθε s ∈ S (∞), r
pw

(s) ∈ S (∞). Το αντίστοιχο μπορούμε να συμπεράνουμε και 

για την πράξη ∨ i
∅-ολίσθησης του S (3 ) (σημειώνουμε ότι, αφού το (S (3) , ≤

t
) είναι πλήρες, 

το S (3 ) είναι μη κενό, δηλαδή το ∅ είναι φραγμένο και έτσι ∨ i
∅ ∈ S (3)), δεδομένου ότι το 

∨ i
∅ είναι το ελάχιστο στοιχείο ως προς ≤i  του S (3 ).

Απόδειξη 2.10. Για την πρώτη πρόταση, όπως αναφέραμε και στην απόδειξη του θεωρήματος 

2.9, μπορεί να αποδειχτεί πως το (S2 , ≤t
) είναι πλήρως επιμεριστικό ΜΔΣ με πράξεις ένωσης 

και τομής τα ∨ t και ∧ t, αντίστοιχα. Ακόμη, με τρόπο ανάλογο με αυτόν που αποδεικνύ-

εται πως, για κάθε  Τ ⊆ S (3 ),  ∨ t T , ∧ t T ∈ S (3) μπορεί να αποδειχτεί και πως, για κάθε 

Τ ⊆ S ' ,  ∨ t T , ∧ t T ∈ S ' . Τέλος, το r |S ' είναι πράξη συμπλήρωσης του (S ' , ≤t ) αφού, 

για κάθε s ∈ S ' , r (s) ∈ S '  και επιπλέον:

• s ∧t r (s) = (sT
∧ s F , sF

∨ sT
)= (∨∅ ,∧∅) =∨ t

∅

• s ∨t r (s) = (sT
∨ s F , sF

∧ sT
)= (∧∅ ,∨∅) =∧ t

∅

Για την τρίτη πρόταση, έστω ότι το  (S ,≤) είναι δικτυωτό  Boole  με πράξη συμπλήρωσης 

κάποιο ¬. Αρχικά θα αποδείξουμε πως κάθε στοιχείο του S '  είναι μεγιστικό ως προς ≤i  στοι-

χείο του S (3 ). Έστω λοιπόν κάποιο  s ∈ S '  και κάποιο t ∈ S (3) για το οποίο υποθέτουμε πως 

t >i s, κάτι που σημαίνει ότι tT
≥ sT  και tF

> sF  ή tT
> sT  και tF

≥ sF . Παρατηρώντας και ότι 

tT
∨ tF

≥ sT
∨ sF

=∧∅,  δηλαδή  tT
∨ tF

=∧∅,  καθώς  και  ότι  η  συνάρτηση  ¬ είναι 

αντιμονότονη, καταλήγουμε στο ζητούμενο στηριζόμενοι στα εξής:

• αν tT
≥ sT  και tF

> sF , τότε tF
=¬tT

≤¬sT
= s F, που είναι άτοπο

• αν tT
> sT  και tF

≥ sF , τότε tT
=¬t F

≤¬sF
= sT , που είναι άτοπο

Τώρα θα αποδείξουμε και πως κάθε μεγιστικό ως προς ≤i  στοιχείο του S (3 ) είναι στοιχείο του 

S ' .  Έστω κάποιο μεγιστικό ως προς  ≤i  s ∈ S (3) για το οποίο υποθέτουμε πως  sT
∨ sF

≠

∧∅. Έχουμε κατ' αρχάς τα ακόλουθα:

sT = sT ∧∧∅= sT ∧ (¬sF ∨ sF )= sT ∧¬s F ∨ sT ∧ s F = sT ∧¬s F ∨∨∅= sT ∧¬s F ≤¬s F

Καταλήγουμε λοιπόν στο ζητούμενο ως εξής:

• αν sT
<¬sF , τότε (¬s F , sF

)>
i s, που είναι άτοπο, αφού το s είναι μεγιστικό

• αν sT
=¬sF , τότε sT

∨ sF
=¬sF

∨ sF
=∧∅, που είναι και πάλι άτοπο


