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Óôç ðáñïýóá äéáôñéâÞ ìåëåôÜôáé ôï ðñüâëçìá åýñåóçò óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí óå ÷ñï-

íéêÜ ìåôáâáëëüìåíá äßêôõá. Áíáëýïõìå ôéò èåùñçôéêÝò êáé äïìéêÝò éäéüôçôåò ôïõ ðñïâëÞìá-

ôïò êáé ðáñïõóéÜæïõìå ïñéóìÝíåò áëãïñéèìéêÝò ôå÷íéêÝò ðïõ áíôéìåôùðßæïõí ôï ðñüâëçìá.

Ôá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíá äßêôõá, óôá ïðïßá ç óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ êáôÜ ìÞêïò ìéáò áêìÞò
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óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá êáé ôçí ðñïóÝããéóç Üãíùóôùí óõíáñôÞóåùí. ÐáñïõóéÜæïõìå Üíù

êáé êÜôù ãíùóôÜ öñÜãìáôá ãéá ôï âáóéêü ðñüâëçìá üðùò åðßóçò êáé ãíùóôïýò ðïëõù-

íõìéêïý ÷ñüíïõ ðñïóåããéóôéêïýò áëãïñßèìïõò. Åðßóçò, âáóéóìÝíïé óå ðñïçãïýìåíá êáé

êáéíïýñéá áðïôåëÝóìáôá, ó÷åäéÜæïõìå Ýíáí áðïôåëåóìáôéêü áëãüñéèìï ãéá íá åîáóöáëßóåé

êáíåßò óõíôïìüôåñá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíá ìïíïðÜôéá ìå ðïëëáðëÝò áöåôçñßåò. Óêïðüò

ôçò ðáñïýóáò äéáôñéâÞò åßíáé íá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíá ãåíéêü ìïôßâï ôå÷íéêþí ðïõ Ý÷ïõí

áíáðôõ÷èåß ãéá äéÜöïñåò ðáñáëëáãÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò.
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Extended Abstract in English

Chrysoula Tsironi G.

MSc, Computer Science Department, University of Ioannina, Greece. February 2013.

Shortest Paths in Time-Dependent Networks

Thesis Supervisor: Spyros Kontogiannis.

In this thesis we present a concise study of the time-dependent shortest path problem, its

theoretical properties, and its algorithmic solutions. Time-dependent networks, in which

the travel time along each arc is a known function of the departure time along the arc,

arise in many practical applications, particularly those related to vehicular transporta-

tion, social networks, telecommunication networks and other related areas. Since the

general problem is NP-hard, we focus entirely on the case of FIFO networks, in which

commodities travel through arcs in a First-In-First-Out manner. This special case is very

common in practice and enables the development of rich theoretical properties and e�-

cient solution algorithms. We study relevant problems such as the parametric shortest

paths and approximation of unknown functions. Further we give already known upper

and lower bounds for the general time-dependent problem as well as known polynomial-

time approximation algorithms. Moreover based on previous and new results we design

an e�cient algorithm for the time-dependent shortest paths with multiple sources. Our

aim in this thesis is to present a uni�ed framework which encompasses a wide range of

problem variants and ties together past work and recent developments.
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 ÅéóáãùãÞ êáé Óôü÷ïé ôçò ÄéáôñéâÞò

1.2 ÄïìÞ ôçò ÄéáôñéâÞò

1.1 ÅéóáãùãÞ êáé Óôü÷ïé ôçò ÄéáôñéâÞò

¸íá áðü ôá âáóéêÜ ðñïâëÞìáôá óôç ó÷åäßáóç äéêôýùí åßíáé ç åýñåóç ôïõ óõíôïìüôåñïõ

ìïíïðáôéïý ìåôáîý ìéáò ðçãÞò êáé åíüò ðñïïñéóìïý. Ôï ðñüâëçìá áõôü âñßóêåé ðïéêßëåò

åöáñìïãÝò óå èÝìáôá äñïìïëüãçóçò êáé âåëôéóôïðïßçóçò ñïÞò üðïõ åìðëÝêïíôáé ðñïâëÞ-

ìáôá ìåôáêßíçóçò. Ç ó÷åäßáóç êáé áíÜëõóç áðïôåëåóìáôéêþí áëãïñéèìéêþí ôå÷íéêþí ãéá

ôÝôïéïõ åßäïõò ðñïâëÞìáôá áðïóêïðåß óôïí ãñÞãïñï õðïëïãéóìü ôïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíï-

ðáôéïý. ÐáñÜ ôçí åêôåôáìÝíç ìåëÝôç óå ðñïâëÞìáôá üðïõ ç êáèõóôÝñçóç êáôÜ ôçí êßíçóç

ìåôáîý óçìåßùí èåùñåßôáé ùò ìéá óôáôéêÞ óõíÜñôçóç, ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá éäéáßôåñç Ýì-

öáóç äßíåôáé óå äßêôõá üðïõ ç êáèõóôÝñçóç ìåôáêßíçóçò åêöñÜæåôáé ùò ìéá óõíÜñôçóç

ôïõ ÷ñüíïõ.

Ùóôüóï, óôçí ðñÜîç Ýíá äßêôõï ìðïñåß íá åêöñÜæåôáé ìå äõíáìéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ

áðáéôïýí éäéáßôåñåò ðñïóåããßóåéò ãéá ôçí åýñåóç óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý. Äýï óõ÷íÝò

ðñïóåããßóåéò õðÜñ÷ïõí ãéá ðñïâëÞìáôá óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí ìå äõíáìéêÜ ÷áñáêôç-

ñéóôéêÜ. Óôç ðñþôç ðñïóÝããéóç êÜðïéïò ðñÝðåé íá åðáíõðïëïãßóåé óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá

ëüãù óõ÷íþí áðñüâëåðôùí áëëáãþí óôá äåäïìÝíá ôïõ äéêôýïõ. ÁõôÞ ç êáôçãïñßá áðïôåëåß

óôçí ïõóßá Ýíá ðñüâëçìá åðáíáâåëôéóôïðïßçóçò ãéá ôçí åðßëõóç ìéáò äéáäï÷éêÞò áêïëïõ-

èßáò áðü ðáñáëëáãÝò ðñïâëçìÜôùí ôïõ óôáôéêïý óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý. Ç äåýôåñç

ðñïóÝããéóç, ðïõ èá ìåëåôÞóïõìå åäþ, åßíáé ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíïõ óõ-

íôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý üðïõ ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõ äéêôýïõ ìåôáâÜëëïíôáé ùò ðñïò ôïí

÷ñüíï ìå ðñïêáèïñéóìÝíï ôñüðï. ÔÝôïéïõ åßäïõò ðñïâëÞìáôá åìöáíßæïíôáé óõ÷íÜ óôçí

ðñÜîç, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá óôç ìåôáêßíçóç ï÷çìÜôùí. Ôï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé ðïõ

õðïëïãßóôçêå êÜðïéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ìå ôá óõãêåêñéìÝíá äåäïìÝíá ôïõ äéêôýïõ ìðïñåß
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íá ìçí ðáñáìåßíåé âÝëôéóôï üôáí åîåôÜæïõìå ðñïêáèïñéóìÝíåò áëëáãÝò ùò ðñïò ôï ÷ñüíï

óôéò áêìÝò ôïõ äéêôýïõ ðïõ åðéâÜëëïíôáé íá åìöáíéóôïýí êáèþò êÜðïéïò ìåôáêéíåßôáé óôï

äßêôõï. Êëáóéêü ðáñÜäåéãìá óôá ìÝóá ìåôáöïñÜò åíüò äéêôýïõ åßíáé ïé ÷ñïíéêÝò ðåñßïäïé

êïíôÜ óôéò þñåò áé÷ìÞò üðïõ óõìâáßíïõí ðïëëÝò ôÝôïéåò áëëáãÝò óõíôïìüôåñùí ìïíïðá-

ôéþí.

Óôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý èåùñïýìå üôé

ï ÷ñüíïò ìåôáöïñÜò êáôÜ ìÞêïò ìéáò áêìÞò ðåñéãñÜöåôáé áðü ìéá óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ

áíá÷þñçóçò áðü ôï Ýíá Üêñï ôçò áêìÞò, êáé üëåò áõôÝò ïé óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ åßíáé ãíù-

óôÝò åê ôùí ðñïôÝñùí ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ. Ôï ðñüâëçìá áõôü åß÷å áñ÷éêÜ åéóá÷èåß

áðü ôïõò Cook êáé Halsey [5] ôï 1966 üôáí åß÷å ðñïôáèåß ìå ôïí ðåñéïñéóìü üôé ï ÷ñüíïò

ðáßñíåé äéáêñéôÝò ôéìÝò.

Ôï ãåíéêü ðñüâëçìá ôïõ ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý åßíáé ÍÑ-

äýóêïëï ùò ðñïò ôçí ðïëõðëïêüôçôÜ ôïõ, êáèþò óå áõôü áíÜãïíôáé ìéá óåéñÜ áðü ÍÑ-

äýóêïëá ðñïâëÞìáôá, üðùò åßíáé ôï ðñüâëçìá ôïõ óáêéäßïõ. Ùóôüóï áíÜëïãá ìå ôïí

ôñüðï ðïõ ïñßæåé êáíåßò ôï ðñüâëçìá ìðïñåß íá ìçí áíÞêåé ïýôå óôçí êëÜóç ÍÑ, êáèþò

ç Ýîïäïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìðïñåß íá ìçí öñÜóóåôáé áðü ìéá ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç.

ÅðéðëÝïí, üðùò Ýäåéîáí ïé Orda êáé Rom [32], õðÜñ÷ïõí óôéãìéüôõðá ôïõ ðñïâëÞìáôïò

ìå ðåðåñáóìÝíï åëÜ÷éóôï ÷ñüíï ìåôÜâáóçò, üðïõ üìùò üëá ôá âÝëôéóôá (ðñïöáíþò ü÷é

áðëÜ) ìïíïðÜôéá áðáñôßæïíôáé áðü Üðåéñåò åìöáíßóåéò áêìþí. Åìåßò èá èåùñÞóïõìå üôé

ïé ôá äßêôõá ðïõ ìåëåôÜìå óÝâïíôáé ôç FIFO éäéüôçôá, äçëáäÞ ôá äåäïìÝíá ôïõ äéêôýïõ

ôáîéäåýïõí êáôÜ ìÞêïò ìéáò áêìÞò ìå ôñüðï First-in-First-out. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá

ðïëëÜ äßêôõá åöáñìïãþí ðáñïõóéÜæïõí ôç FIFO éäéüôçôá üðùò åßíáé ïñéóìÝíá êëáóéêÜ

äßêôõá ìåôáöïñþí (ôñÝíá ìåôáöïñÜò), ôá ïäéêÜ äßêôõá üðïõ õðÜñ÷ïõí üñéá ôá÷ýôçôáò, ôá

êïéíùíéêÜ äßêôõá üðïõ ïé óýíäåóìïé åêöñÜæïõí âáèìü åðéññïÞò, ê.ô.ë..

Ìå ôç FIFO éäéüôçôá ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíïõ ìïíïðáôéïý ðáñïõ-

óéÜæåé ðïëý åíäéáöÝñïõóåò éäéüôçôåò ðïõ ìáò åðéôñÝðïõí ôçí ó÷åäßáóç áðïôåëåóìáôéêþí

ðïëõùíõìéêïý-÷ñüíïõ áëãïñßèìïõò ãéá ôçí åðßëõóÞ ôïõ. Õðü áõôü ôï ðñßóìá, ìåëåôÜìå

ó÷åôéêÜ ðñïâëÞìáôá üðùò ôá ðáñáìåôñïðïéçìÝíá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá êáé ôçí ðñïóÝã-

ãéóç åëÜ÷éóôùí ôéìþí ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé áðü Üãíùóôåò êáôÜ-ôìÞìáôá ãñáììéêÝò óõíáñ-

ôÞóåéò. Ìéá ôÝôïéïõ åßäïõò óõíÜñôçóç ðïõ åêöñÜæåé ôçí ÷ñïíéêÞ ìåôáâïëÞ ðáñïõóéÜæåé

éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí êáèþò ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ìéá ðåñéïäéêÞ äåéãìáôïëçøßá ôùí

÷ñüíùí ìåôÜâáóçò óå áêìÝò ãéá óõãêåêñéìÝíåò óôéãìÝò áíá÷þñçóçò, êáé óôç óõíÝ÷åéá íá

èåùñÞóïõìå ùò (óõíå÷Þ) óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ôçí êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç

ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ãñáììéêÞ ðáñåìâïëÞ (interpolation) ôùí óçìåßùí äåéãìáôïëçøßáò.

Èá ðáñïõóéÜóïõìå Üíù êáé êÜôù ãíùóôÜ õðïëïãéóôéêÜ öñÜãìáôá ãéá ôï ðñüâëçìá, üðùò

åðßóçò ãíùóôïýò ðñïóåããéóôéêïýò áëãïñßèìïõò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ. Åðßóçò ðáñÝ÷ïõìå

áíáëõôéêÞ ðáñïõóßáóç åíüò áëãïñßèìïõ ðïõ õðïëïãßæåé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ðñïóåããé-

óôéêÜ óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò áðü ìéá áöåôçñßá ðñïò üëïõò ôïõò äõíáôïýò ðñïïñéóìïýò.

Õéïèåôþíôáò ìéá ãíùóôÞ éäÝá áðü ôçí åýñåóç åëá÷ßóôùí áðïóôÜóåùí áðü ðïëëáðëÝò ñßæåò

óå óôáôéêÜ äßêôõá [26], ðáñïõóéÜæïõìå ìéá ôå÷íéêÞ õðïëïãéóìïý ðñïóåããéóôéêþí óõíáñ-

ôÞóåùí áðüóôáóçò áðü ðïëëáðëÝò áöåôçñßåò óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï äßêôõï ìå êüóôïò
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áóõìðôùôéêÜ ßóï ìå áõôü ôïõ õðïëïãéóìïý áðü ìéá áöåôçñßá ðñïò üëïõò ôïõò ðñïïñéóìïýò.

Óêïðüò ôçò ðáñïýóáò äéáôñéâÞò åßíáé íá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíá ãåíéêü ìïôßâï ôå÷íéêþí ðïõ

Ý÷ïõí áíáðôõ÷èåß ãéá äéÜöïñåò ðáñáëëáãÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

1.2 ÄïìÞ ôçò ÄéáôñéâÞò

Ç äéáôñéâÞ ðåñéÝ÷åé 5 êåöÜëáéá: Ôï ÊåöÜëáéï 1 åéóÜãåé ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñïíéêÜ ìåôáâáë-

ëüìåíïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý, áíáäåéêíýåé ôïí óêïðü ôçò äéáôñéâÞò êáé ðáñïõóéÜæåé

ôçí äïìÞ ðïõ áêïëïõèÞóáìå óôçí åñãáóßá.

Óôï ÊåöÜëáéï 2 ïñßæïõìå ôï êëáóéêü óôáôéêü ðñüâëçìá êáé äõï âáóéêÜ ðñïâëÞìáôá

óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï ðåñéâÜëëïí ðïõ èá ìåëåôÞóïõìå:

á) Õðïëïãéóìüò ôïõ ÷ñüíïõ (=ôéìÞò) óõíôïìüôåñçò Üöéîçò óôïí (óôïõò) ðñïïñéóìü

(-ïýò) äåäïìÝíïõ ôïõ ÷ñüíïõ áíá÷þñçóçò áðü ôçí áöåôçñßá.

â) ÐåñéãñáöÞ ôçò (ôùí) óõíÜñôçóçò (-åùí) óõíôïìüôåñùí áößîåùí óôïí (óôïõò) ðñïï-

ñéóìü (-ïýò) ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ áðü ôçí (êïéíÞ) áöåôçñßá.

Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå üôé ç äåýôåñç åêäï÷Þ ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìðïñåß íá ïäçãÞóåé êáé

óôçí ðñïóÝããéóç Üãíùóôùí óõíáñôÞóåùí. Äßíïõìå ìéá óýíôïìç ðåñéãñáöÞ ôùí äåäïìÝ-

íùí åéóüäïõ âÜóåé ôùí ïðïßùí ðñïêýðôïõí ïé êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò ãéá

ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí êáèõóôåñÞóåùí óôéò áêìÝò. Åðßóçò åéóÜãïõìå âáóéêÝò Ýííïéåò üðùò

ôá óçìåßá êáìðÞò ðïõ åìöáíßæïíôáé êáôÜ ôçí óýíèåóç óõíáñôÞóåùí ÷ñüíïõ Üöéîçò êáé

äéêáéïëïãïýìå ôïí ðåñéïñéóìü óå FIFO äßêôõá. ÐáñáèÝôïõìå êëáóéêïýò áëãïñßèìïõò áðü

ôçí âéâëéïãñáößá ãéá ôï óôáôéêü ðñüâëçìá, üðùò åßíáé ï áëãüñéèìïò ôïõ Dijkstra êáé

áíáëýïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç åêäï÷Þ ôïõò óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï ðåñéâÜëëïí ôüóï ãéá

äéáêñéôÝò ôéìÝò üóï êáé ãéá óõíå÷åßò ôéìÝò ôïõ ÷ñüíïõ. Åéäéêüôåñá ãéá äéáêñéôÝò ôéìÝò èá

ðáñïõóéÜóïõìå ôïí áëãüñéèìï TD-Dijkstra ðïõ åðéëýåé ôçí ðåñßðôùóç á) êáé ôïí áëãü-

ñéèìï TD-Bellman-Ford ðïõ åðéëýåé ôçí ðåñßðôùóç â), áíôßóôïé÷á. Åðéðñüóèåôá ãéá ôçí

ðåñßðôùóç á) èá áíáöåñèïýìå óå åðéôá÷ýíóåéò ôïõ êëáóéêïý áëãüñéèìïõ ôïõ Dijkstra üðùò

åßíáé ï áëãüñéèìïò Á* êáé ï áëãüñéèìïò ALT êáé èá ðåñéãñÜøïõìå ôéò áíôßóôïé÷åò ðáñáë-

ëáãÝò ôïõò TD-A* êáé TD-ALT óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíá äßêôõá. Óçìåéþíïõìå üôé ôï

õðüëïéðï êïììÜôé ôçò äéáôñéâÞò èá åðéêåíôñùèåß óôçí ðåñßðôùóç â) ãéá óõíå÷åßò ôéìÝò ôïõ

÷ñüíïõ. Äåß÷íïõìå ôçí óýíäåóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìå ôï ðñüâëçìá ôùí ðáñáìåôñïðïéçìÝ-

íùí óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí êáé êëåßíïõìå ôï êåöÜëáéï áõôü ìå ôçí äéáôýðùóç Üíù êáé

êÜôù õðïëïãéóôéêþí öñáãìÜôùí ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò.

Ôï ÊåöÜëáéï 3 ðåñéëáìâÜíåé áëãïñéèìéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ðëÞñç ðåñéãñáöÞ óõíáñôÞ-

óåùí óõíôïìüôåñç Üöéîçò üôáí ïé êáèõóôåñÞóåéò áêìþí ðåñéãñÜöïíôáé áðü êáôÜ-ôìÞìáôá

ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ õðáêïýíå ôç FIFO éäéüôçôá. Ðñþôá ðáñïõóéÜæïõìå Ýíá áëãü-

ñéèìï ÷ñïíéêÜ åîáñôþìåíï áðü ôçí Ýîïäï äçëáäÞ ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ôïõ áëãïñßèìïõ

åîáñôÜôáé áðü ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò ðïõ åìöáíßæïíôáé óå Ýíá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáë-

ëüìåíï äßêôõï. Ðñéí áðü ôïí ðñïóåããéóôéêü áëãüñéèìï èá ðåñéãñÜøïõìå Ýíáí áëãüñéèìï
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ðïõ ðñïóåããßæåé ìå åëÜ÷éóôï ðëÞèïò óçìåßùí êáìðÞò ìéá êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞ óõíÜñ-

ôçóç Ý÷ïíôáò, ùóôüóï, ãíþóç ôçò óõíÜñôçóçò ÷ñüíïõ ìåôÜâáóçò. Óôç óõíÝ÷åéá èá äåß-

îïõìå Ýíáí ðïëõùíõìéêïý-÷ñüíïõ åêôÝëåóçò ðñïóåããéóôéêü áëãüñéèìï ðïõ êáôáóêåõÜæåé

ìéá ðñïóÝããéóç (ìéêñïý ìåãÝèïõò) ãéá ôçí óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ ìåôÜâáóçò.

Óôï ÊåöÜëáéï 4 ìåëåôÜìå ôçí åýñåóç óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí áðü Ýíá óýíïëï ðïë-

ëáðëþí áöåôçñéþí ðñïò üëåò ôéò ðñïóâÜóéìåò áðü áõôÝò êïñõöÝò. Óôü÷ïò åßíáé ï óõ-

ãêåêñéìÝíïò õðïëïãéóìüò íá êïóôßóåé áóõìðôùôéêÜ üóï êáé ï õðïëïãéóìüò áðü ìéá ìüíï

áöåôçñßá. Áíáöåñüìáóôå ðñþôá óå Ýíáí ãíùóôü áëãüñéèìï ãéá ôï óôáôéêü ðñüâëçìá ðïõ

åðéëýåé ìå áðïôåëåóìáôéêü êáé ãñÞãïñï ôñüðï óå åðßðåäá ãñáöÞìáôá üðïõ ïé ðïëëáðëÝò

áöåôçñßåò âñßóêïíôáé óôçí åîùôåñéêÞ üøç ôïõ ãñáöÞìáôïò. Óôç óõíÝ÷åéá äåß÷íïõìå Ýíáí

áðïôåëåóìáôéêü áëãüñéèìï ãéá íá åðåêôåßíïõìå ôçí éäÝá áõôÞ óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï

ðåñéâÜëëïí ÷ùñßò ùóôüóï íá ðåñéïñéæüìáóôå óå åðßðåäá ãñáöÞìáôá êáé óôçí óõãêåêñéìÝíç

ôïðïèÝôçóç ãéá ôéò áöåôçñßåò.

Ïëïêëçñþíïõìå ôçí äéáôñéâÞ ìå ôï ÊåöÜëáéï 5 óõíïøßæïíôáò ôéò ôå÷íéêÝò ðïõ ðáñïõ-

óéÜóáìå ãéá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá êáé ðáñáèÝôïõìå ïñéóìÝíá

áíïé÷ôÜ ðñïâëÞìáôá êáé åðåêôÜóåéò ãéá ðéèáíÞ ìåëëïíôéêÞ ìåëÝôç.
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ÊåöÜëáéï 2

×ñïíéêÜ Ìåôáâáëëüìåíá Óõíôïìüôåñá

ÌïíïðÜôéá

2.1 Ïñéóìüò ôïõ ÐñïâëÞìáôïò

2.2 Åðéóêüðçóç Âéâëéïãñáößáò ãéá ×ÓÁ

2.3 ÐáñáìåôñïðïéçìÝíá Óõíôïìüôåñá ÌïíïðÜôéá: ¸íá Ó÷åôéêü Ðñüâëçìá

2.4 ÖñÜãìáôá Ðïëõðëïêüôçôáò ÓõíáñôÞóåùí Óõíôïìüôåñçò ¢öéîçò

2.1 Ïñéóìüò ôïõ ÐñïâëÞìáôïò

Óõìâïëßæïõìå ìå G = (V;E) Ýíá êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå V = V (G) ôï óýíïëï êï-

ñõöþí êáé E = E(G) ⊆ V (G) × V (G) ôï óýíïëï áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Ãéá ôï

ðëÞèïò ôùí êïñõöþí èá ÷ñçóéìïðïéïýìå n = |V (G)| êáé ãéá ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí èá

÷ñçóéìïðïéïýìå m = |E(G)|. Ìéá áêìÞ óõìâïëßæåôáé ùò e = (u; v), Þ
−−−→
(u; v) äçëþíïíôáò

ùò u ôçí ðçãÞ (Þ ôçí ïõñÜ) ôçò áêìÞò êáé v ôçí Üöéîç (Þ ôçí êåöáëÞ) ôçò áêìÞò. Ôüôå èá

ëÝìå üôé ç êïñõöÞ u åßíáé ðñïóêåßìåíç óôçí åîåñ÷üìåíç áêìÞ (u; v) åíþ áíÜëïãá ç áêìÞ

(u; v) åßíáé åéóåñ÷üìåíç áêìÞ ãéá ôçí êïñõöÞ v. ÄïèÝíôïò åíüò ãñáöÞìáôïò G = (V;E)

áí áíôéóôñÝøïõìå ôéò êáôåõèýíóåéò ôùí áêìþí ôüôå Ý÷ïõìå ôï áíåóôñáììÝíï ãñÜöçìá ðïõ

ôï óõìâïëßæïõìå ìå
←−
G .

Ôï ãñÜöçìá G = (V;E) ìå V (G) = {v1; : : : ; vn} êáé {vi; vi+1} ∈ E(G) êáëåßôáé ìïíï-

ðÜôé. Ôá Üêñá ôïõ ìïíïðáôéïý åßíáé ïé êïñõöÝò v1; vn êáé ïé õðüëïéðåò êïñõöÝò êáëïýíôáé

åóùôåñéêÝò. ¸íá (x; y)-ìïíoðÜôé åíüò ãñáöÞìáôïò åßíáé ìïíïðÜôé ìå Üêñá ôéò êïñõöÝò x

êáé y ôïõ ãñáöÞìáôïò. Ãéá ôá Üêñá x; y äçëþíïõìå ùò Px;y ôï óýíïëï üëùí ôùí (x; y)-

ìïíoðáôéþí.
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Èåùñïýìå åðßóçò üôé õðÜñ÷åé ìéá óõíÜñôçóç w : E → R. Ìå Üëëá ëüãéá ç óõíÜñôçóç w

ðåñéãñÜöåé (óôáôéêÝò) êáèõóôåñÞóåéò óôéò áêìÝò. Ôï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé ôïõ ãñáöÞìá-

ôïò G ìåôáîý äýï êïñõöþí s êáé d åßíáé åêåßíï ôï (s; d)-ìïíïðÜôé ìå ôï åëÜ÷éóôï Üèñïéóìá

ôùí âáñþí. Ç åýñåóç ôïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý ìåôáîý ôùí êïñõöþí s (áöåôçñßá)

êáé d (ðñïïñéóìüò) áðïôåëåß ôï ðñüâëçìá ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áêïëïýèùò.

Óõíôïìüôåñï ÌïíïðÜôé Áöåôçñßáò{Ðñïïñéóìïý (ÓÌÁÐ)

Åßóïäïò: ¸íá ãñÜöçìá G = (V;E), w : E → R êáé äýï êïñõöÝò s; d ∈ V (G)

Åñþôçìá: Åýñåóç ôïõ (s; d)-ìïíïðáôéïý P ∈ Ps;d ôÝôïéï þóôå∑
e∈P

w(e) = min
Q∈Ps;d

∑
e∈Q

w(e).

Ç ðáñáðÜíù ðåñéãñáöÞ áðïôåëåß ôçí óôáôéêÞ åêäï÷Þ ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Áí äåí Ý÷ïõìå

âÜñç óôéò áêìÝò ôüôå ìðïñåß êáíåßò íá èåùñÞóåé üôé w : E → {c} êáé c ∈ R+ êÜðïéá èåôéêÞ

óôáèåñÜ, üðïõ ôüôå øÜ÷íïõìå ãéá ôï (s; d)-ìïíïðÜôé ìå ôï åëÜ÷éóôï ðëÞèïò áêìþí. ¼ðùò

èá äïýìå áñãüôåñá õðÜñ÷ïõí äéÜöïñåò ðáñáëëáãÝò êáé ãåíéêåýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Ôï

ðñïçãïýìåíï ðñüâëçìá áíáöÝñåôáé óõ÷íÜ ùò óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé ìåôáîý áöåôçñßáò{

ðñïïñéóìïý (ÓÌÁÐ) ãéá íá îå÷ùñßóåé áðü ôéò áêüëïõèåò åêäï÷Ýò:

• To ðñüâëçìá Óõíôïìüôåñá ÌïíïðÜôéá áðü Áöåôçñßá (ÓÌÁ), óôï ïðïßï èÝ-

ëïõìå íá âñïýìå ôá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá áðü ìéá äéáêåêñéìÝíç êïñõöÞ (áöåôçñßá)

s ðñïò üëåò ôéò õðüëïéðåò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò.

• To ðñüâëçìá Óõíôïìüôåñá ÌïíïðÜôéá ðñïò Ðñïïñéóìü (ÓÌÐ), óôï ïðïßï

èÝëïõìå íá âñïýìå ôá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá áðü üëåò ôéò êïñõöÝò åíüò ãñáöÞ-

ìáôïò ðñïò ìéá äéáêåêñéìÝíç êïñõöÞ (ðñïïñéóìüò) d. Ôï ðñüâëçìá áõôü áíÜãåôáé

óôï ðñüâëçìá Óõíôïìüôåñá ÌïíïðÜôéá áðü Áöåôçñßá áí áíôéóôñÝøïõìå ôéò

êáôåõèýíóåéò ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò.

• To ðñüâëçìáÓõíôïìüôåñá ÌïíïðÜôéá Ãéá ÊÜèå Æåýãïò Áöåôçñßáò { Ðñïï-

ñéóìïý (ÓÌÆ), óôï ïðïßï óêïðüò ìáò åßíáé ç åýñåóç ôùí óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí

ìåôáîý êÜèå æåýãïõò êïñõöþí u; v ôïõ ãñáöÞìáôïò.

Ôï ðñüâëçìá ôïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý (ðïõ èá ôï áíáöÝñïõìå êáé ùò Óôáôéêü

Óõíôïìüôåñï ÌïíïðÜôé) Ý÷åé ìåëåôçèåß äéåîïäéêÜ áðü ôçí óêïðéÜ ôçò áëãïñéèìéêÞò

èåùñßáò ãñáöçìÜôùí (ð.÷., [1, 9, 13]) . Ãéá ôï óôáôéêü ðñüâëçìá, õðÜñ÷ïõí êé Üëëåò ôå-

÷íéêÝò (êõñßùò åõñåôéêÝò) ðïõ áí êáé èåùñçôéêÜ äå âåëôéþíïõí ôï Dijkstra, óôçí ðñÜîç

åßíáé ðïëý ôá÷ýôåñåò, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ïé áëãüñéèìïé A* , Arc Flags, Contraction

Hierarchies, êáé ALT [16, 18, 20, 33]. Ç âáóéêÞ éäÝá åßíáé íá ãßíåé ðñïåðåîåñãáóßá ôùí

äåäïìÝíùí êáé íá ðáñá÷èåß (óôáôéêÜ) êÜðïéá âïçèçôéêÞ ðëçñïöïñßá (áíåîÜñôçôá áðü ôçí

áöåôçñßá êáé ôïí ðñïïñéóìü ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé) ðïõ åðéôñÝðïõí ôç óçìáíôéêÞ åðéôÜ÷õíóç

ôïõ Dijkstra, ãéá ïðïéïäÞðïôå æåýãïò áöåôçñßáò { ðñïïñéóìïý êé áí æçôÞóïõìå óå ðñáã-

ìáôéêü ÷ñüíï. Ãéá ôïí ëüãï áõôü ïíïìÜæïíôáé speedup techniques. ÕðÜñ÷ïõí åðßóçò ïé

÷ñçóìïß áðïóôÜóåùí (Distance Oracles), ðïõ êÜíïõí êÜôé áíÜëïãï ìå ôéò ðñïçãïýìåíåò
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ôå÷íéêÝò, üìùò áðïäåäåéãìÝíá êáôáöÝñíïõí ðïëý êáëü ÷ñüíï áðüêñéóçò (query time) óå

ïðïéïäÞðïôå åñþôçìá ÓÌÁÐ, ìå áðïäåêôü (ðïëõùíõìéêü) ÷ñüíï ðñïåðåîåñãáóßáò ãéá ôç

äçìéïõñãßá ôùí âïçèçôéêþí äåäïìÝíùí [12]. Êáé ïé äõï ðáñáðÜíù êáôçãïñßåò äïõëåýïõí

éäéáßôåñá êáëÜ óå áñáéÜ (ð÷, óå åðßðåäá, áëëÜ ü÷é ìüíï) ãñáöÞìáôá.

Ùóôüóï óôçí ðñÜîç ðïëëÜ äßêôõá ôåßíïõí íá Ý÷ïõí äõíáìéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ áðáé-

ôïýí äéáöïñåôéêÝò óôñáôçãéêÝò ãéá ôïí õðïëïãéóìü óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí. ÕðÜñ÷ïõí

äýï ôýðïé äõíáìéêþí óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí: óôïí ðñþôï ôýðï áíÞêïõí ôá ðñïâëÞ-

ìáôá óôá ïðïßá ðñÝðåé íá åðáíõðïëïãéóôïýí ôá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá ëüãù óõ÷íþí,

óôéãìéáßùí êáé áðñüâëåðôùí áëëáãþí óôá äåäïìÝíá ôïõ äéêôýïõ. Áõôüò ï ôýðïò ðñïâëç-

ìÜôùí áöïñÜ ïõóéáóôéêÜ ôçí åðßëõóç ìéáò áêïëïõèßáò áðü óôåíÜ óõó÷åôéæüìåíá óôáôéêÜ

ðñïâëÞìáôá. Ï äåýôåñïò ôýðïò ðñïâëçìÜôùí, ðïõ áðïôåëåß ôïí êïñìü ôçò åñãáóßáò áõôÞò,

åßíáé ôï ðñüâëçìá ôùí ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíùí óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí óôá ïðïßá ôá

÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõ äéêôýïõ áëëÜæïõí óõíáñôÞóåé ôïõ ÷ñüíïõ ìå ðñïêáèïñéóìÝíï ôñüðï.

ÔÝôïéá ðñïâëÞìáôá åìöáíßæïíôáé óõ÷íÜ óå óõãêïéíùíéáêÜ Þ ôçëåðéêïéíùíéáêÜ äßêôõá

üðïõ ï êõêëïöïñéáêüò öüñôïò åîáñôÜôáé áðü ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ôçò ÷ñÞóçò êÜèå óõí-

äÝóìïõ: ôï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé ðïõ Ý÷åé õðïëïãéóôåß óå Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ äéêôýïõ

êÜðïéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ìðïñåß íá ìçí åßíáé âÝëôéóôï áí èåùñÞóïõìå ðñïêáèïñéóìÝíåò ìåë-

ëïíôéêÝò áëëáãÝò óôçí ìåôáêßíçóç êáèõóôÝñçóçò êáôÜ ìÞêïò ìéáò áêìÞò, ðïõ èá åìöá-

íéóôïýí éäéáßôåñá óå ÷ñïíéêÝò ðåñéüäïõò üðùò åßíáé ïé þñåò áé÷ìÞò. Óôï ðñüâëçìá ôùí

÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíùí óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí èåùñïýìå üôé ï ÷ñüíïò ìåôáêßíçóçò

êáôÜ ìÞêïò ìéáò áêìÞò åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ áíá÷þñçóçò áðü ôçí ïõñÜ ôçò

áêìÞò êáé ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò åßíáé äïóìÝíåò (ãíùóôÝò) åî áñ÷Þò ãéá üëç ôçí äéÜñêåéá

ôïõ ÷ñüíïõ. Ôï ðñüâëçìá áõôü åìöáíßóôçêå ôï 1966 üôáí ðñïôÜèçêå ðñþôç öïñÜ ãéá

äéáêñéôü ÷ñüíï áðü ôïõò Cooke êáé Halsey [5]. Óôç óõíÝ÷åéá ðåñéãñÜöïõìå áíáëõôéêÜ ôï

ðñüâëçìá ôùí ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíùí óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí.

Èåùñïýìå üôé ï ÷ñüíïò Ý÷åé èåôéêÝò ôéìÝò, äçëáäÞ ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ∈ R+

êáé ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç õðïëïãéóìïý êÜðïéáò ÷ñïíéêÞò óôéãìÞò åßíáé ìéá óõíå÷Þò óõ-

íÜñôçóç. Ìéá óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ Üöéîçò áêìÞò e ∈ E(G) äÝ÷åôáé ùò åßóïäï ìéá ÷ñïíéêÞ

óôéãìÞ t ∈ R+ êáé óõìâïëßæåôáé ùò Ae(t). Ç ôéìÞ Ae(t) äçëþíåé ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ Üöéîçò

óôçí êïñõöÞ head(e) áí êÜðïéïò áíá÷ùñÞóåé áðü ôçí êïñõöÞ tail(e) ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t.

Óå Ýíá ãñÜöçìá G = (V;E) üðïõ ãéá êÜèå áêìÞ õðÜñ÷åé ìéá óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ Üöéîçò Ae

ôüôå ç óõíÜñôçóç ãéá ôçí áêìÞ e ðåñéãñÜöåôáé ùò Ae : R+ → R+. Ï ÷ñüíïò ìåôÜâáóçò

äéá ìÝóïõ ôçò áêìÞò (i; j) îåêéíþíôáò áðü ôçí êïñõöÞ i ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ðåñéãñÜöåôáé

áðü ôçí óõíÜñôçóç D(i;j)(t) = A(i;j)(t)− t.

Ïñéóìüò 2.1. Áí ç óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ Üöéîçò Ae(t) åßíáé ìç-öèßíïõóá ôüôå èá ëÝìå üôé ç

áêìÞ e áêïëïõèåß ôçí FIFO éäéüôçôá. ÄçëáäÞ ÅðïìÝíùò ãéá äýï ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò t ≤ t′

èá éó÷ýåé Ae(t) + t ≤ Ae(t
′) + t′.

ÄïèÝíôïò åíüò (u1; uk)-ìïíïðáôéïý P ðïõ ðåñéãñÜöåôáé ùò P = (u1; u2; : : : ; uk), ç óõ-

íÜñôçóç ÷ñüíïõ Üöéîçò ìïíïðáôéïý óõìâïëßæåôáé ùò A[P ](t) êáé áðïôåëåßôáé áðü ôçí óýí-

èåóç åðéìÝñïõò óõíáñôÞóåùí ÷ñüíïõ Üöéîçò ùò åîÞò:

A[P ](t) = A(uk−1;uk)

(
A(uk−2;uk−1)

(
· · ·A(u1;u2)(t)

))
:
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ÅðåéäÞ áðïôåëåßôáé áðü ôçí óýíèåóç ìç-öèßíïõóùí óõíáñôÞóåùí, Ýðåôáé ìå áðëÞ åðáãùãÞ

ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí üôé ïé óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò ìïíïðáôéþí åßíáé ìç-

öèßíïõóåò. ÅðïìÝíùò óå Ýíá ãñÜöçìá (äßêôõï) G ìå óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò ðïõ

õðáêïýí ôçí FIFO éäéüôçôá èá ëÝìå üôé ôï G åßíáé Ýíá FIFO äßêôõï. Óçìåéþíïõìå üôé ç

FIFO éäéüôçôá áöïñÜ ôéò óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò áêìþí. ¼ìùò, ìå Ýíá áðëü åðßóçò

åðáãùãéêü åðé÷åßñçìá ìðïñåß êáíåßò íá äåßîåé üôé áí üëåò ïé áêìÝò õðáêïýí ôçí FIFO

éäéüôçôá ôüôå êÜèå ìïíïðÜôé ôïõ ãñáöÞìáôïò õðáêïýåé ôçí FIFO éäéüôçôá. ÊÜèå ïíôüôçôá

óå Ýíá FIFO äßêôõï ôáîéäåýåé äéá ìÝóù áêìþí ìå ôñüðï ðïõ óÝâåôáé ôçí First-in-First-

out éäéüôçôá. ÄçëáäÞ ç éó÷ýò ôçò FIFO éäéüôçôáò ãéá äßêôõá óçìáßíåé ðñáêôéêÜ üôé äåí

õðÜñ÷åé ëüãïò áíáìïíÞò óå åíäéÜìåóïõò êüìâïõò, êáèþò êéíïýìáóôå áðü ôçí áöåôçñßá

ðñïò ôïí ðñïïñéóìü. Óôï åîÞò èåùñïýìå, åêôüò áí äçëþíåôáé ñçôÜ äéáöïñåôéêÜ, üôé ãéá

êÜèå ãñÜöçìá G ðïõ ìåëåôÜìå óÝâåôáé ôçí FIFO éäéüôçôá.

Ïñéóìüò 2.2. Ç óõíÜñôçóç óõíôïìüôåñçò Üöéîçò óõìâïëßæåôáé ìå A[s; d](t) ãéá ôçí áöåôç-

ñßá s êáé ôïí ðñïïñéóìü d êáé ïñßæåôáé ùò ç åëÜ÷éóôç ôéìÞ A[P ](t) ãéá êÜèå (s; d)-ìïíïðÜôé

P ôïõ óõíüëïõ Ps;d. Ìå Üëëá ëüãéá ç óõíÜñôçóç A[s; d](t) äßíåé ôçí óõíôïìüôåñç Üöéîç

óôïí ðñïïñéóìü d áí êáíåßò áíá÷ùñÞóåé áðü ôçí áöåôçñßá s ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t.

ÅðåéäÞ ç óõíÜñôçóç A[s; d](t) åßíáé ç åëÜ÷éóôç ôéìÞ áðü ìç-öèßíïõóåò óõíáñôÞóåéò,

Ýðåôáé üôé êáé ç A[s; d](t) åßíáé ìç-öèßíïõóá. Åðßóçò áðü ôïí ïñéóìü ôçò FIFO éäéüôç-

ôáò, ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé êÜèå óõíÜñôçóçò Ae åßíáé ìç-áñíçôéêÝò óõíáñôÞóåéò. ÄçëáäÞ

A[s; d](t) ≥ t ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t. Èá ëÝìå üôé ç óõíÜñôçóç åëÜ÷éóôçò êáèõóôÝñç-

óçò áðü ôï s óôï d äßíåôáé áðü ôïí ôýðï A[s; d](t)− t.

Ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý Ýãêåéôáé óôïí

õðïëïãéóìü ôçò óõíÜñôçóçò óõíôïìüôåñçò Üöéîçò óôïí ðñïïñéóìü d áí êáíåßò áíá÷ùñÞóåé

áðü ôïí s êÜðïéá äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t0. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ôï ðñüâëçìá áõôü ïñßæåôáé

ùò åîÞò:

×ñüíïé Óõíôïìüôåñçò ¢öéîçò, ãéá äåäïìÝíç áíá÷þñçóç áðü Áöåôç-

ñßá (×ÓÁ)

Åßóïäïò: ¸íá ãñÜöçìá G = (V;E), ìéá óõíÜñôçóç A : E × R+ → R+,

s; d ∈ V (G), êáé t0 ∈ R+

Åñþôçìá: Õðïëïãéóìüò ôçò ôéìÞò A[s; d](t0) êáé åýñåóç ôïõ (s; d)-ìïíïðáôéïý

P ∈ Ps;d ôÝôïéï þóôå A[P ](t0) = min
Q∈Ps;d

A[Q](t0).

Ìðïñåß êáíåßò íá áíáñùôçèåß ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ïëüêëçñçò ôçò óõíÜñôçóçò A[s; d] êáé

ôïí õðïëïãéóìü óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíá äßêôõá ÷ùñßò êÜðïéï

ðñïêáèïñéóìÝíï ÷ñüíï áíá÷þñçóçò áðü ôçí áöåôçñßá s. Óôçí ïõóßá, äçëáäÞ, óêïðüò åßíáé ç

ðëÞñçò ðåñéãñáöÞ ôçò óõíÜñôçóçò óõíôïìüôåñçò Üöéîçò A[s; d](t), ãéá ïðïéáäÞðïôå ÷ñïíéêÞ

óôéãìÞ áíá÷þñçóçò áðü ôçí áöåôçñßá. Ìå ôçí åðßôåõîç ôïõ óôü÷ïõ ìðïñåß êáíåßò íá

ó÷åäéÜóåé Ýíáí ÷Üñôç ôáîéäéïý ðïõ õðïëïãßæåé ãéá ïðïéáäÞðïôå åðéèõìçôü ÷ñüíï Üöéîçò, ôïí

âÝëôéóôï ÷ñüíï áíá÷þñçóçò ìå óêïðü ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ôïõ óõíïëéêïý ÷ñüíïõ ôáîéäéïý.

ÓõìðëçñùìáôéêÜ åðéèõìïýìå íá âñßóêïõìå êáé ôï åêÜóôïôå ìïíïðÜôé (ãéá ïðïéáäÞðïôå
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÷ñïíéêÞ óôéãìÞ áíá÷þñçóçò áðü ôçí áöåôçñßá) óå ÷ñüíï ðïõ íá åîáñôÜôáé (ð.÷., ãñáììéêÜ)

áðü ôï ßäéï ôï ìïíïðÜôé ðïõ ðñÝðåé íá åðéóôñáöåß êáé ü÷é áðü ôï ìÝãåèïò Þ ôçí ôïðïëïãßá

ôïõ äéêôýïõ. Ôüôå ôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá ìðïñåß íá äéáôõðùèåß ùò åîÞò:

ÓõíáñôÞóåéò Óõíôïìüôåñçò ¢öéîçò, ãéá áíá÷þñçóç áðü äåäïìÝíç

áöåôçñßá (ÓÓÁ)

Åßóïäïò: ¸íá ãñÜöçìá G = (V;E), ìéá óõíÜñôçóç A : E × R+ → R+,

êáé s; d ∈ V (G)

Åñþôçìá: (i) ÐåñéãñáöÞ (ð.÷., ìÝóù ôùí óçìåßùí êáìðÞò) ôçò óõíÜñôçóçò A[s; d]

êáé

(ii) Ðñïóäéïñéóìüò ìïíïðáôéïý åëÜ÷éóôïõ ìÞêïõò ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ

óôéãìÞ áíá÷þñçóçò, óå ÷ñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò ôï ìÞêïò

ôïõ ìïíïðáôéïý.

¼ôáí èÝëïõìå íá áíáöåñèïýìå êáé óôá äýï ðñïâëÞìáôá ôüôå áíáöåñüìáóôå ùò ÷ñï-

íéêÜ ìåôáâáëëüìåíá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá. Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå üôé ç åðßëõóç ôïõ

ôåëåõôáßïõ ðñïâëÞìáôïò ìðïñåß íá ïäçãÞóåé êáé óôçí ðñïóÝããéóç åëÜ÷éóôùí ôéìþí ðïõ

ðåñéãñÜöïíôáé áðü Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò êáèþò åìðåñéÝ÷åé Ýììåóá ôïí õðïëïãéóìü ôçò

óõíÜñôçóçò A[P ](t) ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t.

2.1.1 ÊáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé óçìåßá êáìðÞò

Óôï åîÞò èåùñïýìå üôé ïé óõíáñôÞóåéò ìåôÜâáóçò êáé ïé óõíáñôÞóåéò Üöéîçò ðïõ ðåñéãñÜ-

öïíôáé óôéò áêìÝò åßíáé êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÝò (piecewise linear) óõíáñôÞóåéò. Ìéá

êáôÜ-ôìÞìáôá óõíÜñôçóç (÷ùñéóìÝíç äçëáäÞ óå ðåñéðôþóåéò åðéìÝñïõò óõíáñôÞóåùí) êá-

ëåßôáé ãñáììéêÞ áí êÜèå ôìÞìá ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé ìéá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç. Ï ëüãïò

ãéá ôïí ïðïßï èåùñïýìå ôÝôïéåò óõíáñôÞóåéò åßíáé üôé äýíáôáé íá ðñïóåããéóôåß ï Üãíù-

óôïò ÷ñüíïò ìåôÜâáóçò áðü ôÝôïéïõ åßäïõò óõíáñôÞóåéò: ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ìéá

ðåñéïäéêÞ äåéãìáôïëçøßá ôùí ÷ñüíùí ìåôÜâáóçò óå áêìÝò ãéá óõãêåêñéìÝíåò óôéãìÝò áíá-

÷þñçóçò, êáé óôç óõíÝ÷åéá íá èåùñÞóïõìå ùò (óõíå÷Þ) óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ôçí êáôÜ

ôìÞìáôá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ãñáììéêÞ ðáñåìâïëÞ (interpolation)

ôùí óçìåßùí äåéãìáôïëçøßáò. Áêñéâþò áõôÞ ç äéáäéêáóßá åöáñìüæåôáé óôçí ðñÜîç.

Óõìâïëßæïõìå ìå K ôï óõíïëéêü ðëÞèïò ãñáììéêþí ôìçìÜôùí ðïõ âñßóêïíôáé óå üëåò

ôéò óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò Ae(t). Ùò óçìåßï êáìðÞò (breakpoint) åííïïýìå ôçí ôéìÞ

ôçò ÷ñïíéêÞò óôéãìÞò t êáôÜ ôçí ïðïßá ç êëßóç ôçò óõíÜñôçóçò ÷ñüíïõ Üöéîçò áëëÜæåé. Óå

ðåñéðôþóåéò ðïõ èåùñïýìå êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò, ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí

êáìðÞò êáé ôï ðëÞèïò ôùí ãñáììéêþí ôìçìÜôùí äéáöÝñïõí ìüíï êáôÜ ìéá ìïíÜäá, êáé

åðïìÝíùò ãéá ÷Üñç áðëüôçôáò èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôéò äõï áõôÝò ôéìÝò åíáëëÜî áíÜëïãá ìå

ôï ðåñéå÷üìåíï ôçò áíÜëõóçò.

Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ×ñïíéêÜ Ìåôáâáëëüìåíï Óõíôïìüôåñï ÌïíïðÜôé

üðïõ êÜèå óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ Üöéîçò Ae(t) ðåñéãñÜöåôáé áðü ìéá êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞ

óõíÜñôçóç. Ôá óçìåßá êáìðÞò óôçí óõíÜñôçóç Ae(t) êáëïýíôáé ðñùôáñ÷éêÜ óçìåßá êáìðÞò

(primitive breakpoints). Ç óõíÜñôçóç A[P ](t) ãéá êÜðïéï ìïíïðÜôé P áðïôåëåßôáé áðü ôçí
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óýíèåóç åðéìÝñïõò óõíáñôÞóåùí ÷ñüíïõ Üöéîçò óôéò áêìÝò. Ôá óçìåßá êáìðÞò ôçò A[P ](t)

ðïõ åìöáíßæïíôáé åîáéôßáò ôùí ðñùôáñ÷éêþí óçìåßùí êáìðÞò ôùí åðéìÝñïõò óõíáñôÞóåùí

ïíïìÜæïíôáé ðñùôáñ÷éêÝò åéêüíåò (primitive images). Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ìéá ðñùôáñ÷éêÞ

åéêüíá bF óå ìéá óõíÜñôçóç F = fq (fq−1 (· · · f1 (t))) ðïõ åìöáíßæåôáé ãéá t = tF åßíáé ç

åéêüíá åíüò ðñùôáñ÷éêïý óçìåßïõ êáìðÞò b óå êÜðïéá óõíÜñôçóç fi áí ç b åìöáíßæåôáé ãéá

t = ti óôçí óõíÜñôçóç fi(t) êáé ti = fi−1 (fi−2 (· · · f1 (tF ))).
Ôá óçìåßá êáìðÞò ôçò óõíÜñôçóçò A[s; d] åßíáé äýï åéäþí:

• ðñùôïãåíÞò êáìðÞ (primitive breakpoint), üðùò ðåñéãñÜöçêáí ðñïçãïõìÝíùò êáé

åìöáíßæïíôáé áðü ôçí óýíèåóç åðéìÝñïõò óõíáñôÞóåùí êáèþò ïé ðñùôáñ÷éêÝò åéêüíåò

ôïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý ìåôáöÝñïíôáé êáé óôçí óõíÜñôçóç A[s; d], êáé

• êáìðÞ åëá÷éóôïðïßçóçò (minimization breakpoint): áíáöÝñïíôáé óå åêåßíá ôá óçìåßá

êáìðÞò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôçí óõíÜñôçóç óõíôïìüôåñçò Üöéîçò A[s; d](t) êÜðïéá

÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t áí ï ÷ñüíïò Üöéîçò ôïõ ìïíïðáôéïý P1, ðïõ Þôáí âÝëôéóôï ôçí

÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t−�, ãßíåôáé ìåãáëýôåñïò áðü Ýíáí Üëëï ÷ñüíï Üöéîçò êÜðïéïõ Üëëïõ
ìïíïðáôéïý P2 ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t + � ãéá Ýíá áðåéñïåëÜ÷éóôï �. ¸íá åëÜ÷éóôï

óçìåßï êáìðÞò b åìöáíßæåôáé åîáéôßáò ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò ôçò óõíÜñôçóçò ÷ñüíïõ

óå êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç êïñõöÞ v ðïõ âñßóêåôáé ìåôÜ ôçí áöåôçñßá s ìÝ÷ñé êáé íá

öôÜóïõìå óôïí ðñïïñéóìü, äçëáäÞ óôï êïììÜôé P1 ∩ P2.

Ó÷Þìá 2.1: ¸íá ãñÜöçìá G

Óôï Ó÷Þìá 2.2 äåß÷íïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ãéá ôï ãñÜöçìá ôïõ ó÷Þìáôïò 2.1. Óôçí

ðñþôç ãñáììÞ äåß÷íïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò ãéá êÜèå áêìÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò.

Ôá ó÷Þìáôá ôçò äåýôåñçò ãñáììÞò áðïôåëïýí ôéò óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò ôùí ìïíï-

ðáôéþí s − u − d êáé s − v − d, áíôßóôïé÷á, ðïõ Ý÷ïõí ðñïêýøåé áðü ôçí óýíèåóç ôùí

óõíáñôÞóåùí óôéò áêìÝò. Åðßóçò äåß÷íïõìå ôçí åîÝëéîç ôïõ ÷ñüíïõ: áí áêïëïõèÞóïõìå

ôï ìïíïðÜôé s− u− d óôïí ÷ñüíï áíá÷þñçóçò t èá öôÜóïõìå óôçí êïñõöÞ u ôçí ÷ñïíéêÞ

óôéãìÞ t1, êáé óôç óõíÝ÷åéá öôÜíïõìå óôïí ðñïïñéóìü d ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t2. ¼ôáí

áêïëïõèïýìå ôï ìïíïðÜôé s−v−d ïé áíôßóôïé÷åò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò åßíáé t′1 óôçí êïñõöÞ v
êáé t′2 óôçí ðñïïñéóìü d. Áðü ôá äýï áõôÜ ìïíïðÜôéá, ôï óõíôïìüôåñï åßíáé ôï äåýôåñï ãéá

ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ áíá÷þñçóçò t üðùò öáßíåôáé óôçí óõíÜñôçóç A[s; d]. Ôï ó÷Þìá ãéá

ôçí óõíÜñôçóç A[s; d] äåß÷íåé åðßóçò ôéò ðñùôïãåíÝò êáìðÝò (êýêëïé) êáé ôéò êáìðÝò åëá-

÷éóôïðïßçóçò (ôåôñÜãùíá). ¢ôõðá ìðïñïýìå íá åêöñÜóïõìå ôá åëÜ÷éóôá óçìåßá êáìðÞò
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Ó÷Þìá 2.2: Ïé óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò ãéá ôçí êÜèå áêìÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G ôïõ

Ó÷Þìáôïò 2.1 êáé ïé áíôßóôïé÷åò óõíèÝóåéò ôùí óõíáñôÞóåùí áõôþí.

ùò ôçí ëåéôïõñãßá åëá÷éóôïðïßçóçò ôùí óõíáñôÞóåùí ÷ñüíïõ Üöéîçò ìåôáîý üëùí ôùí ìï-

íïðáôéþí P ∈ Ps;d, åíþ ôá ðñùôáñ÷éêÜ óçìåßá êáìðÞò åßíáé åêåßíá ôá óçìåßá êáìðÞò ðïõ

åìöáíßæïíôáé åîáéôßáò ôçò óõíÜñôçóçò Üöéîçò óôï êÜèå ìïíïðÜôé ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí

óõíáñôçóéáêÞ óýíèåóç ôùí êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêþí óõíáñôÞóåùí óôéò áêìÝò. Ç óõíÜñ-

ôçóç óõíôïìüôåñçò Üöéîçò A[s; d] åßíáé (ùò åöáñìïãÞ ôïõ ôåëåóôÞ min óôéò óõíáñôÞóåéò

Üöéîçò ôùí s− u− d êáé s− v − d) ï êÜôù-öÜêåëïò ôùí A[s− u− d] êáé A[s− v − d].

Êëåßíïõìå ôçí åíüôçôá áõôÞ ìå Ýíá Üíù üñéï ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí ðñùôáñ÷éêþí

óçìåßùí êáìðÞò.

ËÞììá 2.1 ([15]). Óå êÜèå óõíÜñôçóç óõíôïìüôåñçò Üöéîçò A[s; d](t) õðÜñ÷ïõí ôï ðïëý K

ðñùôáñ÷éêÝò åéêüíåò üðïõ K åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí ãñáììéêþí ôìçìÜôùí (= óçìåßá êáìðÞò)

ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôéò óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò áêìþí.
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2.1.2 Ï ðåñéïñéóìüò óå FIFO äßêôõá

Ôï ãåíéêü ðñüâëçìá åýñåóçò ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý åßíáé ôïõ-

ëÜ÷éóôïí ÍÑ-äýóêïëï êáèþò óå áõôü áíÜãïíôáé ìéá ðëçèþñá ÍÑ-äýóêïëùí ðñïâëçìÜôùí,

üðùò åßíáé ôï ðñüâëçìá ôùí óáêéäßùí (knapsack problem) [31]. ÂÝâáéá áíÜëïãá ìå ôïí

ôñüðï ðïõ ïñßæåé êáíåßò ôï ðñüâëçìá ìðïñåß íá ìçí áíÞêåé ïýôå óôçí êëÜóç ÍÑ äéüôé ç

Ýîïäïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìðïñåß íá ìçí öñÜóóåôáé ðïëõùíõìéêÜ. ÅðéðëÝïí, üðùò Ýäåéîáí

ïé Orda êáé Rom [32], õðÜñ÷ïõí óôéãìéüôõðá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìå ðåðåñáóìÝíï åëÜ÷éóôï

÷ñüíï ìåôÜâáóçò, üðïõ üìùò üëá ôá âÝëôéóôá (ðñïöáíþò ü÷é áðëÜ) ìïíïðÜôéá áðáñôßæïíôáé

áðü Üðåéñåò åìöáíßóåéò áêìþí. Áõôü éó÷ýåé üôáí äåí åðéôñÝðåôáé ç áíáìïíÞ óå åíäéÜìå-

óïõò êüìâïõò, äéüôé, äéáöïñåôéêÜ, áíôß íá êÜíåé êáíåßò Ýíáí êýêëï ðïõ áðëÜ ðñïêáëåß ìéá

êáèõóôÝñçóç, ìðïñåß áðëÜ íá ðåñéìÝíåé óôïí ðñþôï êüìâï ôïõ êýêëïõ äß÷ùò íá êéíåßôáé

ìÝ÷ñé ôç óôéãìÞ ðïõ èá åðÝóôñåöå áðü ôïí êýêëï êáé ôüôå íá óõíå÷ßóåé äß÷ùò íá áêïëïõèåß

ôïí êýêëï.

¼ôáí ôá ðáêÝôá óå Ýíá äßêôõï ðïõ ôáîéäåýïõí äéá ìÝóïõ ôùí áêìþí óÝâïíôáé ôçí FIFO

éäéüôçôá ôüôå ç õðïëïãéóôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò áëëÜæåé. Ãéá êÜèå áêìÞ

(u; v) ðïõ óÝâåôáé ôçí FIFO éäéüôçôá èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ãéá ïðïéåóäÞðïôå äýï ÷ñïíéêÝò

óôéãìÝò t; t′:

t < t′ ⇒ A(u;v)(t) ≤ A(u;v)(t
′):

ÐïëëÝò öïñÝò ç FIFO éäéüôçôá áíáöÝñåôáé êáé ùò éäéüôçôá ìç-ðñïóðÝñáóçò äéüôé ïõóéá-

óôéêÜ áíáöÝñåé üôé áí Ýíá áíôéêåßìåíï k1 áíá÷ùñÞóåé áðü ôçí êïñõöÞ u ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ

t êáé óôç óõíÝ÷åéá Ýíá Üëëï áíôéêåßìåíï k2 áíá÷ùñÞóåé áðü ôçí êïñõöÞ u ôçí ÷ñïíéêÞ

óôéãìÞ t′ > t ôüôå ôï áíôéêåßìåíï k2 äåí ìðïñåß íá öôÜóåé óôçí êïñõöÞ v íùñßôåñá áðü ôï

áíôéêåßìåíï k1 ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áêìÞ (u; v).

Óôçí ðñÜîç ðïëëÜ äßêôõá, åéäéêÜ äßêôõá ìåôáöïñþí, åðéäåéêíýïõí FIFO óõìðåñéöï-

ñÝò. Ðáñüëï ðïõ ôá FIFO äßêôõá åßíáé ÷ñÞóéìá ãéá ôçí ìåëÝôç ìÝóùí ìåôáöïñÜò ðïõ

ç ðñïóðÝñáóç åßíáé óðÜíéá (üðùò óéäçñïäñïìéêÜ äßêôõá), ç ìïíôåëïðïßçóç äéêôýïõ áõôï-

êéíçôüäñïìùí åðéöÝñåé äßêôõá ðïõ äåí éêáíïðïéïýí áðáñáßôçôá ôçí FIFO éäéüôçôá. Ãéá

ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý ç ýðáñîç ôçò FIFO

éäéüôçôáò åßíáé áðáñáßôçôç ãéá íá êáèïñßóïõìå Ýíá áðïäåêôü åðßðåäï õðïëïãéóéìüôçôáò:

• óå FIFO äßêôõá ôï ðñüâëçìá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï [25],

• áêüìá êáé ìå öùôåéíïýò óçìáôïäüôåò (óôçí ïõóßá äçëáäÞ ìå ðïëéôéêÞ êáé äõíáôüôçôá

áíáìïíÞò óå êÜèå åíäéÜìåóç êïñõöÞ) [2],

• åíþ ðáñáìÝíåé ÍÑ-äýóêïëï óå äßêôõá ÷ùñßò ôçí FIFO éäéüôçôá [31].

Óçìåéþíåôáé üôé ìéá áêìÞ ðïõ äåí ðáñïõóéÜæåé ôçí FIFO éäéüôçôá ìðïñåß íá ðñïóï-

ìïéùèåß áðü ìéá FIFO áêìÞ áí åðéôñÝøïõìå ôçí áíáìïíÞ: êÜðïéïò ìðïñåß íá ðåñéìÝíåé

óôçí ïõñÜ ôçò áêìÞò ãéá íá åðéôý÷åé ôç óõíôïìüôåñç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ Üöéîçò óôçí êåöáëÞ

ôçò áêìÞò. ÄçëáäÞ êÜèå non-FIFO äßêôõï ìå äõíáôüôçôá áíáìïíÞò óôïõò êüìâïõò äß÷ùò

ðåñéïñéóìü éóïäõíáìåß ìå (áíÜãåôáé ðïëõùíõìéêÜ óå) êÜðïéï FIFO äßêôõï (ðñïöáíþò) äß-

÷ùò áíáìïíÞ óôïõò êüìâïõò. Ãéá ôïí ëüãï áõôü èá åðéêåíôñùèïýìå óå ìç-FIFO äßêôõá ìå
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ôçí äõíáôüôçôá åðéëïãÞò áíáìïíÞò óå êïñõöÝò ôïõ äéêôýïõ ãéá íá áíôéìåôùðßóïõìå áêüìá

êáé êáôáóôÜóåéò ðïõ äåí éêáíïðïéïýí ôçí FIFO éäéüôçôá.

2.2 Åðéóêüðçóç Âéâëéïãñáößáò ãéá ×ÓÁ

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá áíáöåñèïýìå óå ãíùóôÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò åýñå-

óçò ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý ãéá óõãêåêñéìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ

áíá÷þñçóçò áðü ôçí áöåôçñßá (×ñüíïé Óõíôïìüôåñçò ¢öéîçò, ãéá äåäïìÝíç áíá-

÷þñçóç áðü Áöåôçñßá (×ÓÁ)). Áñ÷ßæïõìå ôçí ìåëÝôç ìáò áðü ôç óôáôéêÞ åêäï÷Þ,

êáé óôç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜæïõìå ôéò äçìïöéëÝóôåñåò ôå÷íéêÝò ãéá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíá

äßêôõá.

2.2.1 Óôáôéêïß áëãüñéèìïé

Áò äïýìå ðñþôá ôïí êëáóéêü áëãüñéèìï ôïõ Dijkstra ãéá óôáôéêÜ äßêôõá. Ï áëãüñéèìïò

ôïõ Dijkstra åðéëýåé ôï ðñüâëçìá ôùí óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí áðü ôçí áöåôçñßá s ðñïò

êÜèå Üëëï ðñïïñéóìü áí õðÜñ÷ïõí ìüíï ìç-áñíçôéêÜ âÜñç óå ðïõëùíõìéêü ÷ñüíï (óôçí

ïõóßá, äçëáäÞ, åðéëýåé ôï ðñüâëçìá Óõíôïìüôåñá ÌïíïðÜôéá áðü Áöåôçñßá). Áíá-

öÝñåôáé óõ÷íÜ ùò ìéá ìÝèïäïò áíÜèåóçò åôéêåôþí (label-setting method) (åðéóêåðôüìåíåò

êïñõöÝò), óå áíôéðáñáâïëÞ ìå ôéò label-correcting methods, üðùò ï Bellman-Ford [14],

êáé äïõëåýåé ùò åîÞò: Ãéá êÜèå êïñõöÞ v äéáôçñåß ôçí åêôßìçóç áðüóôáóçò Ws;v áðü ôçí

áöåôçñßá s, ôïí ðñïêÜôï÷ï p(v), êáé ìéá êáôÜóôáóç S(v) ðïõ ðáßñíåé ôéìÝò áðü ôï óýíïëï

{unreached, explored, settled}. Áñ÷éêÜ,Ws;v =∞, p(v) = null êáé S(v) = unreached

ãéá êÜèå êïñõöÞ v. Ç ìÝèïäïò îåêéíÜåé èÝôïíôáò Ws;s = 0, p(s) = s êáé S(s) = explored.

¼óï õðÜñ÷ïõí åðéãñáöüìåíåò êïñõöÝò (äçëáäÞ, S(u) = explored), ç ìÝèïäïò äéáëÝãåé

ìéá åðéóêåðôüìåíç êïñõöÞ u, åöáñìüæåé ÷áëÜñùóç áêìÞò (edge relaxation) óå üëåò ôéò

åîåñ÷üìåíåò áêìÝò áðü ôçí u êáé èÝôåé S(u) = settled. Ãéá íá åöáñìüóåé ôçí äéáäéêáóßá

relax óôçí áêìÞ (u; v) ðñþôá åëÝã÷åé áíWs;v > Ws;u+w(u; v) êáé óå ðåñßðôùóç ðïõ éó÷ýåé

èÝôåé Ws;v = Ws;u + w(u; v), p(v) = u êáé S(v) = explored. Ï Áëãüñéèìïò Óôáôéêüò-

Dijkstra äßíåôáé óå øåõäïêþäéêá óôïí Áëãüñéèìï 1. Áí ôï ãñÜöçìá äåí ðåñéÝ÷åé áêìÝò

ìå áñíçôéêÜ âÜñç, ôüôå ï áëãüñéèìïò ôïõ Dijkstra ôåñìáôßæåé ìå ôéò óùóôÝò óõíôïìüôåñåò

áðïóôÜóåéò áðü ôçí áöåôçñßá s [9]. Ï áëãüñéèìïò ôïõ Dijkstra åîåôÜæåé ôéò êïñõöÝò ùò

ðñïò ôçí ôñÝ÷ïõóá åêôßìçóç Ws;v êÜèå åðéóêåöèåßóáò (êáé ìç ïñéóôéêïðïéçìÝíçò) êïñõöÞò

v áðü ôçí áöåôçñßá s êáé êÜèå êïñõöÞ åîåôÜæåôáé ôï ðïëý ìéá öïñÜ. Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëï-

êüôçôá ôïõ áëãïñßèìïõ åîáñôÜôáé áðü ôçí õëïðïßçóç ôçò ïõñÜò ðñïôåñáéüôçôáò êáé üôáí

÷ñçóéìïðïéåßôáé Fibonacci óùñüò Ý÷ïõìå ôïí ôá÷ýôåñï ãíùóôü ÷ñüíï O(m+n log n) [13].

Áí åíäéáöåñüìáóôå ìüíï ãéá ôï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé ìåôáîý ôçò áöåôçñßáò s êáé

ôïõ ðñïïñéóìïý d ôüôå ìðïñïýìå íá ôåñìáôßóïõìå íùñßôåñá ôïí áëãüñéèìï ôïõ Dijkstra

áíôß íá åîåôÜóïõìå üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò. Óå åêåßíï ôï óçìåßï ìðïñïýìå íá

÷ôßóïõìå ôï óõíôïìüôåñï (s; d)-ìïíïðÜôé åîåôÜæïíôáò ôçí óõíÜñôçóç ôùí ðñïêáôü÷ùí p(v)

ãéá êÜèå êïñõöÞ v. Ùóôüóï áí áöÞóïõìå ôïí áëãüñéèìï íá õðïëïãßóåé üëá ôá óõíôïìüôåñá
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Áñ÷éêïðïßçóç:

for all v ∈ V (G) \ {s} do
Ws;v ←∞
p(v)← null

S(v)← unreached

Ws;s ← 0

p(s)← s

Q← V (G) /* Use a Priority Queue Q */

S(s)← explored

Âáóéêüò âñüã÷ïò:

while Q ̸= ∅ do
Select u ∈ Q with the minimum Ws;u /* priority key is Ws;u */

Q← Q \ {u}
for all (u; v) ∈ E(G) do

if Ws;v > Ws;u + w(u; v) then /* Relaxing edge (u; v) */

Ws;v ←Ws;u + w(u; v)

p(v)← u

S(v)← explored

S(u)← settled

Áëãüñéèìïò 1: Óôáôéêüò-Dijkstra

ìïíïðÜôéá áðü ôçí áöåôçñßá s ðñïò êÜèå Üëëç êïñõöÞ ôüôå êáôáóêåõÜæïõìå áõôü ðïõ

ïíïìÜæïõìå äÝíôñï óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí.

Ìéá óçìáíôéêÞ ðáñáëëáãÞ ôïõ Dijkstra áëãïñßèìïõ ãéá ôï óõíôïìüôåñï (s; d)-ìïíïðÜôé

åßíáé ç áìößäñïìç áíáæÞôçóç (bidirectional search) [30]: áíôß íá ÷ôßæïõìå ìüíï Ýíá äÝíôñï

åëÜ÷éóôùí ìïíïðáôéþí îåêéíþíôáò áðü ôçí áöåôçñßá s, ÷ôßæïõìå åðßóçò ìå ôïí ßäéï ôñüðï

Ýíá äÝíôñï åëÜ÷éóôùí ìïíïðáôéþí áðü ôïí ðñïïñéóìü d óôï áíåóôñáììÝíï ãñÜöçìá
←−
G .

ÊáôÜ ôçí áñ÷éêïðïßçóç óôçí åõèåßá áíáæÞôçóç åëÝã÷ïõìå ôçí áöåôçñßá s êáé óôçí ðñïò-

ôá-ðßóù áíáæÞôçóç åëÝã÷ïõìå ôïí ðñïïñéóìü d. Ï áëãüñéèìïò áðïôåëåßôáé áðü äýï öÜóåéò.

Óôçí ðñþôç öÜóç ï áëãüñéèìïò äéáôçñåß ôï ìÞêïò � ôïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý ðïõ

Ý÷åé áíáêáëýøåé ùò åêåßíç ôçí óôéãìÞ êáé ôï áíôßóôïé÷ï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé. Áñ÷éêÜ

èÝôïõìå � = ∞. ¼ôáí åîåôÜæïõìå ìéá áêìÞ (u; v) êáôÜ ôçí åõèåßá áíáæÞôçóç êáé ç

êïñõöÞ v Ý÷åé Þäç áíáêáëõöèåß (äçëáäÞ ç êïñõöÞ v Ý÷åé ðÜñåé ôçí åðéãñáöÞ settled) áðü

ôçí ðñïò-ôá-ðßóù áíáæÞôçóç ôüôå ãíùñßæïõìå ôá ìÞêç ôùí óõíôïìüôåñùí (s; u)-ìïíïðáôéïý

êáé (d; v)-ìïíïðáôéïý ìå ôéìÝò W f
u êáé W b

v , áíôßóôïé÷á. Áí � > W f
u +W b

v + w(u; v) ôüôå

âñÞêáìå Ýíá óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé êáé åíçìåñþíïõìå êáôÜëëçëá ôçí ðïóüôçôá � êáé ôï

áíôßóôïé÷ï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé. Åöáñìüæïõìå áíôßóôïé÷åò åíçìåñþóåéò êáé êáôÜ ôçí

ðñïò-ôá-ðßóù áíáæÞôçóç. Ï áëãüñéèìïò óôçí ðñþôç öÜóç ôåñìáôßæåé ìüëéò êÜðïéá áðü ôéò

äõï áíáæçôÞóåéò åðéëÝãåé êÜðïéá êïñõöÞ ðïõ Ý÷åé Þäç áíáêáëõöèåß áðü ôçí Üëëç áíáæÞôçóç

(äçëáäÞ, ìüëéò ìéá êïñõöÞ k ðÜñåé ôçí åðéãñáöÞ settled êáé óôéò äýï áíáæçôÞóåéò). Ãéá ôçí
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äåýôåñç öÜóç ôïõ áëãïñßèìïõ ãíùñßæïõìå ôï åîÞò: Ýóôù
−→
P (u) ôï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé

áðü ôçí áöåôçñßá s ðïõ Ý÷ôéóå ç åõèåßá áíáæÞôçóç ãéá êÜðïéá êïñõöÞ u óôçí ðñþôç öÜóç

ôïõ áëãïñßèìïõ êáé Ýóôù
←−
P (v) ôï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé áðü ôçí êïñõöÞ v ðñïò ôïí

ðñïïñéóìü d ðïõ Ý÷ôéóå ç ðñïò-ôá-ðßóù áíáæÞôçóç óôçí ðñþôç öÜóç ôïõ áëãïñßèìïõ.

Ôüôå ôï óõíôïìüôåñï (s; d)-ìïíïðÜôé åßíáé åßôå ôï
−→
P (k) ∩ ←−P (k) üðïõ k ç êïéíÞ êïñõöÞ

ðïõ áíáêÜëõøáí ïé äýï áíáæçôÞóåéò, Þ ôï ìïíïðÜôé
−→
P (u) ∪ (u; v) ∪

←−
P (v) ãéá êÜðïéá

áêìÞ (u; v) üðïõ u êáé v êïñõöÝò ðïõ áíáêÜëõøáí ïé äõï áíáæçôÞóåéò, áíôßóôïé÷á, óôçí

ðñþôç öÜóç. ÅðïìÝíùò ç äåýôåñç öÜóç åîåôÜæåé üëåò ôéò ðéèáíÝò êïñõöÝò ìå âÜóç ôïí

ðáñáðÜíù éó÷õñéóìü êáé ÷ôßæåé ôï óõíôïìüôåñï (s; d)-ìïíïðÜôé. Óçìåéþíïõìå üôé õðÜñ÷åé

êáé Üëëï êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý ãéá ôçí áìößäñïìç áíáæÞôçóç ðïõ äåí áðáéôåß ôçí åêôÝëåóç

ôçò äåýôåñçò öÜóçò ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðñïçãïõìÝíùò. Ôï êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý ôçò ðñþôçò

(êáé ôåëéêÞò) öÜóçò áðïôåëåß o Ýëåã÷ïò topf + topb ≥ � üðïõ topf åßíáé ôï ìÞêïò ôïõ

ìïíïðáôéïý áðü ôçí ðçãÞ s ðñïò ôï ðñþôï óôïé÷åßï ôçò ïõñÜò ðñïôåñáéüôçôáò ôçò åõèåßáò

áíáæÞôçóçò êáé topb åßíáé ôï ìÞêïò ôïõ ìïíïðáôéïý áðü ôçí ðñïïñéóìü d ðñïò ôï ðñþôï

óôïé÷åßï ôçò ïõñÜò ðñïôåñáéüôçôáò ôçò ðñïò-ôá-ðßóù áíáæÞôçóçò. Ìüëéò éó÷ýåé ôï êñéôÞñéï

ôåñìáôéóìïý ôüôå ï áëãüñéèìïò ðñÜãìáôé ôåñìáôßæåé ìå ôï óùóôü óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé

[17].

ÅðåéäÞ ìðïñïýìå íá öáíôáóôïýìå ôïí áëãüñéèìï ôïõ Dijkstra ùò åîåñåýíçóç êïñõöþí

óå êõêëéêÞ áíáæÞôçóç ìå êÝíôñï ôçí áöåôçñßá s ìå áõîáíüìåíç áêôßíá Ýùò üôïõ ï ðñïï-

ñéóìüò d âñåèåß, ç áìößäñïìç áíáæÞôçóç åßíáé ôá÷ýôåñç äéüôé áíáêáëýðôåé êïñõöÝò óå äýï

êýêëïõò ìå êÝíôñá ôá s; d Ýùò üôïõ ïé äýï áõôïß êýêëïé áêïõìðÞóïõí ï Ýíáò ôïí Üëëï

(Ó÷Þìá 2.3). Ôüôå ï åóùôåñéêüò ÷þñïò (ï ÷þñïò áíáæÞôçóçò) ìÝóá óôïõò äýï êýêëïõò

ðïõ áíáðáñéóôÜ ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ðïõ áíáêáëýðôåé èá åßíáé, áíÜëïãá ìå ôçí ôïðïëï-

ãßá ôïõ äéêôýïõ, äýï öïñÝò ìéêñüôåñïò áðü ôçí ìïíüäñïìç ðåñßðôùóç. Áí êáé óôçí ðñÜîç

áõôü ðïëëÝò öïñÝò éó÷ýåé, ìðïñåß êáíåßò åýêïëá íá öôéÜîåé ðáñáäåßãìáôá üðïõ ï ÷þñïò

áíáæÞôçóçò ôïõ ìïíüäñïìïõ Dijkstra åßíáé áêñéâþò ï ßäéïò ìå ôï ÷þñï áíáæÞôçóçò ôïõ áì-

ößäñïìïõ Dijkstra. Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå üôé óå Ýíá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï ðåñéâÜëëïí

äåí ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôçí áìößäñïìç äéáäéêáóßá êáèþò åßíáé Üãíùóôïò ï ÷ñüíïò

Üöéîçò óôïí ðñïïñéóìü.

2.2.2 Áëãüñéèìïé ãéá ôï ðñüâëçìá ×ñüíïõ Óõíôïìüôåñçò ¢öéîçò

Óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï ðåñéâÜëëïí óå FIFO äßêôõá õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ âáóßæå-

ôáé óôçí åðÝêôáóç ôïõ Dijkstra áëãïñßèìïõ óå óôáôéêü ðåñéâÜëëïí [11]. Èõìßæïõìå üôé

óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ï áëãüñéèìïò äÝ÷åôáé ùò åßóïäï ìéá óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ Üöéîçò Ae(t)

ãéá êÜèå áêìÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò (óå áíôéêáôÜóôáóç ôùí âáñþí w(e) ôçò óôáôéêÞò ðåñßðôù-

óçò) êáé ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ åêêßíçóçò t0 áðü ôçí áöåôçñßá s. Åðßóçò ãéá êÜèå êïñõöÞ

v èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá åêôßìçóç óõíôïìüôåñçò Üöéîçò óôçí v ùò TRs;v(t0) áíôß ãéá

ôçí åêôßìçóç áðüóôáóçò Ws;v ðïõ åß÷áìå óôçí êëáóéêÞ ðåñßðôùóç. Ç âáóéêÞ äéáöïñï-

ðïßçóç âñßóêåôáé óôç äéáäéêáóßá relax ìéáò áêìÞò (u; v): áí t0 åßíáé ï ÷ñüíïò áíá÷þñçóçò

áðü ôçí áöåôçñßá ôüôå åëÝã÷ïõìå ôçí óõíèÞêç TRs;v(t0) > TRs;u(t0) + Du;v(TRs;u(t0))

êáé áí éêáíïðïéåßôáé ôüôå èÝôïõìå TRs;v(t0) = TRs;u(t0) + Du;v(TRs;u(t0)), p(v) = u êáé
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Ó÷Þìá 2.3: Ï ÷þñïò áíáæÞôçóçò ôïõ ìïíüäñïìïõ óôáôéêïý Dijkstra êáé ï ÷þñïò áíáæÞ-

ôçóçò ôïõ áìößäñïìïõ óôáôéêïý Dijkstra.

S(v) = explored. Èõìßæïõìå üôé ãéá ìéá óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ Üöéîçò áêìÞò Au;v(t) ï ÷ñüíïò

ìåôÜâáóçò ðåñéãñÜöåôáé áðü ôçí óõíÜñôçóç Du;v(t) = Au;v(t)− t. Ç áðïôåëåóìáôéêüôçôá

ôïõ áëãïñßèìïõ åîáñôÜôáé áðü ôïí êáíüíá ðïõ åðéëÝãïõìå ôçí åðüìåíç êïñõöÞ ðñïò åîÝ-

ôáóç. ËÝìå üôé ç TRs;u(t0) åßíáé áêñéâÞò áí éóïýôáé ìå ôçí áðüóôáóç áðü ôçí s óôçí u üôáí

ï ÷ñüíïò áíá÷þñçóçò áðü ôçí s åßíáé t0. Áí êÜðïéïò äéáëÝãåé ðÜíôá ìéá êïñõöÞ u ôÝôïéá

þóôå êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôçò åðéëïãÞò TRs;u(t0) íá åßíáé áêñéâÞò ôüôå êÜèå êïñõöÞ åîåôÜ-

æåôáé ôï ðïëý ìéá öïñÜ. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ÷ñåéÜæåôáé íá åöáñìüóïõìå ôçí äéáäéêáóßá

relax óå áêìÝò (u; v) üðïõ S(u) ̸= settled êáé ï áëãüñéèìïò êáëåßôáé áíÜèåóçò-åôéêåôþí

(label-setting). Ï êëáóéêüò áëãüñéèìïò ôïõ Dijkstra åßíáé Ýíáò áðü ôïõò áëãïñßèìïõò

áíÜèåóçò-åôéêåôþí ãéá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá. Áõôü óçìáßíåé üôé êÜèå åôéêÝôá ïñéóôéêï-

ðïéåßôáé ìéá öïñÜ êáé äåí ôñïðïðïéåßôáé (ìÝóù ÷áëÜñùóçò êÜðïéáò åéóåñ÷üìåíçò áêìÞò)

Ýðåéôá áðü ôçí ìïíéìïðïßçóÞ ôçò.

Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ôïõ áëãïñßèìïõ åîáñôÜôáé (á) üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç

ôïõ óôáôéêïý Dijkstra áðü ôçí õëïðïßçóç ôçò ïõñÜò ðñïôåñáéüôçôáò ðïõ ç ðéï ãñÞãïñç

õëïðïßçóç ãßíåôáé óå O(m + n log n) ÷ñüíï [31, 32] êáé (â) áðü ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò ôùí

óçìåßùí êáìðÞò ôùí óõíáñôÞóåùí ÷ñüíïõ Üöéîçò üôáí áõôÝò ðåñéãñÜöïíôáé áðü êáôÜ-

ôìÞìáôá ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò. ÄçëáäÞ ç óõíïëéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ èá åßíáé

O(m log logKmax + n log n) üðïõ Kmax åßíáé ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò áðü

üëåò ôéò óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò ôùí áêìþí. Ï Áëãüñéèìïò TD-Dijkstra äßíåôáé óå

øåõäïêþäéêá óôïí Áëãüñéèìï 2.

Ï áëãüñéèìïò TD-Dijkstra õðïëïãßæåé âáèìéáßá ôéò ôéìÝò ôùí óõíôïìüôåñùí áößîåùí

TRs;v(t) ãéá ìéá äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t. Óôç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜæïõìå ôïí áëãü-

ñéèìï TD-Bellman-Ford äéïñèþíïíôáò-åðéãñáöÝò (label correcting) ðïõ õðïëïãßæåé åðé-

ðëÝïí ôéò ôéìÝò ôùí óõíáñôÞóåùí TRs;v óå ïðïéáäÞðïôå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ [31, 32]. Ç ïíïìá-

óßá äéïñèþíïíôáò-åðéãñáöÝò õðïíïåß üôé ç åðéãñáöÞ ìéáò êïñõöÞò (TRs;v) äåí åßíáé êáèï-

ñéóìÝíç áêüìá êáé üôáí ç êïñõöÞ åîÜãåôáé áðü ôçí ïõñÜ ðñïôåñáéüôçôáò êáèþò ìðïñåß íá

åðáíáôïðïèåôçèåß óôçí ïõñÜ ðïëëáðëÝò öïñÝò óå áíôßèåóç ìå ôïí êëáóéêü Dijkstra áëãü-

ñéèìï. ÐåñéãñÜöïõìå Ýíáí ôÝôïéï áëãüñéèìï ðïõ âáóßæåôáé óôéò åñãáóßåò [6, 31, 32]. Ç
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Áñ÷éêïðïßçóç:

for all v ∈ V (G) \ {s} do
TRs;v(t0)←∞
p(v)← null

S(v)← unreached

TRs;s(t0)← t0
p(s)← s

Q← V (G) /* Use a Priority Queue Q */

S(s)← explored

Âáóéêüò âñüã÷ïò:

while Q ̸= ∅ do
Select u ∈ Q with the minimum TRs;u(t0) /* priority key is TRs;u(t0) */

Q← Q \ {u}
for all (u; v) ∈ E(G) such that S(v) ̸= settled do

if TRs;v(t0) > TRs;u(t0) +Du;v(TRs;u(t0)) then /* Relaxing edge (u; v) */

TRs;v(t0)← TRs;u(t0) +Du;v(TRs;u(t0))

p(v)← u

S(v)← explored

S(u)← settled

Áëãüñéèìïò 2: TD-Dijkstra

åðéãñáöÞ TRs;v ìéáò êïñõöÞò v õðïëïãßæåôáé ìå âáèìéáßï ôñüðï ãéá ôçí êëáóéêÞ ðåñßðôùóç

ôïõ Dijkstra, åíþ ôþñá ç åðéãñáöÞ èá åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ. Ðéï óõãêåêñéìÝíá

êáôÜ ôïí ôåñìáôéóìü ôïõ áëãïñßèìïõ èÝëïõìå íá éó÷ýåé TRs;v = TRs;v(t). Èåùñïýìå T
ôï äéÜóôçìá ôïõ ÷ñüíïõ ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé, äçëáäÞ T ⊂ [0;∞). ÊáôÜ ôçí áñ÷éêïðïßçóç

ôïõ áëãïñßèìïõ èÝôïõìå óôáèåñÝò óõíáñôÞóåéò ùò åðéãñáöÝò: ∀t ∈ T , TRs;s(t) = t êáé

TRs;v(t) =∞; ∀v ∈ V (G) \ {s}.
Óôïí TD-Bellman-Ford áëãüñéèìï, åîåôÜæïõìå óå êÜèå ãýñï üëåò ôéò áêìÝò ìÞðùò

êÜðïéá áðü áõôÝò éêáíïðïéåß ôï êñéôÞñéï ÷áëÜñùóçò (relaxation). Óå êÜèå åðáíÜëçøç

äéáëÝãïõìå êÜðïéá êïñõöÞ áðü ôçí ïõñÜ êáé äïêéìÜæïõìå íá êÜíïõìå ÷áëÜñùóç ôùí

åîåñ÷üìåíùí áêìþí ôçò. Ç êïñõöÞ ðñïóùñéíÜ åîÝñ÷åôáé áðü ôçí ïõñÜ, áëëÜ åíäÝ÷åôáé

óôï ìÝëëïí íá åðáíåéóÝëèåé óå áõôÞí, åîáéôßáò ÷áëÜñùóçò êÜðïéáò åéóåñ÷üìåíçò óå áõ-

ôÞí áêìÞò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá óå êÜèå åðáíÜëçøç åîÜãïõìå ìéá êïñõöÞ u áðü ôçí ïõñÜ

ðñïôåñáéüôçôáò ìå ôçí åëÜ÷éóôç TRs;u (äçëáäÞ, mint∈T TRs;u(t)) êáé åöáñìüæïõìå ôçí

äéáäéêáóßá relax óôéò åîåñ÷üìåíåò áêìÝò ôçò u: ãéá êÜèå áêìÞ (u; v) ∈ E(G) ìéá ðñï-

óùñéíÞ åðéãñáöÞ kv(t) = TRs;u(t) + Du;v(TRs;u(t)) äçìéïõñãåßôáé. Ôüôå åëÝã÷ïõìå áí

kv(t) < TRs;v(t) ãéá êÜðïéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ∈ T êáé áí éó÷ýåé ôüôå ç áêìÞ (u; v)

äßíåé ìéá âåëôßùóç ãéá ôïõëÜ÷éóôïí ìéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ôïõ äéáóôÞìáôïò T . ÅðïìÝíùò

åíçìåñþíïõìå ôçí åðéãñáöÞ ùò åîÞò: TRs;v(t) = min{TRs;v(t); kv(t)}. Ï áëãüñéèìïò

óôáìáôÜåé ôçí åêôÝëåóÞ ôïõ ìüëéò åîá÷èåß êÜðïéá êïñõöÞ u áðü ôçí ïõñÜ ðñïôåñáéüôç-

17



ôáò ãéá ôçí ïðïßá mint∈T TRs;u(t) ≥ maxt∈T TRs;d(t). Ï Áëãüñéèìïò TD-Bellman-Ford

(äéïñèþíïíôáò-åðéãñáöÝò, label-correcting) äßíåôáé óå øåõäïêþäéêá óôïí Áëãüñéèìï 3.

Áñ÷éêïðïßçóç:

for all v ∈ V (G) \ {s} do
TRs;v(t)←∞; ∀t ∈ T
p(v)← null

S(v)← unreached

TRs;s(t)← t; ∀t ∈ T
p(s)← s

Q← V (G) /* Use a Priority Queue Q */

S(s)← explored

Âáóéêüò âñüã÷ïò:

while Q ̸= ∅ do
Select u ∈ Q with the minimum min

t∈T
TRs;u(t) /* priority key is min

t∈T
TRs;u(t) */

Q← Q \ {u}
if min

t∈T
TRs;u(t) ≥ max

t∈T
TRs;d(t) then

break

for all (u; v) ∈ E(G) such that S(v) ̸= settled do

kv(t)← TRs;u(t) +Du;v(TRs;u(t));∀t ∈ T
if ∃t ∈ T : kv(t) < TRs;v(t) then /* Relaxing edge (u; v) */

TRs;v(t)← kv(t)

p(v)← u

S(v)← explored

Q← Q ∪ {v}
S(u)← settled

Áëãüñéèìïò 3: TD-Bellman-Ford (label-correcting)

Ï áëãüñéèìïò TD-Bellman-Ford äéïñèþíïíôáò-åðéãñáöÝò (label-correcting) ìðïñåß åðï-

ìÝíùò íá õðïëïãßóåé ôá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá áðü ôçí áöåôçñßá s ðïõ áíá÷ùñïýí óå

ïðïéáäÞðïôå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ. Ìðïñåß êÜðïéïò íá áíôéëçöèåß ôïí áëãüñéèìï áõôüí ùò ôçí

åðßëõóç åíüò óõãêåêñéìÝíïõ óôéãìéïôýðïõ ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò óõíÜñôçóçò TRs;v(t)

üðùò ðñïçãïõìÝíùò ìüíï ðïõ ôþñá åöáñìüæåé ôçí äéáäéêáóßá ãéá êÜèå ðéèáíÞ ôéìÞ ãéá ôï

t. Óå äéáêñéôü ÷ñüíï 8õðÜñ÷åé ï óõãêåêñéìÝíïò áëãüñéèìïò ðñïôÜèçêå ãéá ôçí åðßëõóç

ôïõ ðñïâëÞìáôïò óå ÷ñüíï O(nm|T |) [38]. Óå óõíå÷Þ ÷ñüíï ïé Orda êáé Rom ðñüôåé-

íáí óôçí ïõóßá ôïí ßäéï áëãüñéèìï [31, 32]. ×ùñßò ôçí FIFO éäéüôçôá êáôÜöåñáí ìüíï

íá áðïäåßîïõí üôé ï áëãüñéèìïò êÜðïéá óôéãìÞ èá ôåñìáôßóåé. Óå FIFO äßêôõá, ùóôüóï,

Ýäåéîáí ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá O(nmF ), üðïõ F åßíáé ï ÷ñüíïò ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ãéá íá

åêôåëåóôïýí âáóéêÝò ðñÜîåéò (ð.÷., Üèñïéóìá, óýãêñéóç, åëÜ÷éóôï) óå óõíáñôÞóåéò üðïõ

ôï ðåäßï ïñéóìïý (÷ñüíïò áíá÷þñçóçò) åßíáé óõíå÷Ýò. Óôçí ðåñßðôùóç ôùí êáôÜ ôìÞìáôá

ãñáììéêþí óõíáñôÞóåùí (piecewise linear functions), F åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí ôìçìÜôùí
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ðïõ ìðïñåß íá åìöáíéóôïýí óôçí óõíÜñôçóç åîüäïõ TRs;v(t). ÅðïìÝíùò óôï åñþôçìá áí

ï áëãüñéèìïò ôñÝ÷åé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ç áðÜíôçóç åîáñôÜôáé áðü ôçí ýðáñîç õðåñðï-

ëõùíõìéêïý (superpolynomial) ðëÞèïõò ôìçìÜôùí óôçí Ýîïäï TRs;v(t). Ç áðÜíôçóç óôï

åñþôçìá áõôü Þñèå ôï 2011, üðïõ ïé Foschini, Hershberger, êáé Suri Ýäåéîáí üôé ôï ðëÞèïò

áõôü åßíáé nΘ(logn) óôçí ÷åéñüôåñç ðåñßðôùóç [15].

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðåñéãñÜøïõìå äýï áêüìá áëãïñßèìïõò ðïõ áðïôåëïýí ðáñáëëáãÝò

ôïõ êëáóéêïý Dijkstra áëãïñßèìïõ êáé äïõëåýïõí ôüóï óå óôáôéêü üóï êáé ÷ñïíéêÜ ìå-

ôáâáëëüìåíï ðåñéâÜëëïí. Ï áëãüñéèìïò Á* åßíáé ï Ýíáò áðü áõôïýò êáé óõ÷íÜ êáëåßôáé

óôï÷ïðñïóáíáôïëéóìÝíïò (goal-directed) áëãüñéèìïò. Ç âáóéêÞ äéáöïñÜ áðü ôïí êëáóéêü

Dijkstra âñßóêåôáé óôï êëåéäß ðñïôåñáéüôçôáò (priority key) üôáí åîÜãåôáé ìéá êïñõöÞ áðü

ôçí ïõñÜ. Óôïí áëãüñéèìï Á* ôï êëåéäß ðñïôåñáéüôçôáò ãéá ìéá êïñõöÞ v áðïôåëåßôáé áðü

äýï êïììÜôéá: ôï ìÞêïò ôïõ ðñïóùñéíïý óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý áðü ôçí áöåôçñßá ðñïò

ôçí v (üðùò êáé óôïí áëãüñéèìï ôïõ Dijkstra), êáé ôï äåýôåñï êïììÜôé áðïôåëåßôáé áðü ìéá

õðïåêôßìçóç ôçò áðüóôáóçò ãéá íá öôÜóåé óôïí ðñïïñéóìü áðü ôçí êïñõöÞ v. ÅðïìÝíùò

ôï êëåéäß ôçò v áíáðáñéóôÜ ìéá åêôßìçóç ôïõ ìÞêïõò ôïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý áðü

ôçí áöåôçñßá s óôïí ðñïïñéóìü d ðåñíþíôáò äéá ìÝóïõ ôçò v êáé ïé êïñõöÝò ôáîéíïìïýíôáé

óôçí ïõñÜ ìå âÜóç áõôü ôï êñéôÞñéï.

Ç óõíÜñôçóç åêôßìçóçò ôçò áðüóôáóçò ìåôáîý ìéáò êïñõöÞò êáé ôïõ ðñïïñéóìïý êáëåß-

ôáé óõíÜñôçóç äõíáìéêïý (potential function) �. Ç ÷ñçóéìïðïßçóç ôçò � Ý÷åé ùò áðïôÝëå-

óìá íá äßíåé ðñïôåñáéüôçôá óå êïñõöÝò ðïõ (õðïôéèÝìåíá) åßíáé ðéï êïíôÜ óôïí ðñïïñéóìü

d. Áí ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý åßíáé ôÝôïéá þóôå �(v) ≤ `(v; d), ãéá êÜèå v ∈ V (G), üðïõ

`(v; d) åßíáé ç áðüóôáóç áðü ôçí v óôïí d, ôüôå ï áëãüñéèìïò Á* ðÜíôá âñßóêåé óõíôïìü-

ôåñá ìïíïðÜôéá [20]. Ï áëãüñéèìïò Á* óõìðßðôåé ìå ôïí Dijkstra óå Ýíá ãñÜöçìá üðïõ

ôá âÜñç ôùí áêìþí åßíáé ôá ìåéùìÝíá êüóôç w�(u; v) = w(u; v) − �(u) + �(v) [22]. Áðü

ôï ãåãïíüò áõôü, ìðïñåß åýêïëá êáíåßò íá êáôáëÜâåé üôé áí �(v) = 0, ∀v ∈ V (G) ôüôå

ï Á* áíáêáëýðôåé ôéò ßäéåò êïñõöÝò ìå ôïí Dijkstra, åíþ áí �(v) = `(v; d), ∀v ∈ V (G)

ôüôå ìüíï êïñõöÝò óôï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé ãßíïíôáé äéåõèåôçìÝíåò (settled), êáèþò ïé

áêìÝò óôï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé Ý÷ïõí ìçäåíéêü ìåéùìÝíï êüóôïò. ÄçëáäÞ ï áëãüñéèìïò

Á* åîáóöáëßæåé üôé äåí ðñüêåéôáé íá åðéóêåöôåß êïñõöÝò ðïõ äåí åðéóêÝðôåôáé ï Dijkstra.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá, åÜí �(v) åßíáé ìéá êáëÞ êÜôù ðñïóÝããéóç ôçò áðüóôáóçò ãéá ôïí ðñïï-

ñéóìü ôüôå ï Á* ïäçãåß ìå áðïôåëåóìáôéêü ôñüðï ôçí áíáæÞôçóç ðñïò óôïí ðñïïñéóìü.

ÄçëáäÞ ï ÷þñïò áíáæÞôçóçò äåí åßíáé ðëÝïí êõêëéêüò ìå êÝíôñï ôçí áöåôçñßá s áëëÜ åßíáé

åëëåéðôéêüò ìå êáôåýèõíóç ðñïò ôïí ðñïïñéóìü d (Ó÷Þìá 2.4). Ï áëãüñéèìïò Á* ìðïñåß

åýêïëá íá åöáñìïóôåß óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï ãñÜöçìá ìå ôçí FIFO éäéüôçôá ðïõ èá

ôïí ïíïìÜæïõìå TD-A*, üðùò äåßîáìå êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ôïõ óôáôéêïý Dijkstra,

áñêåß ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý �(v) íá åßíáé Ýíá Ýãêõñï êÜôù öñÜãìá ôùí áðïóôÜóåùí

`(v; d)(t)ãéá êÜèå t ∈ T [4].

Óå Ýíá äßêôõï áðü áõôïêéíçôüäñïìïõò ïé Åõêëåßäåéåò áðïóôÜóåéò ìðïñïýí íá ÷ñçóé-

ìïðïéçèïýí ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí óõíáñôÞóåùí äõíáìéêïý, ðéèáíþò äéáéñåìÝíåò ìå ôçí

ìÝãéóôç åðéôñåðôÞ ôá÷ýôçôá áí ôá âÜñç óôéò áêìÝò åßíáé ÷ñüíïé ôáîéäéïý áíôß ãéá áðï-

óôÜóåéò. Áõôü ðñïöáíþò åöáñìüæåôáé êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíïõ
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Ó÷Þìá 2.4: Ï ÷þñïò áíáæÞôçóçò ôïõ ìïíüäñïìïõ TD-A* êáé ï ÷þñïò áíáæÞôçóçò ôïõ

áìößäñïìïõ TD-ALT.

ðåñéâÜëëïíôïò. Óå óôáôéêÜ ãñáöÞìáôá ìéá óçìáíôéêÞ âåëôßùóç ðÜíù óå Åõêëåßäåéåò äõ-

íáìéêÝò ìðïñåß íá åðéôåõ÷èåß ìå ôçí ÷ñÞóç êåíôñéêþí óçìåßùí (landmarks). Ç âáóéêÞ

éäÝá åßíáé íá åðéëÝîïõìå Ýíá ìéêñü óýíïëï êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò, åðáñêþò åîáðëùìÝíá

óôï äßêôõï, êáé ìéá ðñïåðåîåñãáóßá íá õðïëïãßóïõìå üëåò ôéò áðïóôÜóåéò ìåôáîý áõôþí

ôùí êïñõöþí (ðïõ êáëïýíôáé êåíôñéêÜ óçìåßá) êáé ïðïéáóäÞðïôå êïñõöÞò ôïõ óõíüëïõ

êïñõöþí. Ôüôå åêìåôáëëåõüìåíïé ôçí ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá ìðïñïýìå íá åîÜãïõìå êÜôù

öñÜãìáôá ãéá ôéò áðïóôÜóåéò ìåôáîý äýï ïðïéïíäÞðïôå êïñõöþí.

Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå äéáëÝîåé Ýíá óýíïëï C ⊂ V (G) áðü êåíôñéêÜ óçìåßá êáé

Ý÷ïõìå áðïèçêåýóåé üëåò ôéò áðïóôÜóåéò `(v; c) êáé `(c; v) ãéá êÜèå v ∈ V (G) \ C êáé ãéá

êÜèå c ∈ C. Ôüôå ïé áêüëïõèåò ôñéãùíéêÝò áíéóüôçôåò èá éó÷ýïõí: `(u; d) + `(d; c) ≥
`(u; c) êáé `(c; u) + `(u; d) ≥ `(c; d). ÅðïìÝíùò ç óõíÜñôçóç �f (u) = maxc∈C{`(u; c) −
`(d; c); `(c; d)− `(c; u)} åßíáé Ýíá êÜôù öñÜãìá ôçò áðüóôáóçò `(u; d) êáé ìðïñåß íá ÷ñçóé-

ìïðïéçèåß ùò ìéá Ýãêõñç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý ãéá ôçí åõèåßá áíáæÞôçóç [17].

Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ìðïñåß íá åöáñìïóôåß áìößäñïìç áíáæÞôçóç: ìéá åìðñüóèéá

áíáæÞôçóç åöáñìüæåôáé óôï G îåêéíþíôáò áðü ôçí áöåôçñßá êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí óõ-

íÜñôçóç äõíáìéêïý �f (u) ðïõ åêôéìÜåé ôçí áðüóôáóç ãéá íá öôÜóåé óôïí ðñïïñéóìü êáé ìéá

ðñïò-ôá-ðßóù áíáæÞôçóç åöáñìüæåôáé óôï áíåóôñáììÝíï ãñÜöçìá
←−
G áðü ôïí ðñïïñéóìü

÷ñçóéìïðïéþíôáò ìéá óõíÜñôçóç äõíáìéêïý �b(u) ðïõ åêôéìÜåé ôçí áðüóôáóç ãéá íá öôÜóåé

óôçí áöåôçñßá. Ç áìößäñïìç áíáæÞôçóç ìå ôéò ðáñáðÜíù óõíáñôÞóåéò äõíáìéêïý áðïôå-

ëåß ôïí áëãüñéèìï ALT. Åßíáé åýêïëï íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò, üôé áí ôá âÜñç óôéò áêìÝò

ìðïñïýí ìüíï íá áõîÜíïõí ùò ðñïò ôçí áñ÷éêÞ ôéìÞ ãéá ôïí õðïëïãéóìü ðñïò êáé áðü ôá

êåíôñéêÜ óçìåßá, ôüôå ïé óõíáñôÞóåéò äõíáìéêïý ðïõ åßíáé ó÷åôéêÝò ìå ôá êåíôñéêÜ óçìåßá

äßíïõí Ýãêõñá êÜôù öñÜãìáôá áêüìá êáé óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíá äßêôõá. Ç ôåëåõôáßá

ðåñßðôùóç áðïôåëåß ôïí áëãüñéèìï TD-ALT [8].

ÕðÜñ÷ïõí áñêåôÝò áêüìá ôå÷íéêÝò ãéá ôïí õðïëïãéóìü óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí ãéá

óõãêåêñéìÝíåò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò áíá÷þñçóçò áðü ôçí áöåôçñßá, ôüóï óå óôáôéêü üóï êáé óå

÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï ðåñéâÜëëïí. Ï áíáãíþóôçò ðïõ åíäéáöÝñåôáé ìðïñåß íá áíáôñÝîåé

óôçí ðñüóöáôç äéäáêôïñéêÞ äéáôñéâÞ ôïõ Nannicini [28] üðùò åðßóçò êáé óôéò åñãáóßåò

[6, 7, 15, 16, 31, 32].
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2.2.3 Áëãüñéèìïé ãéá ôï ðñüâëçìá ÓõíáñôÞóåùí Óõíôïìüôåñçò ¢öé-

îçò

¼óï áöïñÜ ôï ðñüâëçìá ÓõíáñôÞóåéò Óõíôïìüôåñçò ¢öéîçò, ãéá áíá÷þñçóç

áðü äåäïìÝíç áöåôçñßá (ÓÓÁ) ïé áëãüñéèìïé ðïõ åðéëýïõí ôïí õðïëïãéóìü ôùí óõ-

íáñôÞóåùí ÷ùñßæïíôáé óôéò åîÞò êáôçãïñßåò ìå âÜóç ôçí äåéãìáôïëçøßá Þ ôçí õðüèåóç ôïõ

÷ñüíïõ:

(á) Ôï ðåäßï ôùí ÷ñüíùí áíá÷þñçóçò áðü ôçí áöåôçñßá åßíáé äéáêñéôü.

(â) Ôï ðåäßï ôùí ÷ñüíùí áíá÷þñçóçò áðü ôçí áöåôçñßá åßíáé óõíå÷Ýò.

Ãéá ôçí ðåñßðôùóç (á) ìðïñåß êáíåßò íá åöáñìüóåé ôïõò áëãïñßèìïõò TD-Dijkstra Þ

TD-Bellman-Ford ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðñïçãïõìÝíùò óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ðïõ âñßóêåôáé

óôï åýñïò ôïõ ÷ñüíïõ, äçëáäÞ ∀t ∈ T . ÅðïìÝíùò äéáóðÜìå ôï ðñüâëçìá ôïõ õðïëïãéóìïý
ôùí óõíáñôÞóåùí ãéá äéáêñéôü ÷ñüíï óå |T | + 1 åíäéÜìåóïõò õðïëïãéóìïýò. Ç ìÝèïäïò

áõôÞ åßíáé áóöáëÞò êáèþò ïé óõíèÞêåò âåëôéóôüôçôáò äåí åîáñôþíôáé ìåôáîý äéáöïñåôéêþí

÷ñïíéêþí óôéãìþí ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò óõíÜñôçóçò A[s; d](t) [6]. Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëï-

êüôçôá èá åßíáé O(|T |(m+ n log n)).

Ãéá ôçí ðåñßðôùóç (â) üðïõ ôï ðåäßï ôùí ÷ñüíùí áíá÷þñçóçò áðü ôçí áöåôçñßá åßíáé

óõíå÷Ýò, õðÜñ÷ïõí äýï áëãüñéèìïé ðïõ åðéëýïõí ôïí õðïëïãéóìü ôçò A[s; d](t) üôáí ïé

óõíáñôÞóåéò Üöéîçò åßíáé êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÝò [15]. Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ôïõ

åíüò áëãïñßèìïõ åîáñôÜôáé áðü ôçí Ýîïäï êáé ï Üëëïò áëãüñéèìïò ðñïóåããßæåé ôçí óõ-

íÜñôçóç A[s; d](t) ìå Ýíáí óôáèåñü ëüãï ðñïóÝããéóçò. Èá ðåñéãñÜøïõìå áíáëõôéêÜ ôïõò

óõãêåêñéìÝíïõò áëãïñßèìïõò ãéá ôçí ðåñßðôùóç áõôÞ óôï ÊåöÜëáéï 3.

2.3 ÐáñáìåôñïðïéçìÝíá Óõíôïìüôåñá ÌïíïðÜôéá: ¸íá Ó÷åôéêü Ðñü-

âëçìá

Óôçí ðáñïýóá äéáôñéâÞ ìáò áðáó÷ïëåß ï õðïëïãéóìüò ôùí óõíáñôÞóåùí óõíôïìüôåñçò Üöé-

îçò (earliest-arrival-functions), ãéá ïðïéáäÞðïôå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ áíá÷þñçóçò áðü äåäïìÝíç

áöåôçñßá. ÅóôéÜæïõìå ôï åíäéáöÝñïí ìáò óå êáôÜ-ôìÞìáôá ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò ìåôá-

êßíçóçò (travel-time functions) ãéá ôéò áêìÝò. Ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü Ý÷åé áðïäåé÷ôåß ìéá

óõó÷Ýôéóç ìå ôï ðñüâëçìá ôùí ðáñáìåôñïðïéçìÝíùí óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí (parametric

shortest paths) ðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå óôçí åíüôçôá áõôÞ.

Óôï ðñüâëçìá ÐáñáìåôñïðïéçìÝíá Óõíôïìüôåñá ÌïíïðÜôéá êÜèå áêìÞ e ôïõ

ãñáöÞìáôïò Ý÷åé êüóôïò ce(
) ðïõ ìåôáâÜëëåôáé ãñáììéêÜ ùò ðñïò ìéá ðáñÜìåôñï 
, äçëáäÞ

ce(
) = ae · 
 + be. Ôï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé áðü ôçí áöåôçñßá s ðñïò ôïí ðñïïñéóìü d

åîáñôÜôáé áðü ôçí ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ 
 êáé ï óôü÷ïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé ç åýñåóç

ôùí óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ 
.

Ôï ìÞêïò ôïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý ìåôáîý ôïõ s êáé d ôï óõìâïëßæïõìå ìå L[s; d],

óå áíôéóôïé÷ßá ìå ôçí óõíÜñôçóç óõíôïìüôåñçò Üöéîçò A[s; d](t) óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëü-

ìåíï ðåñéâÜëëïí, êáé ôï L[s; d] åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôçí ðáñÜìåôñï 
.
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Ïñßæïõìå ùò L[s; d] = min(L[P ]|P ∈ Ps;d) ôï åëÜ÷éóôï ôùí ãñáììéêþí óõíáñôÞóåùí ìå-

ôáîý (s; d)-ìïíïðáôéþí P ∈ Ps;d. Èåùñïýìå ùò B(L[s; d]) ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò

óôï L[s; d], ðïõ åßíáé äçëáäÞ ôï ðëÞèïò ôùí áëëáãþí ôïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý áðü

ôçí áöåôçñßá s ðñïò ôùí ðñïïñéóìü d óôï ÷þñï ôçò ðáñáìÝôñïõ 
.

Ìéá óçìáíôéêÞ äéáöïñÜ ìåôáîý ôùí äýï ìïíôÝëùí (ðáñáìåôñïðïéçìÝíá óõíôïìüôåñá

ìïíïðÜôéá êáé ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá) åßíáé ç åîÞò ðïõ âáóßæåôáé

óôçí óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò: ãéá ôá ðáñáìåôñïðïéçìÝíá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá ç óõíÜñ-

ôçóç ìåôÜâáóçò åßíáé áðëÜ ôï Üèñïéóìá ôùí åðéìÝñïõò óõíáñôÞóåùí ìåôÜâáóçò óôéò áêìÝò

ðïõ áðáñôßæïõí ôï ìïíïðÜôé, åíþ ãéá ôá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá ç

óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò åßíáé ç óýíèåóç ôùí åðéìÝñïõò óõíáñôÞóåùí ìåôÜâáóçò óôéò áêìÝò

ðïõ áðáñôßæïõí ôï ìïíïðÜôé êáé áöáéñþíôáò ôï ÷ñüíï áíá÷þñçóçò. Ãéá íá ìðïñÝóåé êáíåßò

íá óõó÷åôßóåé ôá äýï áõôÜ ìïíôÝëá èá ðñÝðåé íá áíôéóôïé÷ßóåé ìéá óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ 


óå Ýíá åýñïò ÷ñïíéêþí ðáñáìÝôñùí ÷ùñßò íá ìåôáâÜëåé ôá óçìåßá êáìðÞò áñêåôÜ êáé íá

êëéìáêþóåé ðñïò ôá êÜôù ôéò êáèõóôåñÞóåéò óôéò áêìÝò Ýôóé þóôå ç ðáñÜìåôñïò 
(= t) íá

ìçí áëëÜæåé óå ìåãÜëï âáèìü êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ðïõ ôáîéäåýåé êáíåßò áðü ôçí áöåôçñßá s

ðñïò ôïí ðñïïñéóìü d.

Ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá áíáöÝñåé ôï ðüóï ðïëý ìðïñåß íá áëëÜîåé ôï ðëÞèïò ôùí

óçìåßùí êáìðÞò óå Ýíá ðáñáìåôñïðïéçìÝíï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé ìå ãñáììéêÝò óõíáñôÞ-

óåéò ùò ðñïò ôçí ðáñÜìåôñï. Óôçí ÷åéñüôåñç ðåñßðôùóç ôï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé ìåôáîý

ôïõ s êáé d ìðïñåß íá ìåôáâëçèåß nΩ(logn) öïñÝò êáèþò ç ðáñÜìåôñïò 
 ìåôáâÜëëåôáé êáé

ôï áðïôÝëåóìá áõôü áðïôåëåß Ýíá êÜôù öñÜãìá ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò

(óçìåßá ìåôáâïëÞò ôïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý).

Èåþñçìá 2.1 ([27]). ÕðÜñ÷åé ãñÜöçìá ìå ãñáììéêÜ ðáñáìåôñïðïéçìÝíá âÜñç óôéò áêìÝò

êáé äýï êïñõöÝò s êáé d ôÝôïéï þóôå ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò ôïõ L(s; d) åßíáé

B(L[s; d]) = nΩ(logn).

Áðü ôçí Üëëç Ýíá Üíù öñÜãìá åßíáé ãíùóôü áðü ôïí Gus�eld ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí

êáìðÞò ðïõ öñÜóóïíôáé áðü nO(logn) [19].

Åðéðñüóèåôá õðÜñ÷ïõí êáé Üëëá ìïíôÝëá ðáñáìåôñïðïéçìÝíùí óõíôïìüôåñùí ìïíïðá-

ôéþí ðïõ áíÜëïãá ìå ôïí ðåñéïñéóìü óôéò óõíáñôÞóåéò êüóôïõò êÜèå áêìÞò ïäçãïýíôáé

êáé óå áíÜëïãá áðïôåëÝóìáôá. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí ôá âÜñç ôùí áêìþí áêïëïõèïýí ôçí

óõíÜñôçóç c(ei) = w(ei) − 
, üðïõ w(ei) ôï (óôáèåñü êáé óôáôéêü) âÜñïò êÜèå áêìÞò ei
ôüôå ãéá ôï ìïíôÝëï áõôü õðÜñ÷ïõí ìüíï ðïëõùíõìéêü óå ðëÞèïò äéáöïñåôéêÜ óõíôïìüôåñá

ìïíïðÜôéá êáé åðéäÝ÷åôáé áðïôåëåóìáôéêïýò áëãïñßèìïõò [24, 37].

2.4 ÖñÜãìáôá Ðïëõðëïêüôçôáò ÓõíáñôÞóåùí Óõíôïìüôåñçò ¢öéîçò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ðáñïõóéÜóïõìå Üíù êáé êÜôù öñÜãìáôá ãéá óõíáñôÞóåéò óõíôïìü-

ôåñçò Üöéîçò óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíá äßêôõá. Ìáò åíäéáöÝñåé ôï ðñüâëçìá ÓõíáñôÞ-

óåéò Óõíôïìüôåñçò ¢öéîçò, ãéá áíá÷þñçóç áðü äåäïìÝíç áöåôçñßá (ÓÓÁ)

(óå ïðïéáäÞðïôå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ) üðïõ êÜèå óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ Üöéîçò ðåñéãñÜöåôáé áðü
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ìéá êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç. Åéäéêüôåñá äåß÷íïõìå üôé óå Ýíá ãñÜöçìá ìå êáôÜ

ôìÞìáôá ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôá âÜñç ôùí áêìþí, ç óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ

Üöéîçò Ý÷åé ðïëõðëïêüôçôá nΘ(logn) óôç ÷åéñüôåñç ðåñßðôùóç. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, áêüìá

êáé ìå áêìÝò ìå ãñáììéêÜ âÜñç õðÜñ÷åé ãñÜöçìá ãéá ôï ïðïßï ôï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé

áðü ôçí áöåôçñßá s ðñïò ôïí ðñïïñéóìü d áëëÜæåé nΩ(logn) öïñÝò Þ éóïäýíáìá ç óõíÜñôçóç

÷ñüíïõ Üöéîçò Ý÷åé nΩ(logn) óçìåßá êáìðÞò (êÜôù öñÜãìá). Áðü ôçí Üëëç, ãéá ïðïéïäÞ-

ðïôå ãñÜöçìá ãéá ôï ïðïßï ïé êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò óôéò áêìÝò Ý÷ïõí ôï

ðïëý K ôìÞìáôá óõíïëéêÜ, ç ðïëõðëïêüôçôá ôçò óõíÜñôçóçò ÷ñüíïõ Üöéîçò åßíáé ôï ðïëý

nO(logn) (Üíù öñÜãìá). Êáé ôá äýï öñÜãìáôá èåùñïýí üôé åßôå ïé áêìÝò óÝâïíôáé ôçí FIFO

éäéüôçôá, åßôå åðéôñÝðåôáé áõèáßñåôç áíáìïíÞ óå êïñõöÝò ãéá íá áíôéìåôùðßóïõí ìç-FIFO

êáôáóôÜóåéò óôéò áêìÝò.

2.4.1 Ìéá ðïëõåðßðåäç áíáðáñÜóôáóç ôïõ ãñáöÞìáôïò

Èá ÷ñåéáóôïýìå ìéá áíáðáñÜóôáóç åíüò Üêõêëïõ ðïëõåðßðåäïõ êÜðïéïõ ãñáöÞìáôïò ðïõ

áõîÜíåé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí áðü n óå O(n2) áëëÜ Ý÷åé ôï ðëåïíÝêôçìá åõêïëüôåñçò

áíÜëõóçò. Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå üôé ôá öñÜãìáôá ðïõ äßíïõìå åßíáé õðåñðïëõùíõìéêÜ êáé

ãéá ôï ëüãï áõôü ç áýîçóç áðü n óå n2 äåí åðçñåÜæåé ôá üñéá áóõìðôùôéêÜ.

Èåùñïýìå üôé ïé êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G áñéèìïýíôáé áðü 1 Ýùò n ìå s = v1 êáé

d = vn. Äçìéïõñãïýìå n åðßðåäá áñéèìçìÝíá áðü 1 Ýùò n Ýôóé þóôå êÜèå êïñõöÞ vi =∈ {s; d}
íá áíôéãñÜöåôáé óå êÜèå Ýíá áðü ôá n− 2 ìåóáßá åðßðåäá. Ôï åðßðåäï 1 áðïôåëåßôáé ìüíï

áðü ôçí êïñõöÞ s êáé ôï åðßðåäï n ðåñéÝ÷åé ìüíï ôçí êïñõöÞ d. ¼ëåò ïé áêìÝò ôïõ

ðïëõåðßðåäïõ ãñáöÞìáôïò åíþíïíôáé ìåôáîý óõíå÷üìåíùí åðéðÝäùí ìå êáôåýèõíóç áðü ôï

÷áìçëüôåñï åðßðåäï ðñïò ôï õøçëüôåñï åðßðåäï. Ç áöåôçñßá s Ý÷åé áêìÝò ðñïò üëåò ôéò

(ðñáãìáôéêÝò) ãåßôïíåò ôïõ åðéðÝäïõ 2. Áíôßóôïé÷á üëåò ïé ãåßôïíåò ôïõ åðéðÝäïõ n − 1

ìå ôïí ðñïïñéóìü d Ý÷ïõí áêìÝò ðñïò áõôüí. Ãéá êÜèå áêìÞ (vi; vj) ∈ E(G) êáé êÜèå

æåýãïò ãåéôïíéêþí åðéðÝäùí ôïðïèåôïýìå áêìÝò ôùí áíôßóôïé÷ùí áíôéãñÜöùí ôïõ vi êáé

vj. Óå êÜèå ôÝôïéá áêìÞ áíôéóôïé÷ïýìå ôçí ßäéá óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ Üöéîçò ðïõ Ý÷åé óôï

áñ÷éêü ãñÜöçìá G. Åðßóçò åéóÜãïõìå áêìÝò ìåôáîý ßäéùí áíôéãñÜöùí vi ðïõ âñßóêïíôáé

óå ãåéôïíéêÜ åðßðåäá. Ïé áêìÝò áõôÝò ìåôáîý ôùí áíôéãñÜöùí Ý÷ïõí óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ

Üöéîçò A(vji ;v
j+1
i )(t) = t üðïõ vji åßíáé ôï áíôßãñáöï ôçò êïñõöÞò vi óôï åðßðåäï j. ÄçëáäÞ ïé

ôåëåõôáßåò áêìÝò Ý÷ïõí ìçäåíéêü ÷ñüíï ìåôÜâáóçò. Ç ðïëõåðßðåäç áíáðáñÜóôáóç ìå ôïí

ôñüðï áõôü åéóÞ÷èç áðü ôïõò Foschini, Hershberger, êáé Suri [15], áí êáé ôï ãñÜöçìá ôïõ

ÈåùñÞìáôïò 2.1 êáôáóêåõÜæåôáé ìå ðáñüìïéï ôñüðï áíáðáñÜóôáóçò [27]. Óôï Ó÷Þìá 2.5

äåß÷íïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ìåôáôñïðÞò åíüò ãñáöÞìáôïò óå ìéá ðïëõåðßðåäç áíáðáñÜóôáóç.

Åßíáé åýêïëï íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò üôé Ýíá óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé áðü ôï s ðñïò ôï

d óôï áñ÷éêü ãñÜöçìá áíôéóôïé÷ßæåôáé áðü Ýíá óýíïëï éóïäýíáìùí óõíôïìüôåñùí ìïíï-

ðáôéþí óôçí ðïëõåðßðåäç áíáðáñÜóôáóç ìüíï ðïõ êÜèå ôÝôïéï ìïíïðÜôé óôçí ðïëõåðßðåäç

áíáðáñÜóôáóç åßíáé Üêõêëï êáé êÜèå (s; d)-ìïíïðÜôé Ý÷åé áêñéâþò n−1 áêìÝò. Ç ìåôáôñïðÞ

óå ðïëõåðßðåäç áíáðáñÜóôáóç üôáí Ý÷ïõìå ðáñáìåôñïðïéçìÝíá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá åß-

íáé ðáñüìïéá ìå ôçí Üíù äéáäéêáóßá ìå ôçí äéáöïñÜ üôé èÝôïõìå ìçäåíéêÜ âÜñç ãéá ôéò áêìÝò

(vji ; v
j+1
i ) (ôï ãåãïíüò áõôü éó÷ýåé êáé óôçí áíáðáñÜóôáóç ãéá ôá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíá
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Ó÷Þìá 2.5: ¸íá ãñÜöçìá G êáé ç áíôßóôïé÷ç ðïëõåðßðåäç áíáðáñÜóôáóç ôïõ G. Ç ðï-

ëõåðßðåäç áíáðáñÜóôáóç äåí Ý÷åé ðïôÝ êýêëïõò áêüìá êáé áí ôï áñ÷éêü ãñÜöçìá G Ý÷åé

êýêëïõò.

óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá ùò ðñïò ôïí ÷ñüíï ìåôÜâáóçò D(vji ;v
j+1
i )(t) êáèþò A(vji ;v

j+1
i )(t) = t).

ÕðÜñ÷ïõí äýï ëüãïé ãéá ôïõò ïðïßïõò ç ðïëõåðßðåäç áíáðáñÜóôáóç åßíáé âïëéêÞ ùò

ðñïò ôïí ÷åéñéóìü ôçò:

• Ôüóï óôá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíá üóï êáé óôá ðáñáìåôñïðïéçìÝíá óõíôïìüôåñá ìï-

íïðÜôéá ç áíÜëõóç åóôéÜæåé óôçí ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç êüóôïõò. ÐáñÜ ôçí áðëüôçôá

ôçò óõíÜñôçóçò, ç ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé ôáõôü÷ñïíá ôå÷íçôÞ áëëÜ êáé äýóêïëá

íá ðëáéóéùèåß óùóôÜ. Ãéá ðáñÜäåéãìá óôá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíá äßêôõá êÜèå ãñáì-

ìéêÞ óõíÜñôçóç Ae ìå êëßóç äéáöïñåôéêÞ áðü 1 ðñÝðåé íá ôÝìíåé ôçí åõèåßá A = t,

ðïõ óçìáßíåé üôé Ae− t < 0 ãéá t→∞ Þ ãéá t→ −∞. ÄçëáäÞ ï ÷ñüíïò ìåôÜâáóçò

êÜðïéá óôéãìÞ èá ãßíåé áñíçôéêüò ðïõ Ýñ÷åôáé óå áíôßèåóç ìå ôéò áñ÷éêÝò ìáò õðï-

èÝóåéò (FIFO õðüèåóç Þ äõíáôüôçôá áíáìïíÞò). ÅðéðëÝïí Ýíá ãñÜöçìá ìå áñíçôéêÜ

âÜñç ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé êáé áñíçôéêïýò êýêëïõò êáèéóôþíôáò ôçí óõíÜñôçóç A[s; d]

áíïýóéá ãéá êÜðïéåò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò. Ôï ôåëåõôáßï ãåãïíüò óõìâáßíåé êáé óôï ðñü-

âëçìá ìå ðáñáìåôñïðïéçìÝíá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá. Ç ìåôáöïñÜ óôçí ðïëõåðßðåäç

áíáðáñÜóôáóç ëýíåé ôá ðñïâëÞìáôá ìå ôïí áêüëïõèï ôñüðï.

• Óôï ðñüâëçìá ìå ðáñáìåôñïðïéçìÝíá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá ç ðñüóèåóç åíüò óôá-

èåñïý âÜñïõò óå üëåò ôéò áêìÝò ìåôáîý äýï ãåéôïíéêþí åðéðÝäùí äéáôçñåß ôçí ó÷åôéêÞ

äéÜôáîç ôùí (s; d)-ìïíïðáôéþí äéüôé êÜèå ôÝôïéï ìïíïðÜôé ÷ñçóéìïðïéåß áêñéâþò ìéá

áêìÞ ìåôáîý äýï ãåéôïíéêþí åðéðÝäùí. Ôï ãåãïíüò áõôü èá ôï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå

êáôÜëëçëá üôáí èá åðåîåñãáóôïýìå ôçí ðïëõåðßðåäç áíáðáñÜóôáóç.

2.4.2 ÊÜôù öñÜãìá

Ç âáóéêÞ éäÝá ãéá ôï êÜôù öñÜãìá óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá

åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï êÜôù öñÜãìá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.1 ãéá ðáñáìåôñïðïéçìÝíá

óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá. Óôçí ïõóßá äçëáäÞ èÝëïõìå íá ÷åéñéóôïýìå ôçí ðáñÜìåôñï 
 ùò

ôçí ÷ñïíéêÞ ðáñÜìåôñï t. Èá áíÜãïõìå Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ ðáñáìåôñïðïéçìÝíïõ óõíôïìü-

ôåñïõ ìïíïðáôéïý óå Ýíá óôéãìéüôõðï ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíïõ ìåôáâÜóåùí ìåôáöÝñïíôáò

ôçí ðáñÜìåôñï 
 ùò ôçí óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ t.
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Ãéá íá ìðïñÝóåé êáíåßò íá óõó÷åôßóåé ôá äýï áõôÜ ìïíôÝëá èá ðñÝðåé íá áíôéóôïé÷ßóåé

ìéá óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ 
 óå Ýíá åýñïò ÷ñïíéêþí ðáñáìÝôñùí ÷ùñßò íá ìåôáâÜëåé ôá óçìåßá

êáìðÞò áñêåôÜ êáé íá êëéìáêþóåé ðñïò ôá êÜôù ôéò êáèõóôåñÞóåéò óôéò áêìÝò Ýôóé þóôå

ç ðáñÜìåôñïò 
(= t) íá ìçí áëëÜæåé óå ìåãÜëï âáèìü êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ðïõ ôáîéäåýåé

êáíåßò áðü ôçí áöåôçñßá s ðñïò ôïí ðñïïñéóìü d. Ãéá ôïí óùóôü õðïëïãéóìü ôçò êëéìÜ-

êùóçò ÷ñåéáæüìáóôå üëá ôá âÜñç ôùí áêìþí íá åßíáé ìç-áñíçôéêÜ áëëÜ üðùò ðñïåßðáìå ôá

ãñáììéêÜ ðáñáìåôñéêÜ âÜñç åßíáé áñíçôéêÜ ãéá êÜðïéåò ôéìÝò ôçò ðáñáìÝôñïõ 
. ÅðïìÝíùò

äïèÝíôïò åíüò ãñáöÞìáôïò G ÷åéñßóôçò ðåñßðôùóçò áðü ôï Èåþñçìá 2.1 ôï ìåôáôñÝðïõìå

ðñþôá óå ìéá ðïëõåðßðåäç áíáðáñÜóôáóç êáé óôç óõíÝ÷åéá èá ôï ìåôáó÷çìáôßóïõìå óå Ýíá

÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï óôéãìéüôõðï.

¸óôù ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí êáìðÞò óå Ýíá óôéãìéüôõðï ÷åéñßóôçò ðåñßðôùóçò ðá-

ñáìåôñïðïéçìÝíïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý áíôéóôïé÷åß óôéò ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí 
1 <


2 < · · · 
N üðïõ N = B(L[s; d]). Õðïëïãßæïõìå ôï åëÜ÷éóôï âÜñïò ôùí áêìþí óôï

åýñïò [
1; 
N ], äçëáäÞ cmin = minimin(ci(
1); ci(
N)) êáé ôñïðïðïéïýìå ôï âÜñïò êÜèå

áêìÞò ðñïóèÝôïíôáò ôçí ðïóüôçôá W = max(0;−cmin). Ôüôå êÜèå (s; d)-ìïíïðÜôé P ôïõ

áñ÷éêïý ãñáöÞìáôïò ìå ôï ðïëý n − 1 áêìÝò êáé ìÞêïò L[P ] áíôéóôïé÷åß ìå ìéá ó÷Ýóç

Ýíá-ðñïò-ðïëëÜ óå Ýíá óýíïëï áðü éóïäýíáìá (s; d)-ìïíïðÜôéá óôçí ðïëõåðßðåäç áíáðá-

ñÜóôáóç, üðïõ ôï êÜèå Ýíá áðü áõôÜ ôá ìïíïðÜôéá Ý÷åé áêñéâþò n − 1 áêìÝò êáé ìÞêïò

L[P ] + (n − 1)W . Ôá óçìåßá êáìðÞò ôçò óõíÜñôçóçò L[s; d] ðáñáìÝíïõí ßäéá ôüóï óôï

áñ÷éêü ãñÜöçìá üóï êáé óôçí ðïëõåðßðåäç áíáðáñÜóôáóç.

¸óôù 
j êáé 
j+1 íá åßíáé äýï äéáäï÷éêÜ óçìåßá êáìðÞò ôçò L[s; d](
). Óõìâïëßæïõìå

ìå Pj ôï óõíôïìüôåñï (s; d)-ìïíïðÜôé áíÜìåóá óôï äéÜóôçìá [
j; 
j+1]. ÅðåéäÞ ôï ìÞêïò

êÜèå ìïíïðáôéïý óôï G åßíáé ìéá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç ôçò ðáñáìÝôñïõ 
, ãéá ôçí ôéìÞ


j = (
j+
j+1)=2 êÜèå ìïíïðÜôé ôïõ G äéáöïñåôéêü ôïõ Pj åßíáé áõóôçñÜ ìåãáëýôåñï áðü

ôï Pj. Èá èåùñÞóïõìå ôéò áêüëïõèåò ðïóüôçôåò:

• Lj = L[s; d](
j) êáé L
′
j ôï ìÞêïò ôïõ äåýôåñïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý óôçí ðá-

ñÜìåôñï 
j.

• ∆j = L
′
j − Lj êáé ∆min = minj ∆j.

Ôþñá èá õðïëïãßóïõìå Ýíá ìéêñü �-äéÜóôçìá ãýñù áðü ôçí ðáñÜìåôñï 
j ôÝôïéï þóôå ç

ìåôáâïëÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ 
 ìÝóá óôï äéÜóôçìá áõôü íá êñáôÜåé ôçí äéáôáñá÷Þ ôùí âáñþí

óå ìéêñü âáèìü. ÊÜèå óõíÜñôçóç êüóôïõò ci(
) = ai
 + bi Ý÷åé ìéá ðåðåñáóìÝíç êëßóç ai.

ÁíÜëïãá ìå ôçí êëßóç ïñßæïõìå ôï �:

• Áí ai ̸= 0, äéáëÝãïõìå ôçí ðáñÜìåôñï �i = ∆min=(2nai) Ýôóé þóôå

|ci(
j)− ci(
j + �)| < ∆min=(2n); ãéá êÜèå � ìå |�| < �i:

• Áí ai = 0, |ci(
j)− ci(
j + �)| = 0 < ∆min=(2n) ãéá êÜèå � êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå

íá äéáëÝîïõìå �i íá åßíáé Üðåéñï.

Ïñßæïõìå ùò �min = mini �i ôï ïðïßï åßíáé óôáèåñÜ ðïõ åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôï ãñÜöçìá G

êáé ôçí óõíÜñôçóç êüóôïõò ci(
).
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¸óôù Lmax ç ìÝãéóôç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò L[s; d](
) óôï ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá ôçò

ðáñáìÝôñïõ 
 ðïõ ïñéïèåôåßôáé áðü ôá óçìåßá êáìðÞò, äçëáäÞ 
 ∈ [
1; 
N ]. Ïñßæïõìå ôçí

óôáèåñÜ � ùò åîÞò:

� =
�min

2(Lmax +∆min)
:

Óôç óõíÝ÷åéá ìåôáôñÝðïõìå ôï ðñüâëçìá ôïõ ðáñáìåôñïðïéçìÝíïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðá-

ôéïý óå Ýíá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï èÝôïíôáò ôïí (÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï) ÷ñüíï ìåôÜâá-

óçò Dei = �ci(t), äçëáäÞ êáíïíéêïðïéïýìå ôá êüóôç êáôÜ � êáé éóïäõíáìïýìå ôçí ÷ñïíéêÞ

ìåôáâïëÞ t ìå ôçí ðáñÜìåôñï 
. Èõìßæïõìå üôé Ae(t) = De(t) + t.

Ôþñá ìðïñåß íá äåßîåé êáíåßò üôé ï ÷ñüíïò ìåôÜâáóçò êÜèå áêìÞò óôï ãñÜöçìá G

ìåôáâÜëëåôáé êáôÜ ôï ðïëý �∆min=(2n) óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá t ∈ [
j; 
j + �min), ðïõ

áðïôåëåß ôï ÷ñïíéêÜ äéÜóôçìá ãéá íá åðéóêåöôåß ôï ìïíïðÜôé Pj îåêéíþíôáò ôçí ÷ñïíéêÞ

óôéãìÞ t = 
j. ÄçëáäÞ ôï ìïíïðÜôé Pj åßíáé ôï óõíôïìüôåñï (s; d)-ìïíïðÜôé ìå ÷ñüíï

åêêßíçóçò t = 
j. ÅðåéäÞ áõôü éó÷ýåé ãéá êÜèå j ìåôáîý ôïõ 1 êáé N − 1 õðÜñ÷ïõí

ôïõëÜ÷éóôïí N − 2 óõíäõáóìïß áëëáãþí óôï óõíôïìüôåñï (s; d)-ìïíïðÜôé óôï ÷ñïíéêÜ

ìåôáâáëëüìåíï ãñÜöçìá ìåôáîý ÷ñïíéêþí óôéãìþí t = 
1 êáé t = 
N . ÅðïìÝíùò ôï

áêüëïõèï áðïôÝëåóìá ðñïêýðôåé ëáìâÜíïíôáò õðüøéí ôï Èåþñçìá 2.1.

Èåþñçìá 2.2 ([15]). ÕðÜñ÷åé ãñÜöçìá ìå ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò óôéò

áêìÝò Ae êáé äýï êïñõöÝò s êáé d ôÝôïéï þóôå ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò ôïõ A[s; d]

åßíáé B(A[s; d]) = nΩ(logn).

2.4.3 ¢íù öñÜãìá

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá äåßîïõìå üôé ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò ãéá ïðïéáäÞðïôå

óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ Üöéîçò óå Ýíá ãñÜöçìá åßíáé K × nO(logn), üðïõ K åßíáé ôï óõíïëéêü

ðëÞèïò (êáé ôìçìÜôùí) ôùí ãñáììéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôïõò ÷ñüíïõò Üöéîçò

óå üëåò ôéò áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò.

Ìéá ðñþôç åêôßìçóç åßíáé üôé ôá óçìåßá êáìðÞò ìðïñåß íá åßíáé ôï ðïëý óå ðëÞèïò üóï

êáé ïé äéáöïñåôéêÝò êëßóåéò ôùí óõíáñôÞóåùí óå üëá ôá äõíáôÜ (s; d)-ìïíïðÜôéá. Äõóôõ-

÷þò ç åêôßìçóç áõôÞ äåí äßíåé ÷ñÞóéìá Üíù öñÜãìáôá, êáèþò ôï ðëÞèïò ôùí äéáöïñåôéêþí

êëßóåùí óå üëá ôá äõíáôÜ (s; d)-ìïíïðÜôéá ìðïñåß íá åßíáé ôçò ôÜîçò ôïõ ðëÞèïõò ôùí

äéáöïñåôéêþí (s; d)-ìïíïðáôéþí. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí èåùñÞóåé êáíåßò ôï ãñÜöçìá ôïõ Ó÷Þ-

ìáôïò 2.6 óôï ïðïßï êÜèå ìéá áðü ôçò Θ(n) áêìÝò ei ìðïñåß íá åðéëå÷ôåß áðü ìüíç ôçò

íá áíÞêåé óå êÜèå (s; d)-ìïíïðÜôé. Áí ç óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ Üöéîçò Aei åßíáé ç êÜèå ìéá

ãñáììéêÞ ìå ôçí êëßóç ôçò ßóç ìå ôçí ôéìÞ ai, üðïõ ai = i-óôüò ìéêñüôåñïò ðñþôïò áñéèìüò

−1, êáé ãéá êÜèå Üëëç áêìÞ e Ý÷ïõìå Ae(t) = t (äçëáäÞ, ìçäåíéêÞ êáèõóôÝñçóç) ôüôå

ôï ðëÞèïò ôùí äéáöïñåôéêþí êëßóåùí óå üëåò ôéò óõíáñôÞóåéò A[P ] ìå P ∈ Ps;d åßíáé

2Θ(n). Áõôü åîçãåßôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ïé êëßóåéò ôùí óõíáñôÞóåùí A[P ] åßíáé ãéíüìåíá

äéáöïñåôéêþí õðïóõíüëùí ðñþôùí áñéèìþí êáé óõíåðþò äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò.

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ðïëõðëïêüôçôáò A[s; d] èá èåùñÞóïõìå ðñþôá ôçí ðåñßðôùóç

óôçí ïðïßá êÜèå óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ Üöéîçò Ae åßíáé ãñáììéêÞ. ¼ðùò áíáöÝñáìå ðñïç-

ãïõìÝíùò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ èá ðñÝðåé íá ìåôáôñÝøïõìå ôï áñ÷éêü ãñÜöçìá G óå ìéá
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Ó÷Þìá 2.6: ÊÜèå ìéá áðü ôéò ei áêìÝò áíÞêåé óå äéáöïñåôéêü (s; d)-ìïíïðÜôé.

ðïëõåðßðåäç áíáðáñÜóôáóç ãéá íá áðïöýãïõìå áñíçôéêïýò êýêëïõò. Óõìâïëßæïõìå ìå

Alin[s; d] ìéá óõíÜñôçóç óõíôïìüôåñçò Üöéîçò ìåôáîý üëùí ôùí (s; d)-ìïíïðáôéþí èåùñþ-

íôáò üôé êÜèå Ae åßíáé ìéá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç (êáé ü÷é êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞ óõíÜñ-

ôçóç). Ôüôå B(Alin[s; d]) åßíáé ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò óôçí áíôßóôïé÷ç

óõíÜñôçóç óõíôïìüôåñçò Üöéîçò ãéá ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò óå êÜèå áêìÞ

ôçò ðïëõåðßðåäçò áíáðáñÜóôáóçò êáé ãéá ôï ðëÞèïò áõôü õðÜñ÷åé ôï áêüëïõèï Üíù öñÜãìá.

ËÞììá 2.2 ([15]). Ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò óôçí óõíÜñôçóç óõíôïìüôåñçò

Üöéîçò óôá (s; d)-ìïíïðÜôéá éó÷ýåé:

B(A[s; d]) ≤ K ×B(Alin[s; d]):

Ôþñá ãéá íá öñÜîïõìå ôï B(Alin[s; d]) èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíá áðïôÝëåóìá áðü ôïí

Gus�eld [19]. Ðéï óõãêåêñéìÝíá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá áíáäñïìéêÞ ðïëõåðßðåäç áíá-

ðáñÜóôáóç Gn;c ðïõ åßíáé Ýíá ãñÜöçìá ìå nc+ 2 êïñõöÝò ðïõ áðïôåëåßôáé áðü äýï äéáêå-

êñéìÝíåò êïñõöÝò s êáé d êáé n óôÞëåò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí c êïñõöÝò ç êÜèå óôÞëç. Ïé áêìÝò

ôïõ Gn;c åíþíïõí ôçí êïñõöÞ s ìå ôéò êïñõöÝò ôçò ðñþôçò óôÞëçò, Þ åíþíïõí êïñõöÝò

óå äéáäï÷éêÝò óôÞëåò i êáé i + 1, Þ åíþíïõí ôéò êïñõöÝò ôçò ôåëåõôáßáò óôÞëçò n ìå ôçí

êïñõöÞ d. Óôï Ó÷Þìá 2.7 äåß÷íïõìå Ýíá ôÝôïéï ðáñÜäåéãìá.

Ó÷Þìá 2.7: Ôï ãñÜöçìá Gn;c ìå ôçí ðïëõåðßðåäç áíáðáñÜóôáóÞ ôïõ.
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ËÞììá 2.3 ([15]). Ãéá ôï ãñÜöçìá Gn;c ìå ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ óôéò áêìÝò,

éó÷ýåé:

B(Alin[s; d]) ≤
(2n+ 1)1+log c

2
:

Óôç óõíÝ÷åéá êáôáóêåõÜæïõìå ôçí ðïëõåðßðåäç áíáðáñÜóôáóç Gn−1;n−1 áðü ôï áñ÷éêü

ãñÜöçìá G üðùò ðåñéãñÜöçêå ðñïçãïõìÝíùò. Áðü ôçí éóïäõíáìßá ôùí (s; d)-ìïíïðáôéþí

ìåôáîý ôçò ðïëõåðßðåäçò áíáðáñÜóôáóçò êáé ôïõ áñ÷éêïý ãñáöÞìáôïò, óõìðåñáßíïõìå ìå

âÜóç ôï ËÞììá 2.3 üôé ôï B(Alin[s; d]) öñÜóóåôáé Üíù áðü (2n+1)1+logn

2
êáé óôá äýï ãñáöÞ-

ìáôá. ÅðïìÝíùò ãéá ïðïéïäÞðïôå ãñÜöçìá G ìå ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò Ae

óå êÜèå áêìÞ e ∈ E(G) Ý÷ïõìå B(Alin[s; d]) = nO(logn). ¸ôóé åöáñìüæïíôáò ôï ËÞììá 2.2

êáôáëÞãïõìå óôï áêüëïõèï Üíù öñÜãìá.

Èåþñçìá 2.3 ([15]). Ãéá ïðïéïäÞðïôå ãñÜöçìá G üðïõ ïé óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò

Ae óå êÜèå áêìÞ e ∈ E(G) ðåñéãñÜöïíôáé áðü êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò ìå

óõíïëéêÜ K ôìÞìáôá ãéá üëåò ôéò áêìÝò éó÷ýåé B(A[s; d]) = K×nO(logn) ãéá ïðïéïäÞðïôå

æåýãïò êïñõöþí s; d. Áí ôï K åßíáé ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò ôï ðëÞèïò êïñõöþí n, ôüôå

B(A[s; d]) = nO(logn).
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ÊåöÜëáéï 3

ÁëãïñéèìéêÜ ÁðïôåëÝóìáôá ãéá

Õðïëïãéóìïýò ÓõíáñôÞóåùí

Óõíôïìüôåñçò ¢öéîçò

3.1 Áëãüñéèìïò ×ñïíéêÜ Åîáñôþìåíïò áðü ôçí ¸îïäï (output-sensitive)

3.2 ÐñïóÝããéóç ÓõíáñôÞóåùí ìå åê ôùí ÐñïôÝñùí Ãíþóç

3.3 Ðñïóåããéóôéêüò Áëãüñéèìïò

3.4 Ðñïóåããéóôéêüò Áëãüñéèìïò ãéá ¢ãíùóôåò ÓõíáñôÞóåéò

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ðáñïõóéÜóïõìå ïñéóìÝíá áëãïñéèìéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ôï ðñü-

âëçìá ÓõíáñôÞóåéò Óõíôïìüôåñçò ¢öéîçò, ãéá áíá÷þñçóç áðü äåäïìÝíç áöå-

ôçñßá (ÓÓÁ) üðïõ êÜèå óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ Üöéîçò Ae(t) ðåñéãñÜöåôáé áðü êáôÜ ôìÞìáôá

ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò. Åéäéêüôåñá èá äåßîïõìå ðñþôá Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé (êáé

êáôáóêåõÜæåé) ôçí óõíÜñôçóç óõíôïìüôåñçò Üöéîçò A[s; d] Ýôóé þóôå ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëï-

êüôçôá íá åîáñôÜôáé ü÷é áðü ôï ÷åéñßóôçò-ðåñßðôùóçò ìÝãåèïò, áëëÜ áðü ôï ðñáãìáôéêü

ìÝãåèïò ôçò óõíÜñôçóçò óõíôïìüôåñçò Üöéîçò. ÄçëáäÞ ï ÷ñüíïò åêôÝëåóçò ôïõ áëãï-

ñßèìïõ åßíáé åîáñôþìåíïò áðü ôï ìÝãåèïò ôïõ åîüäïõ ðïõ õðïëïãßæåé (output-sensitive

algorithm). Ðñéí áðü ôïõò ðñïóåããéóôéêïýò áëãïñßèìïõò èá ðåñéãñÜøïõìå Ýíáí áëãüñéèìï

ðïõ ðñïóåããßæåé ìå åëÜ÷éóôï ðëÞèïò óçìåßùí êáìðÞò ìéá êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞ óõíÜñ-

ôçóç Ý÷ïíôáò, ùóôüóï, ãíþóç ôçò óõíÜñôçóçò D[s; d]. Óôç óõíÝ÷åéá èá äåßîïõìå Ýíáí

ðïëõùíõìéêïý-÷ñüíïõ åêôÝëåóçò ðñïóåããéóôéêü áëãüñéèìï ðïõ êáôáóêåõÜæåé ìéá ðñïóÝã-

ãéóç (ìéêñïý ìåãÝèïõò) ãéá ôçí óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ ìåôÜâáóçò.
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3.1 Áëãüñéèìïò ×ñïíéêÜ Åîáñôþìåíïò áðü ôçí ¸îïäï (output-sensitive)

Ôá êÜôù êáé Üíù öñÜãìáôá ðïõ ðáñïõóéÜóáìå óôçí Åíüôçôá 2.4, äåß÷íïõí üôé ç ðïëõðëï-

êüôçôá ôçò óõíÜñôçóçò A[s; d] ìðïñåß íá öôÜóåé íá ãßíåé nΘ(logn). Ùóôüóï, óôçí ðñÜîç ç

ðïëõðëïêüôçôá áõôÞ ìðïñåß íá åßíáé ðïëý ìéêñüôåñç êáé åðïìÝíùò Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõ

õðïëïãßæåé ôçí A[s; d] óå ÷ñüíï áíÜëïãï ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí áëëáãþí ôùí óõíôïìü-

ôåñùí ìïíïðáôéþí åßíáé åðéèõìçôüò. Èá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíáí ôÝôïéï áëãüñéèìï ÷ñïíéêÜ

åîáñôþìåíï áðü ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò ðïõ åìöáíßæïíôáé óå êïñõöÝò êáé áêìÝò

ôïõ ãñáöÞìáôïò G ãéá Ýíá äåäïìÝíï óýíïëï êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ

ðåñéãñÜöïõí ôéò óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò. Ï áëãüñéèìïò èá õðïëïãßæåé ôçí óõíÜñôçóç

A[s; v] ãéá êÜèå êïñõöÞ v ∈ V (G) óõìðåñéëáìâáíïìÝíïõ êáé ôïõ ðñïïñéóìïý d üðùò ðåñé-

ãñÜöåôáé óôçí åñãáóßá [15].

ÃåíéêÜ ç éäÝá âáóßæåôáé óôï íá ôñÝîïõìå ðñþôá ôïí áëãüñéèìï ôïõ Dijkstra ãéá ìéá

äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t (Áëãüñéèìïò 2) êáé íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá óýíïëï áðü ðéóôï-

ðïéçôéêÜ (certi�cates, êáôçãïñÞìáôá ãñáììéêÜ åîáñôþìåíá áðü ôïí ÷ñüíï t) ðïõ ìðïñïýí

íá åããõçèïýí ôçí ïñèüôçôá ôïõ äÝíôñïõ óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí ðïõ êáôáóêåõÜæåé ï

áëãüñéèìïò ôïõ Dijkstra. Óôç óõíÝ÷åéá ìåôáâÜëëïõìå ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ áíá÷þñçóçò t

åíþ ðáñÜëëçëá äéáôçñïýìå ôï äÝíôñï óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí êáé ôï óýíïëï ðéóôïðïéçôé-

êþí ãéá ôçí åîáóöÜëéóç ôçò ïñèüôçôáò. Ç ôå÷íéêÞ áõôÞ ðáñÜãåé üëá ôá äéáöïñåôéêÜ äÝíôñá

óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí ðïõ õðÜñ÷ïõí ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ ÷ñüíïõ t, äçìéïõñãþíôáò êÜèå

Ýíá äÝíôñï áðü ìéá ìåôáâïëÞ åíüò ðáñüìïéïõ ãåéôïíéêïý äÝíôñïõ.

Ôá ðéóôïðïéçôéêÜ åßíáé äýï åéäþí, ðéóôïðïéçôéêÜ áêìþí êáé ðéóôïðïéçôéêÜ êïñõöþí.

• Ôá ðéóôïðïéçôéêÜ áêìþí ðñïóäéïñßæïíôáé áðü ôï åðüìåíï ðñùôáñ÷éêü óçìåßï êá-

ìðÞò óå êÜðïéá áêìÞ. Ç áðïôõ÷ßá åíüò ðéóôïðïéçôéêïý áêìÞò áíôéóôïé÷åß óå Ýíá

ðñùôáñ÷éêü óçìåßï êáìðÞò ãéá êÜðïéá áêìÞ.

• Ôá ðéóôïðïéçôéêÜ êïñõöþí åîáñôþíôáé áðü ôçí åöáñìïãÞ ôïõ ôåëåóôÞ min óôéò óõ-

íáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò ìÝóù ôùí åéóåñ÷üìåíùí áêìþí óå êÜðïéá êïñõöÞ. Áðïôõ-

÷ßá åíüò ðéóôïðïéçôéêïý êïñõöÞò áíôéóôïé÷åß óå ìéá êáìðÞ åëá÷éóôïðïßçóçò.

ÊÜèå ðéóôïðïéçôéêü Ý÷åé ìéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ áðïôõ÷ßáò tfail ðïõ åßíáé ï óõíôïìüôåñïò ÷ñü-

íïò áíá÷þñçóçò ãéá ôïí ïðïßï ôï ðéóôïðïéçôéêü áðïôõã÷Üíåé ìåôÜ ôçí ôñÝ÷ïõóá óôéãìÞ

t.

Ôá ðéóôïðïéçôéêÜ áðïèçêåýïíôáé óå ìéá ïõñÜ ðñïôåñáéüôçôáò êáé áõôü ìå ôï óõíôïìü-

ôåñï ÷ñüíï áðïôõ÷ßáò ôïðïèåôåßôáé óôçí êåöáëÞ. ¼ôáí Ýíá ðéóôïðïéçôéêü áðïôõã÷Üíåé,

ôüôå (i) ìéá ôïõëÜ÷éóôïí êïñõöÞ Þ áêìÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G Ý÷åé óçìåßï êáìðÞò, (ii) ôï

óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé áðü ôçí áöåôçñßá s ðñïò êÜðïéá Þ êÜðïéåò Üëëåò êïñõöÝò ðéèáíüí

íá áëëÜæåé, êáé (iii) êÜðïéá ðéóôïðïéçôéêÜ ðñÝðåé íá åíçìåñùèïýí êáôÜëëçëá.

3.1.1 Ðñïåðåîåñãáóßá ãñáöÞìáôïò

¼ôáí ðñÝðåé íá åíçìåñþóïõìå ôá ðéóôïðïéçôéêÜ êïñõöþí èá ðñÝðåé íá ðåñéãñÜöïõìå ìå

áðïôåëåóìáôéêü ôñüðï ôéò áíôßóôïé÷åò áëëáãÝò. Ãéá íá ðåñéãñÜøïõìå êáëýôåñá ôá ðéóôï-
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ðïéçôéêÜ êïñõöþí èá ðñïåðåîåñãáóôïýìå ôï ãñÜöçìá Ýôóé þóôå êÜèå êïñõöÞ íá Ý÷åé Ýóù-

âáèìü ôï ðïëý 2 (äçëáäÞ, óôï ôñïðïðïéçìÝíï ãñÜöçìá èÝëïõìå íá éó÷ýåé indegree(v) ≤ 2

ãéá êÜèå êïñõöÞ v).

Ãéá êÜèå êïñõöÞ v ∈ V (G) ó÷çìáôßæïõìå Ýíá äõáäéêü äÝíôñï üðïõ ôá öýëëá ôïõ åßíáé

ïé åéóåñ÷üìåíåò áêìÝò (u; v). Ôï äÝíôñï áõôü áíôéðñïóùðåýåé ìéá áíáìÝôñçóç (tourna-

ment) áíÜìåóá óôéò åéóåñ÷üìåíåò áêìÝò ãéá íá êáèïñßóåé åêåßíç ôçí áêìÞ ðïõ áíÞêåé óôï

óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé ãéá íá öôÜóåé êáíåßò óôçí v áðü ôçí áöåôçñßá s óå ïðïéáäÞðïôå

÷ñïíéêÞ óôéãìÞ. Ãéá ôïí ëüãï áõôü (êáé ìüíï ãéá ëüãïõò áðëüôçôáò), ôñïðïðïéïýìå ôï

ãñÜöçìá G åðåêôåßíïíôáò êÜèå êïñõöÞ v ìå Ýóù-âáèìü k = indgree(v) óå Ýíá äõáäéêü

äÝíôñï ìå k− 1 êüìâïõò, ýøïõò ⌈log2 k⌉, êáé êÜèå åóùôåñéêÞ áêìÞ ôïõ äÝíôñïõ Ý÷åé ìçäå-
íéêÞ êáèõóôÝñçóç. ÁõôÞ ç ìåôáôñïðÞ åðéöÝñåé ôï ãñÜöçìá G′ ìå Θ(m) êïñõöÝò êáé êÜèå

êïñõöÞ Ý÷åé Ýóù-âáèìü ôï ðïëý äýï.

Óôï åîÞò ìåëåôÜìå êáé ëáìâÜíïõìå õðüøéí ôï ôñïðïðïéçìÝíï ãñÜöçìÜ ìáò G′ üðïõ

êÜèå êïñõöÞ Ý÷åé Ýóù-âáèìü ôï ðïëý äýï.

3.1.2 ÐåñéãñáöÞ ôïõ áëãïñßèìïõ

Åöáñìüæïõìå ôïí áëãüñéèìï ôïõ Dijkstra (Áëãüñéèìïò 2) óôï ãñÜöçìá G′ îåêéíþíôáò

áðü ôçí áöåôçñßá s êÜðïéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t0. Ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé ìéá ãñáììéêÞ

óõíÜñôçóç óå êÜèå êïñõöÞ v ðïõ áíáðáñéóôÜ A[s; v] ãéá ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá ðïõ ðåñéÝ÷åé

ôçí óôéãìÞ t0. ¸óôù üôé ç êïñõöÞ v Ý÷åé äýï ðñïêáôü÷ïõò u1 êáé u2 ôÝôïéïé þóôå ôï

äÝíôñï óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý ãéá ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ áíá÷þñçóçò t0 ðåñéÝ÷åé ôçí áêìÞ

e1 = (u1; v) åíþ äåí ðåñéÝ÷åé ôçí áêìÞ e2 = (u2; v). Áðü ôçí ïñèüôçôá ôïõ áëãïñßèìïõ ôïõ

Dijkstra Ý÷ïõìå üôé A[s; v|e1](t0) < A[s; v|e2](t0), äçëáäÞ ôï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé áðü

ôçí áöåôçñßá s ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t0 êáé öôÜíïíôáò óôçí êïñõöÞ v ìÝóù ôçò áêìÞò e1
öôÜíåé íùñßôåñá áðü ôï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé ôçí ßäéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ áíá÷þñçóçò ìÝóù

ôçò áêìÞò e2. Ãéá ôá ðéóôïðïéçôéêÜ èá Ý÷ïõìå:

• Õðïëïãßæïõìå ôï ðéóôïðïéçôéêü êïñõöÞò ãéá ôçí êïñõöÞ v ìå ôçí åýñåóç ôçò ÷ñïíéêÞò

óôéãìÞò tmin > t0 (áí õðÜñ÷åé ôÝôïéá) ãéá ôçí ïðïßá ç ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç A[s; v|e1]
ãßíåôáé ßóç ìå ôçí A[s; v|e2]. Ï ÷ñüíïò áðïôõ÷ßáò ôïõ ðéóôïðïéçôéêïý èá åßíáé tmin Þ

∞ áí ïé äýï ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò äåí ôÝìíïíôáé ìåôÜ ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t0.

• ¸íá ðéóôïðïéçôéêü áêìÞò õðïëïãßæåôáé ãéá êÜèå áêìÞ e = (u; v) ÷ñçóéìïðïéþíôáò

ôçí áíôßóôñïöç ôçò ãñáììéêÞò óõíÜñôçóçò A[s; u] ãéá ôçí ðñïâïëÞ ôïõ åðüìåíïõ

ðñùôáñ÷éêïý óçìåßïõ êáìðÞò ôçò Ae (áí õðÜñ÷åé ôÝôïéï) óôïí ÷þñï ôïõ ÷ñüíïõ ôçò

áöåôçñßáò s. Ôï áðïôÝëåóìá áðü áõôÞ ôçí äéáäéêáóßá èá åßíáé ìéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ

te > t0 ðïõ áðïôåëåß ôïí ÷ñüíï áðïôõ÷ßáò ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ðéóôïðïéçôéêü.

Ôá m + n óõíïëéêÜ ðéóôïðïéçôéêÜ ôùí êïñõöþí êáé áêìþí ôïõ G′ ôïðïèåôïýíôáé óå

ìéá ïõñÜ ðñïôåñáéüôçôáò ôáîéíïìçìÝíá ùò ðñïò ôïí åðüìåíï ÷ñüíï áðïôõ÷ßáò êÜèå ðéóôï-

ðïéçôéêïý. ¼ôáí ôï ðñþôï ðéóôïðïéçôéêü áðïôý÷åé êÜðïéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ tfail, ç ãñáììéêÞ

óõíÜñôçóç A[s; v] áëëÜæåé ãéá êÜðïéåò êïñõöÝò v.
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• Áí ôï ðéóôïðïéçôéêü êïñõöÞò áðïôý÷åé óôçí êïñõöÞ v (äçëáäÞ, ôï óõíôïìüôåñï ìï-

íïðÜôé ìÝóù ôçò áêìÞò (u1; v) ãßíåé ðéï áñãü áðü ôï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé ìÝóù

ôçò áêìÞò (u2; v)) ôüôå ôï äÝíôñï óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí áëëÜæåé óôçí êïñõöÞ

v. Ôçí ßäéá óôéãìÞ ç óõíáñôçóéáêÞ ìïñöÞ ôçò A[s; v] áëëÜæåé üðùò åðßóçò êáé êÜèå

óõíÜñôçóçò A[s; w] óôï ôñÝ÷ïí äÝíôñï óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí üðïõ w åßíáé Ýíáò

áðüãïíïò ôïõ v óôï ãñÜöçìá G′. Åðßóçò ÷ñÞæïõí åíçìÝñùóçò êáé ôá ðéóôïðïéçôéêÜ

áêìþí ðïõ åîÝñ÷ïíôáé áðü êïñõöÝò w ∈ Tv(t0) êáèþò åðßóçò êáé ôá ðéóôïðïéçôéêÜ

êïñõöþí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò êåöáëÝò ôùí åîåñ÷üìåíùí áêìþí.

• Ìå ðáñüìïéï ôñüðï, áí Ýíá ðéóôïðïéçôéêü áêìÞò ãéá ôçí áêìÞ (u; v) óôï äÝíôñï óõ-

íôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí áëëÜæåé ôüôå ç óõíáñôçóéáêÞ ìïñöÞ êÜèå óõíÜñôçóçò A[s; w]

áëëÜæåé ãéá ôçí êïñõöÞ v êáé êÜèå êïñõöÞ w ðïõ åßíáé áðüãïíïò ôçò v óôï Tv(t0).

Åðßóçò ÷ñåéÜæïíôáé åíçìÝñùóç ôá ðéóôïðïéçôéêÜ áêìþí åêôüò äÝíôñïõ ðïõ åîÝñ÷ï-

íôáé áðü êïñõöÝò ôïõ Tv(t0) êáèþò êáé ôá ðéóôïðïéçôéêÜ ôùí êåöáëþí ôïõò. Áí

áëëÜîåé ôï ðéóôïðïéçôéêü áêìÞò ãéá ìéá áêìÞ (u; v) ðïõ äåí âñßóêåôáé óôï äÝíôñï óõ-

íôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí ôüôå ôï ðéóôïðïéçôéêü êïñõöÞò ãéá ôçí êïñõöÞ v ÷ñåéÜæåôáé

íá áíáíåþóåé ôïí ÷ñüíï áðïôõ÷ßáò ôïõ áëëÜ êáìßá Üëëç áëëáãÞ äåí ÷ñåéÜæåôáé íá

åöáñìïóôåß.

Óå êÜèå ðåñßðôùóç áí ç óõíáñôçóéáêÞ ìïñöÞ A[s; v|e] áëëÜæåé ãéá êÜðïéá áêìÞ e = (u; v)

ôüôå ðñÝðåé ôï ðéóôïðïéçôéêü êïñõöÞò ãéá ôçí êïñõöÞ v íá åíçìåñþóåé ôïí ÷ñüíï áðïôõ÷ßáò

ôïõ.

¼ôáí ìéá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóçA[s; v] áëëÜæåé ãéá êÜðïéá êïñõöÞ v áëëÜ äåí áëëÜæåé ãéá

ôïí ðñïêÜôï÷ï ôçò v óôï äÝíôñï óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí ôüôå ðñÝðåé íá åíçìåñþóïõìå

ôá ðéóôïðïéçôéêÜ ãéá üëïõò ôïõò áðüãïíïõò ôçò v óôï äÝíôñï óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí.

Óôï óçìåßï áõôü åöáñìüæïõìå ôá âÞìáôá ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé áðü ôçí áêüëïõèç äéáäéêáóßá:

1. Äéáó÷ßæïõìå ôï õðïäÝíôñï ñéæùìÝíï óôçí v åíçìåñþíïíôáò êáôÜëëçëá ôçí óõíáñôç-

óéáêÞ ìïñöÞ ôçò A[s; w] ãéá êÜèå áðüãïíï w.

2. Åðáíáõðïëïãßæïõìå ôïõò ÷ñüíïõò áðïôõ÷ßáò

• ôùí ðéóôïðïéçôéêþí áêìþí ãéá áêìÝò ðïõ åßíáé ðñïóâÜóéìåò áðü ôçí êïñõöÞ v

êáé

• ôùí ðéóôïðïéçôéêþí êïñõöþí ãéá êïñõöÝò ðïõ åßíáé ðñïóâÜóéìåò áðü ôçí êïñõöÞ

v êáé ãéá êåöáëÝò áêìþí ðïõ äåí áíÞêïõí óôï äÝíôñï êáé åßíáé ðñïóâÜóéìåò áðü

ôçí êïñõöÞ v.

3. Åíçìåñþíïõìå ôçí ïõñÜ ðñïôåñáéüôçôáò ðïõ áðïèçêåýåé ôá ðéóôïðïéçôéêÜ ãéá íá

ëÜâïõìå õðüøç íÝåò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò áðïôõ÷ßáò.

Óôï ôÝëïò ôçò äéáäéêáóßáò áõôÞò (i) ôï äÝíôñï óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí åßíáé óùóôü

ãéá ìïíïðÜôéá ðïõ áíá÷ùñïýí áðü ôçí áöåôçñßá s ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = tfail + � ãéá

áðåéñïåëÜ÷éóôï �, (ii) ç óõíáñôçóéáêÞ ìïñöÞ ôçò A[s; v] åßíáé óùóôÞ ãéá êÜèå êïñõöÞ v ìå
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÷ñüíï áíá÷þñçóçò t = tfail + �, êáé (iii) ç ïõñÜ ðñïôåñáéüôçôáò áíáãíùñßæåé ôçí åðüìåíç

÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ìåôÜ ôçí tfail óôçí ïðïßá ìéá áëëáãÞ óå ìéá Þ ðåñéóóüôåñåò óõíáñôÞóåéò

Üöéîçò ÷ñüíïõ èá óõìâåß.

Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå üôé ãéá ôï äÝíôñï óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí áðü ôçí áöåôçñßá

s Ý÷ïõìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

• Óå êÜèå áðïôõ÷ßá åíüò ðéóôïðïéçôéêïý êïñõöÞò ôï äÝíôñï áëëÜæåé ìüíï êáôÜ ìéá

áêìÞ.

• Óå êÜèå áðïôõ÷ßá åíüò ðéóôïðïéçôéêïý áêìÞò ôï äÝíôñï ðáñáìÝíåé áìåôÜâëçôï.

3.1.3 ÁíÜëõóç ÷ñïíéêÞò ðïëõðëïêüôçôáò

Ôï óõíïëéêü ðëÞèïò ôùí ðéóôïðïéçôéêþí åßíáé O(m) äéüôé êÜèå ðéóôïðïéçôéêü áíÞêåé óå

ìéá ôï ðïëý êïñõöÞ êáé áêìÞ. Ï ÷ñüíïò ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå ãéá íá áíôéìåôùðßóïõìå óå ìéá

÷ñïíéêÞ áðïôõ÷ßá åíüò ðéóôïðïéçôéêïý c åßíáé O(|Tc| log n), üðïõ Tc åßíáé ôï óýíïëï áêìþí
e = (u; v) ôïõ ãñáöÞìáôïò G′ ãéá ôéò ïðïßåò ïé óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò A[s; v|e] ìåôá-
âÜëëïíôáé åîáéôßáò ôçò áðïôõ÷ßáò ôïõ ðéóôïðïéçôéêïý c êáé ï ëïãáñéèìéêüò üñïò åìöáíßæåôáé

åîáéôßáò ôùí ëåéôïõñãéþí ôçò ïõñÜò ðñïôåñáéüôçôáò. Ôï óýíïëï áêìþí Tc áðïôåëåßôáé áðü

õðïäÝíôñá óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí óôï ãñÜöçìá G′ ñéæùìÝíá óôçí êïñõöÞ Þ óôçí áêìÞ

ãéá ôçí ïðïßá ôï ðéóôïðïéçôéêü c åìöáíßæåôáé, ìå åðéðñüóèåôá ôéò áêìÝò ðïõ äåí áíÞêïõí

óôï äÝíôñï êáôåõèõíüìåíåò ðñïò ôá Ýîù áðü ôï õðïäÝíôñï. Óôçí ÷åéñüôåñç ðåñßðôùóç |Tc|
ìðïñåß íá åßíáé Θ(m) áëëÜ óå ðåñéðôþóåéò ðïõ åßíáé ìéêñüôåñï ï ÷ñïíéêÜ åîáñôþìåíïò

áëãüñéèìïò áðü ôçí Ýîïäï èá ðñÝðåé íá óõìðåñéëÜâåé ôï ãåãïíüò áõôü. Åêöñáæüìåíï ùò

ðñïò ôï áñ÷éêü ãñÜöçìá G, |Tc| éóïäõíáìåß ìå ôï ðëÞèïò ôùí åîåñ÷üìåíùí áêìþí ðïõ åßíáé
ðñïóâÜóéìá áðü ôï ðéóôïðïéçôéêü ôçò êïñõöÞò Þ áêìÞò ðïõ âñßóêïíôáé óôï õðïäÝíôñï åðß

Ýíáí üñï ôï ðïëý O(log n) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ýøïò ôùí äÝíôñùí óôá ïðïßá áõôÝò ïé áêìÝò
óõììåôÝ÷ïõí óôï ãñÜöçìá G′.

Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ôïõ áëãïñßèìïõ óôç ÷åéñüôåñç ðåñßðôùóç åßíáé O(log2 n) åðß
ôï óõíïëéêü ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò ôùí A[s; v|e] ãéá êÜèå áêìÞ e = (u; v) ∈ E(G).

Áðü ôïõò äýï ëïãáñéèìéêïýò üñïõò ï Ýíáò åìöáíßæåôáé åîáéôßáò ôçò ïõñÜò ðñïôåñáéüôçôáò

êáé ï Üëëïò ëïãáñéèìéêüò üñïò õðÜñ÷åé åîáéôßáò ôçò äïìÞò äåäïìÝíùí ðïõ äéáëÝîáìå ãéá

ôï |Tc|.

3.2 ÐñïóÝããéóç ÓõíáñôÞóåùí ìå åê ôùí ÐñïôÝñùí Ãíþóç

Ï áëãüñéèìïò ðïõ èá äïýìå óôçí Åíüôçôá 3.3 ìðïñåß íá ðñïóåããßóåé ïðïéáäÞðïôå Üãíùóôç

óõíÜñôçóç ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò (ìÝóù ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò ÓÓÁ) ÷ùñßò ãíþóç ôçò óõíÜñôçóçò ÷ñüíïõ ìåôÜâáóçò D[s; d] ìå áðïôåëåóìáôéêü

ôñüðï, äçëáäÞ ðåñéãñÜöïíôáò ìå üóïí ôï äõíáôü ëéãüôåñá óçìåßá êáìðÞò ôçò óõíÜñôçóçò.

ÖõóéêÜ óôï ðñüâëçìá ÓõíáñôÞóåéò Óõíôïìüôåñçò ¢öéîçò, ãéá áíá÷þñçóç áðü

äåäïìÝíç áöåôçñßá (ÓÓÁ) äåí Ý÷ïõìå åê ôùí ðñïôÝñùí ãíþóç ôçò ðëçñïöïñßáò ðïõ
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ðåñéãñÜöåôáé áðü ôçí óõíÜñôçóç D[s; d]. Ùóôüóï áí åß÷áìå ãíþóç ôçò óõíÜñôçóçò D[s; d]

åßíáé åíäéáöÝñïí íá ðñïóåããßóåé ìéá êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç ìå ôá åëÜ÷éóôá

äõíáôÜ óçìåßá êáìðÞò. Ìå áõôü áêñéâþò ôï ðñüâëçìá èá áó÷ïëçèïýìå óôçí åíüôçôá áõôÞ

ðåñéãñÜöïíôáò Ýíáí áðïôåëåóìáôéêü áëãüñéèìï ðñïóÝããéóçò ìéáò êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞò

óõíÜñôçóçò. Óçìåéþíïõìå üôé ï áëãüñéèìïò áõôüò äåí ìðïñåß íá åöáñìïóôåß óôï ðñüâëçìá

ÓÓÁ êáèþò ÷ñåéÜæåôáé ãíþóç åê ôùí ðñïôÝñùí ôçò óõíÜñôçóçò D[s; d] êáé ðáñáèÝôïõìå

ôçí åíüôçôá áõôÞ ãéá ëüãïõò ðëçñüôçôáò.

¸óôù p1 = (x1; y1); : : : ; pn = (xn; yn) óçìåßá óôï åðßðåäï R2 ôÝôïéá þóôå x1 < · · · <
xn. ¸óôù f : [x1; xn] → R íá åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ôçò ïðïßáò ôï ãñÜöçìá y = f(x)

óôï åðßðåäï åßíáé ðïëýãùíç åõèåßá ðïõ óõíäÝåé ôá óçìåßá ôïõ ÷þñïõ p1; : : : ; pn. Ôüôå ç

óõíÜñôçóç f åßíáé êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç êáé x-ìïíüôïíç.

ÔÝôïéïõ åßäïõò óõíÜñôçóç f ìðïñåß íá ðñïóåããéóôåß áðü ìéá Üëëç êáôÜ ôìÞìáôá ãñáì-

ìéêÞ óõíÜñôçóç g ìå ìéêñüôåñï áñéèìü ôìçìÜôùí Kg. Ôï ðñüâëçìá ôï ïðïßï èÝëïõìå íá

åîåôÜóïõìå åßíáé ôï åîÞò:

ÐñïóÝããéóç êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞò óõíÜñôçóçò

Åßóïäïò: Ìéá óõíÜñôçóç f ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü n óçìåßá

p1 = (x1; y1); : : : ; pn = (xn; yn) êáé Ýíá óöÜëìá ðñïóÝããéóçò � > 0

Åñþôçìá: Åýñåóç ôçò óõíÜñôçóçò g ôÝôïéá þóôå (1− �)f ≤ g ≤ (1 + �)f êáé

Kg íá åßíáé ôï åëÜ÷éóôï äõíáôü.

ÕðÜñ÷ïõí äéÜöïñïé ôñüðïé ãéá íá ïñßóåé êáíåßò ôá üñéá óöÜëìáôïò ìåôáîý ôçò äïèÝí

óõíÜñôçóçò êáé ôçò ðñïóåããéóôéêÞò. ¸íáò ôÝôïéïò ôñüðïò óôï÷åýåé óôïí õðïëïãéóìü åíüò

Üíù Þ êÜôù öñÜãìáôïò ôçò äïèÝí óõíÜñôçóçò. ÁëëÜ åðßóçò ðñïóåããßóåéò ðïõ âñßóêïíôáé

ìÝóá óôï öÜóìá ìåôáîý ôïõ êÜôù êáé Üíù öñÜãìáôïò ìðïñåß êáíåßò íá áíáæçôÞóåé. ÄçëáäÞ

åßíáé åíäéáöÝñïí íá ïñßóåé êáíåßò ìüíï Ýíá áðü ôá äýï öñÜãìáôá óôï ðñüâëçìá. Ìéá

Üëëç ðáñáëëáãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé ôá ó÷åôéêÜ óöÜëìáôá íá ìåôáôñáðïýí óå áðüëõôá

óöÜëìáôá f − � êáé f + �.

Óôï Ó÷Þìá 3.1 äåß÷íïõìå ìéá êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç f êáé ìéá ðñïóÝããéóÞ

ôçò g ðïõ âñßóêåôáé ìÝóá óôï öÜóìá ìåôáîý ôùí äýï ïñßùí. Ôï Üíù öñÜãìá ïñßæåôáé ùò

Ýíá ó÷åôéêü Üíù óöÜëìá � ôçò f åíþ ôï êÜôù öñÜãìá ïñßæåôáé áðü Ýíá áðüëõôï óöÜëìá

e ôçò f . Ç óõíÜñôçóç f Ý÷åé 14 äåéãìáôïëçðôéêÜ óçìåßá åíþ ç óõíÜñôçóç ðñïóÝããéóçò g

áðïôåëåßôáé áðü Kg = 8 ôìÞìáôá ðïõ åßíáé êáé ôï åëÜ÷éóôï äõíáôü.

Ôï ðñüâëçìá óôï ïðïßï èá åðéêåíôñùèïýìå âáóßæåôáé óôïí õðïëïãéóìü Üíù öñáãìÜ-

ôùí ðïõ éêáíïðïéïýí ó÷åôéêÜ óöÜëìáôá. Ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü õðÜñ÷ïõí äéÜöïñïé áëãü-

ñéèìïé ðïõ âáóßæïíôáé óå åõñåôéêÜ êñéôÞñéá (áí äåí éêáíïðïéåßôáé ç ìïíïôïíßá ùò ðñïò

ôéò x-óõíôåôáãìÝíåò) [10, 36] Þ óå ãåùìåôñéêÝò éäéüôçôåò ôùí äåéãìáôïëçðôéêþí óçìåßùí

[23, 34]. Èá áíáöåñèïýìå óôïí áëãüñéèìï ôùí Imai êáé Iri ðïõ ôñÝ÷åé óå ÷ñüíï O(n)
êáé åßíáé âÝëôéóôïò ùò ðñïò ôçí ðïëõðëïêüôçôá åîüäïõ ôïõ ðñïâëÞìáôïò [23]. Áîßæåé íá

óçìåéþóïõìå üôé ðåéñáìáôéêÞ ìåëÝôç ôïõ áëãïñßèìïõ Ý÷åé õëïðïéçèåß ìå áðïôåëåóìáôéêü

ôñüðï [29].

Ç âáóéêÞ éäÝá ôïõ áëãïñßèìïõ [23] åßíáé ï õðïëïãéóìüò åíüò åëÜ÷éóôïõ ìïíïðáôéïý ìÝóá

óå Ýíá \ôïýíåë" ìåôáîý ôùí äýï êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêþí óõíáñôÞóåùí. Óôçí ðåñßðôùóÞ
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Ó÷Þìá 3.1: ¢íù êáé êÜôù öñÜãìáôá ìéáò êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞò óõíÜñôçóçò f ðïõ

ïñßæïíôáé áðü ó÷åôéêü óöÜëìá � êáé áðü áðüëõôï óöÜëìá e, áíôßóôïé÷á.

ìáò ôï ôïýíåë ÷ôßæåôáé ìåôáîý ôçò óõíÜñôçóçò f êáé ôçò óõíÜñôçóçò ôïõ Üíù ïñßïõ (1+�)f .

Öáíôáæüìáóôå ìéá ðçãÞ öùôüò (Ýíáò öáêüò) íá Ý÷åé ôïðïèåôçèåß óôçí åßóïäï ôïõ ôïýíåë.

ÁõôÞ ç ðçãÞ öùôßæåé Ýíá ìÝñïò ôïõ ôïýíåë êáé ÷ùñßæåé ôï ôïýíåë óå Ýíá ïñáôü êïììÜôé

êáé óå äéÜöïñá ìç-ïñáôÜ ìÝñç. ÊÜèå ôÝôïéï êïììÜôé (ïñáôü Þ ìç-ïñáôü) ðåñéâÜëëåôáé áðü

êÜðïéá üñéá ìåôáîý ôùí äýï óõíáñôÞóåùí êáé áðü êÜðïéá êïéíÜ óçìåßá. Ç ôïìÞ ôïõ ïñßïõ

ôïõ ïñáôïý êïììáôéïý êáé ôïõ ìç-ïñáôïý êïììáôéïý ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí Ýîïäï ôïõ ôïýíåë

êáëåßôáé ðáñÜèõñï. Óôï ðáñÜèõñï èá áêïõìðÞóåé ôï ðñþôï óçìåßï ôçò ðñïóåããéóôéêÞ

óõíÜñôçóçò ðïõ øÜ÷íïõìå. Ìåôáêéíïýìå ôïí öáêü óôï ðñþôï ðáñÜèõñï ðïõ õðïëïãßóáìå

êáé óôç óõíÝ÷åéá õðïëïãßæïõìå ôá õðüëïéðá êïììÜôéá ìå ðáñüìïéï ôñüðï Ýùò üôïõ ôï

ðáñÜèõñï ôïðïèåôçèåß óôçí Ýîïäï ôïõ ôïýíåë. Ôçí âáóéêÞ éäÝá ôçí äåß÷íïõìå ðáñáóôáôéêÜ

óôï Ó÷Þìá 3.2.

Ãéá íá ôõðïðïéÞóïõìå ôïí áëãüñéèìï èá ÷ñåéáóôïýìå ïñéóìÝíåò Ýííïéåò ó÷åôéêÝò ìå

ôçí ïñáôüôçôá. ¸óôù P ôï ðïëýãùíï (äçëáäÞ ôï ôïýíåë) ðïõ ïñéïèåôåßôáé ìåôáîý ôùí

äýï óõíáñôÞóåùí. Äýï óçìåßá p; q ôïõ P èá ëÝìå üôé åßíáé ïñáôÜ áí ôï åõèýãñáììï ôìÞìá

ðïõ ôá åíþíåé âñßóêåôáé ìÝóá óôï ðïëýãùíï P . ¸óôù eP Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ôïõ P

ðïõ âñßóêåôáé óôá üñéá ôïõ P . ¸íá óçìåßï p ôïõ ðïëýãùíïõ P èá ëÝìå üôé åßíáé ïñáôü

áðü ôï eP áí õðÜñ÷åé Ýíá óçìåßï óôï åõèýãñáììï ôìÞìá eP ðïõ åßíáé ïñáôü ìå ôï p.

Ðáñüìïéá, Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá e′P åßíáé ïñáôü áðü Ýíá Üëëï eP áí õðÜñ÷åé Ýíá óçìåßï

óôï åõèýãñáììï ôìÞìá e′P ðïõ åßíáé ïñáôü áðü ôï eP . Ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí ôïõ P ðïõ

åßíáé ïñáôÜ áðü ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óçìåßï ôïõ eP êáëåßôáé áóèåíþò ïñáôü ðïëýãùíï ôïõ P
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ùò ðñïò ôï eP êáé óõìâïëßæåôáé ùò V P (P; eP ). Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå üôé ç ïñáôüôçôá

áðü ôï eP äéá÷ùñßæåé ôï ðïëýãùíï P óå V P (P; eP ) êáé êÜðïéá Üëëá ìç-ïñáôÜ ðïëýãùíá

áðü ôï eP .

Óôï Ó÷Þìá 3.2 ôá ìç-ïñáôÜ ðïëýãùíá áðü ôï e åßíáé ôá P1; P2; P3; P4; P5. Ôï óêéáóìÝíï

êïììÜôé áðïôåëåß ôï áóèåíþò ïñáôü ðïëýãùíï V P (P; e) áðü ôçí åßóïäï e ôïõ ðïëõãþíïõ

P .

Ó÷Þìá 3.2: Ç âáóéêÞ éäÝá ôïõ Áëãïñßèìïõ 6 ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá åêôÝëåóçò.

Óôïí Áëãüñéèìï 6 äåß÷íïõìå ôá âÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ ðïõ ðåñéãñÜøáìå ìå ôéò ó÷å-

ôéêÝò Ýííïéåò. Ôï ðñþôï ðïëýãùíï P1 áñ÷éêïðïéåßôáé óôï ðåñßâëçìá ôùí óõíáñôÞóåùí êáé

ôï áíôßóôïé÷ï ðáñÜèõñï ôïðïèåôåßôáé óôçí åßóïäï ôïõ ôïýíåë. ¼óï ç Ýîïäïò ôïõ ôïýíåë

[p+n ; p
−
n ] äåí åßíáé ïñáôÞ áðü ôï ôñÝ÷ïí ðáñÜèõñï õðïëïãßæïõìå íÝï ðáñÜèõñï êáé, áíôß-

óôïé÷á, íÝï ðïëýãùíï. ÊÜèå öïñÜ ðïõ õðïëïãßæïõìå Ýíá ðáñÜèõñï êáé Ýíá ðïëýãùíï

äéáëÝãïõìå Ýíá óçìåßï ôçò ðñïóåããéóôéêÞò óõíÜñôçóçò ðïõ øÜ÷íïõìå ôï ïðïßï âñßóêåôáé

óôçí ôïìÞ ôçò åõèåßáò ìåôáîý ôïõ íÝïõ ðáñáèýñïõ ei+1 êáé ôïõ ðáñáèýñïõ ei. Ç äéáäéêáóßá

áõôÞ óôáìáôÜ êáôÜ ôçí Ýîïäï áðü ôï ôïýíåë ïðüôå êáé õðïëïãßæïõìå ôá ôåëåõôáßá äýï

óçìåßá ôçò ðñïóåããéóôéêÞò óõíÜñôçóçò ðïõ øÜ÷íïõìå.

Ïé Imai êáé Iri Ýäåéîáí üôé ï áëãüñéèìïò áõôüò óùóôÜ õðïëïãßæåé ôçí åëÜ÷éóôç ðñï-

óåããéóôéêÞ óõíÜñôçóç êáé ôñÝ÷åé óå O(n) ÷ñüíï [23]. Áí êáíåßò õðïëïãßóåé ôá ðïëýãùíá

áðåõèåßáò ôüôå èá ÷ñåéáóôåß ÷ñüíï O(Kgn log n) ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôçí Ýîïäï. Ãéá íá

áðïöýãïõí ôïí Üìåóï õðïëïãéóìü ôùí ðïëõãþíùí ÷ñçóéìïðïßçóáí ãñáììéêü áëãüñéèìï

ãéá ôïí õðïëïãéóìü êõñôïý ðïëõãþíïõ [35]. Åðßóçò âáóßóôçêáí óå ãåùìåôñéêÝò éäéüôç-

ôåò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí ðáñáèýñùí ó÷åôéêÝò ìå êõñôÜ ðïëýãùíá ðïõ ó÷çìáôßæïõí ïé
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Áñ÷éêïðïßçóç:

for i = 1 to n do

p−i ← pi /* êÜôù öñÜãìá ãéá ôï ôïýíåë */

p+i ← (xi; (1 + �)yi) /* Üíù öñÜãìá ãéá ôï ôïýíåë */

P1 ← ðïëýãùíï p−1 ; p
−
2 ; : : : ; p

−
n ; p

+
n ; p

+
n−1; : : : ; p

+
1

e1 ← [p+1 ; p
−
1 ]

i← 1

Âáóéêüò âñüã÷ïò:

while [p+n ; p
−
n ] äåí åßíáé ïñáôü áðü ei óôï ðïëýãùíï Pi do

ei+1 ← ðáñÜèõñï áðü ei ðñïò ôï [p+n ; p
−
n ] óôï ðïëýãùíï Pi

Pi+1 ← ðïëýãùíï ìç-ïñáôü áðü ei ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï [p+n ; p
−
n ] óôï ðïëýãùíï Pi

qi ← óçìåßï ôïìÞò ôçò åõèåßáò ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï ei+1 êáé ei
i← i+ 1

Kg ← i+ 1

(qKg−1; qKg
) ← äýï óçìåßá óôçí ei êáé óôçí [p+n ; p

−
n ] ðïõ åßíáé ïñáôÜ ìåôáîý ôïõò óôï

ðïëýãùíï PKg−1

g ← q1; q2; : : : qKg

Áëãüñéèìïò 6: Ôïýíåë ìå öáêü

óõíáñôÞóåéò f êáé ôï Üíù öñÜãìá ôçò f .

3.3 Ðñïóåããéóôéêüò Áëãüñéèìïò

Óôï åðüìåíï êïììÜôé ôïõ êåöáëáßïõ èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï ðñüâëçìá ÓÓÁ. Ðáñüëï ðïõ

ç ðïëõðëïêüôçôá ôçò óõíÜñôçóçò óõíôïìüôåñçò Üöéîçò A[s; d] óôç ÷åéñüôåñç ðåñßðôùóç

åßíáé nΘ(logn), óôçí ðñÜîç ìðïñåß êáíåßò íá áñêåóôåß ìå ìéá ìéêñüôåñçò ðïëõðëïêüôçôáò

ðñïóÝããéóç ôçò óõíÜñôçóçò óõíôïìüôåñçò Üöéîçò. Ãéá íá ðïóïôéêïðïéÞóïõìå ôï óöÜëìá

ðñïóÝããéóçò, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí óõíÜñôçóç ÷ñüíïõ ìåôÜâáóçò D(t) = A[s; d](t)−t.
Èá ëÝìå üôé ìéá óõíÜñôçóç D′(t) åßíáé (1 + �)-ðñïóÝããéóç ôçò D(t), áí |D(t) −D′(t)| ≤
� ·D(t); ∀t ≥ 0.

Áí êáíåßò êïéôÜîåé ôï äéÜóôçìá áíá÷ùñÞóåùí äýï äéáäï÷éêþí ðñùôáñ÷éêþí åéêüíùí

ôüôå ìðïñåß íá ðáñáôçñÞóåé üôé ç óõíÜñôçóç A[s; d](t) ó÷çìáôßæåé ìéá êïßëç áëõóßäá (con-

cave chain) [15]. ÅðïìÝíùò êáé ç óõíÜñôçóç D(t) åßíáé êïßëç ìåôáîý äýï ãåéôïíéêþí

ðñùôáñ÷éêþí åéêüíùí. ÅðåéäÞ ôï ðëÞèïò ôùí ðñùôáñ÷éêþí óçìåßùí êáìðÞò åßíáé O(K),

áíÜãïõìå ôï ðñüâëçìá ôçò ðñïóÝããéóçò ôçò óõíÜñôçóçò D(t) óå O(K) ðñïóåããéóôéêÜ

ðñïâëÞìáôá ãéá êïßëåò áëõóßäåò. Åíþ äåí Ý÷ïõìå áðåõèåßáò ðñüóâáóç óôéò êïßëåò áëõ-

óßäåò, ìðïñïýìå íá ôéò áíé÷íåýóïõìå ìå áðïôåëåóìáôéêü ôñüðï ÷ñçóéìïðïéþíôáò åõèåßá

êáé ðñïò-ôá-ðßóù åêôåëÝóåéò ôïõ Dijkstra áëãïñßèìïõ. Áõôü ãßíåôáé ãéá íá âñïýìå ôéò

ðñùôáñ÷éêÝò åéêüíåò ÷ùñßò íá ãíùñßæïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò Ýôóé þóôå íá ôéò
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áíôéóôñÝøïõìå.

Ìéá åõèåßá áíáæÞôçóç ìå âÜóç ôïí áëãüñéèìï ôïõ Dijkstra áðïôåëåßôáé áðü ìéá åêôÝëåóç

ôïõ TD-Dijkstra áëãïñßèìïõ ãéá ìéá äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ áíá÷þñçóçò t êáé êáèïñßæåé

ôçí áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç óõíôïìüôåñçò Üöéîçò A[s; d](t). Åðßóçò ìéá ðñïò-ôá-ðßóù áíá-

æÞôçóç åêôåëåß ôïí TD-Dijkstra áëãüñéèìï óôï áíåóôñáììÝíï ãñÜöçìá
←−
G êáé áíôéóôñÝöåé

ôéò óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò Ae(t) ãéá êÜèå áêìÞ e, Ýôóé þóôå äïèåßóçò êÜðïéáò ÷ñïíéêÞò

óôéãìÞò Üöéîçò a óôïí ðñïïñéóìü d, êáèïñßæåé ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t (ýóôáôçò áíá÷þñçóçò)

ãéá ôçí ïðïßá A[s; d](t) = a. Ïé ðéèáíÝò áóõíÝ÷åéåò ôçò óõíÜñôçóçò Ae(t) áíôéóôïé÷ïýí

óå ïñéæüíôéåò áêìÝò ìå óõíÜñôçóç A−→e (t) êáé áíôßóôñïöá. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ìéá áêìÞ

e Ý÷åé ìç-óõíå÷Þ óõíÜñôçóç Ae(t), äçëáäÞ ãéá äýï ôéìÝò �−; �+ éó÷ýåé Ae(�
−) = x êáé

Ae(�
+) = y ìå x < y, ôüôå óôç óõíÜñôçóç A−→e (t) êÜèå ôéìÞ óôï åýñïò [x; y] áíôéóôïé÷åß

ç ôéìÞ � . Áõôü åîçãåßôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ôáîéäåýïíôáò áðü ôçí áöåôçñßá s êÜðïéïò

ðñÝðåé íá êáôáëÞîåé óôçí êåöáëÞ ôçò áêìÞò e ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = � Þ íùñßôåñá Ýôóé

þóôå íá öôÜóåé ôï Üëëï Üêñï ôçò áêìÞò e ôï ðïëý ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ðïõ âñßóêåôáé óôï

åýñïò [x; y].

Ôï ðñþôï âÞìá ôçò ðñïóÝããéóçò åßíáé íá êïììáôéÜóïõìå ôçí óõíÜñôçóç A[s; d] êáé

åðïìÝíùò êáé ôçí D(t), óå üëåò ôéò ðñùôáñ÷éêÝò åéêüíåò. Áíôß íá ðñïóðáèÞóïõìå íá

âñïýìå áêñéâþò åêåßíá ôá ðñùôáñ÷éêÜ óçìåßá êáìðÞò ìå áíôßóôïé÷åò åéêüíåò óôçí óõíÜñ-

ôçóç A[s; d], èá êïììáôéÜóïõìå ôçí óõíÜñôçóç A[s; d] óôéò åéêüíåò üëùí ôùí ðñùôáñ÷éêþí

óçìåßùí êáìðÞò, áêüìá êáé óå áõôÜ ôá óçìåßá ðïõ äåí óõíåéóöÝñïõí óôçí óõíÜñôçóç

A[s; d]. Ãéá êÜèå áêìÞ e = (u; v) ìå óçìåßï êáìðÞò ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ b ùò ðñïò ôï

óçìåßï áíáöïñÜò ôçò u, ðñïâÜëëïõìå ôïí ÷ñüíï b ðßóù óôï âïçèçôéêü óçìåßï áíáöïñÜò

ôçò áöåôçñßáò s ùò åîÞò: åêôåëïýìå ìéá ðñïò-ôá-ðßóù áíáæÞôçóç ìå ôïí áëãüñéèìï TD-

Dijkstra óôï ãñÜöçìá
←−
G êáé áíôéóôñÝöïíôáò ôéò óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò ãéá êÜèå áêìÞ.

Áõôü ìáò åðéóôñÝöåé ìéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ b′ ùò ðñïò ôï óçìåßï áíáöïñÜò ôçò s Ýôóé þóôå

áí áíá÷ùñÞóåé êáíåßò ôçí óôéãìÞ b′ ôüôå èá ÷ôõðÞóåé ôï óçìåßï êáìðÞò ôçò e ôçí ÷ñï-

íéêÞ óôéãìÞ b. ÄçëáäÞ, ç ÷ñïíéêÞ áõôÞ óôéãìÞ åßíáé ç ðñùôáñ÷éêÞ åéêüíá óôçí óõíÜñôçóç

A[s; d] ðïõ áðïôåëåß êáé ôçí åéêüíá ôïõ ÷ñüíïõ b. Ç Ýíùóç üëùí áõôþí ôùí ðñùôáñ÷éêþí

åéêüíùí óõìâïëßæåôáé ùò PI êáé áðïôåëåß Ýíá õðåñóýíïëï (êáèþò ìéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ b′

ìðïñåß íá ìçí áíÞêåé áðáñáßôçôá óôçí óõíÜñôçóç A[s; d]) ôùí ðñùôáñ÷éêþí åéêüíùí ôçò

óõíÜñôçóçò A[s; d].

Óôç óõíÝ÷åéá ãéá êÜèå æåýãïò äéáäï÷éêþí óçìåßùí êáìðÞò b′; b′′ ∈ PI åêôåëïýìå ìéá

åõèåßá áíáæÞôçóç ìå ôïí áëãüñéèìï TD-Dijkstra ãéá íá âñïýìå ôéò áíôßóôïé÷åò ôéìÝò ôçò

óõíÜñôçóç A[s; d] êáé åðïìÝíùò ôéò ôéìÝò ôùí óõíáñôÞóåùí ìåôÜâáóçò D(b′) êáé D(b′′),

áíôßóôïé÷á. Ç óõíÜñôçóç D(t) åßíáé êïßëç ìåôáîý ôùí óçìåßùí b′ êáé b′′. ÄçëáäÞ ãéá

êÜèå ôñéÜäá t1; t2; t3 ìå b′ < t1 < t2 < t3 < b′′ ôï óçìåßï ìå óõíôåôáãìÝíåò (t2; D(t2))

âñßóêåôáé áêñéâþò Þ ðÜíù áðü ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ìåôáîý ôùí óçìåßùí ìå óõíôåôáãìÝíåò

(t1; D(t1)) êáé (t3; D(t3)). Ç åëÜ÷éóôç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò D(t) óôï äéÜóôçìá [b′; b′′] åßíáé

Dmin = min (D(b′); D(b′′)) êáé ç ìÝãéóôç ôéìÞDmax åßíáé ôï ðïëý 2D(b) üðïõ b = (b′+b′′)=2.

Óôï Ó÷Þìá 3.3 äåß÷íïõìå ó÷çìáôéêÜ ôá óçìåßá áõôÜ.

Áí ãíùñßæáìå ôç óõíÜñôçóç D[s; d] ôüôå ìéá ðñïóÝããéóç ãéá ôçí óõíÜñôçóç D(t) èá
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b′ = t0 b′′ = tL

Dmin = D(b′)

D(b′′)

b = (b′ + b′′)/2

D(b) ≥ Dmax/2

y0 = (1 + ǫ)0Dmin

y3 = (1 + ǫ)3Dmin

y6 = (1 + ǫ)6Dmin

y9 = (1 + ǫ)9Dmin

D(t)

Upper bound

Lower bound

Ó÷Þìá 3.3: Ôá Üíù êáé êÜôù öñÜãìáôá ðñïóÝããéóçò ãéá ôçí D(t) óôï ôìÞìá [b′; b′′].

ìðïñïýóå íá ãßíåé ìÝóù ïñéæüíôéùí ôìçìÜôùí (slices): âñßóêïõìå ôçí ôïìÞ ôçò D(t) ìå ôéò

åõèåßåò

y = (1 + �)kDmin

ãéá êÜèå k ≥ 0 ôÝôïéï þóôå (1 + �)kDmin ≤ Dmax. ¸óôù üôé ôá óçìåßá ôïìÞò ðïõ Ý÷ïõí

ðñïêýøåé áðü ôéò ïñéæüíôéåò ôïìÝò Ý÷ïõí óõíôåôáãìÝíåò (ti; D(ti)). ÅðåéäÞ ç óõíÜñôçóç

D(t) åßíáé êïßëç óôï äéÜóôçìá [b′; b′′], êÜèå ïñéæüíôéá ôïìÞ åðéöÝñåé ôï ðïëý äõï äåéãìáôï-

ëçðôéêÜ óçìåßá. ÅðïìÝíùò ï óõíïëéêüò áñéèìüò ôùí äåéãìáôïëçðôéêþí óçìåßùí åßíáé ôï

ðïëý 2 log (Dmax=Dmin)= log (1 + �) ≈ 2
�
log (Dmax=Dmin).

• ÊÜôù ÖñÜãìá ÐñïóÝããéóçò: Ç ãñáììéêÞ ðáñåìâïëÞ ìåôáîý ôùí äéáäï÷éêþí óçìåßùí

(ti; D(ti)) äßíåé ìéá ðñïóÝããéóç ðïõ äåí ìðïñåß íá åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôçí D(t).

• ¢íù ÖñÜãìá ÐñïóÝããéóçò: Ôï ìéêñüôåñï ðåñßâëçìá ôùí ïñéæüíôéùí ôìçìÜôùí óå

üëá ôá äåéãìáôïëçðôéêÜ óçìåßá åßíáé ìéá êïßëç êáìðýëç ðïõ äåí ìðïñåß íá åßíáé

ìéêñüôåñç áðü ôçí D(t).

Ôï óöÜëìá óôç ÷åéñüôåñç ðåñßðôùóç êáé óôéò äýï ðñïóåããßóåéò åßíáé ôï ðïëý � åðß ôçí

ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò D(t), äßíïíôáò Ýôóé ìéá (1 + �)-ðñïóÝããéóç ôçò D(t)

üðùò åðéèõìïýìå. Ôá äýï öñÜãìáôá äåß÷íïíôáé óôï Ó÷Þìá 3.3. Ôï áðïôÝëåóìá áõôü

ðåñéãñÜöåôáé óôï áêüëïõèï ëÞììá.

ËÞììá 3.1 ([15]). Áí ïé óõíáñôÞóåéò ÷ñüíïõ Üöéîçò Ý÷ïõí óõíïëéêÜ K ãñáììéêÜ ôìÞìáôá

êáé ç ìÝãéóôç ôéìÞ ôçò ðïóüôçôáò Dmax=Dmin óå üëá ôá êïßëá äéáóôÞìáôá ôçò D[s; d]
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åßíáé R, ôüôå õðÜñ÷åé ìéá äïìÞ äåäïìÝíùí ìåãÝèïõò O(K 1
�
logR) ðïõ áíáðáñéóôÜ ôçí

óõíÜñôçóç D[s; d] ìå ó÷åôéêü óöÜëìá �.

Áõôü ðïõ Ýìåéíå ãéá íá ðåñéãñÜøïõìå ðëÞñùò ôïí ðñïóåããéóôéêü áëãüñéèìï åßíáé ï ôñü-

ðïò ìå ôïí ïðïßï ðáßñíïõìå äåéãìáôïëçðôéêÜ óçìåßá ãéá íá ðñïóåããßóïõìå ôçí óõíÜñôçóç

D(t). Óçìåéþíïõìå üôé äåí ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå áðåõèåßáò ôéò ïñéæüíôéåò äéáôïìÝò

ôçò D(t) äéüôé Ý÷ïõìå ðñüóâáóç ìüíï óôç óõíÜñôçóç A[s; d](t) êáé ü÷é óôçí D(t). Ùóôüóï

ìðïñïýìå íá ðñïóåããßóïõìå êáëÜ ÷ùñßò íá åíôïðßóïõìå åðáêñéâþò ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ti
ãéá ôçí ïðïßá D(ti) = (1 + �)iDmin ãéá êÜèå i ≤ 2 log (Dmax=Dmin)= log (1 + �). Áñêåß

íá ðñïóåããßóïõìå äåéãìáôïëçðôéêÜ óçìåßá óå ìéá ëåðôüôåñç äéáìÝñéóç ôïõ åýñïõò ôéìþí.

ÄçëáäÞ, öáíôáæüìáóôå üôé ôåìá÷ßæïõìå ôçí D(t) óå ðåñéï÷Ýò ìå ôéò ïñéæüíôéåò åõèåßåò

y = (1+ �)k=2Dmin (÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï äéðëÜóéï ðëÞèïò ôéìþí ãéá ôï k) êáé óôç óõíÝ÷åéá

âñßóêïõìå Ýíá äåéãìáôïëçðôéêü óçìåßï óå êÜèå ðåñéï÷Þ. Ïé ôéìÝò ôçò óõíÜñôçóçò D(t) óå

äéáäï÷éêÜ äåéãìáôïëçðôéêÜ óçìåßá äéáöÝñïõí ôï ðïëý êáôÜ Ýíáí ðáñÜãïíôá ôïõ (1+ �) êáé

åðïìÝíùò áñêïýí ãéá íá éêáíïðïéÞóïõí ôá êñéôÞñéá ôïõ ËÞììáôïò 3.1.

ÅðïìÝíùò åðéêåíôñùíüìáóôå óôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò ðñïóåããéóôéêÜ äåéãìáôïëç-

ðôéêÜ óçìåßá ãéá ìéá êïßëç áëõóßäá ðïõ ïñéïèåôåßôáé ìåôáîý äýï äéáäï÷éêþí ðñùôáñ÷éêþí

óçìåßùí êáìðÞò b′ êáé b′′. ¸óôù üôé ôï ïñéæüíôéï åýñïò ôçò i-óôçò áëõóßäáò óõìâïëßæåôáé

ìå Ii = b′′ − b′. Ôï êÜèåôï åýñïò ïñéïèåôåßôáé ìåôáîý ôïõ Dmin êáé Dmax. Ôï óõíïëéêü

ïñéæüíôéï åýñïò üëùí ôùí K áëõóßäùí óõìâïëßæåôáé ìå I =
∑

1≤i≤K Ii. Óçìåéþíïõìå üôé

ç êëßóç ôçò D(t) åßíáé ìïíüôïíá öèßíïõóá ìÝóá óôï äéÜóôçìá [b′′; b′] êáé áðü ôçí FIFO

éäéüôçôá ç êëßóç ôçò D(t) óôï óçìåßï t = b′′ åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí −1.
×ùñßæïõìå ôçí äéáäéêáóßá ðïõ áíáëýåé ôá óçìåßá êáìðÞò ôïõ äéáóôÞìáôïò [b′; b′′] óå

äýï öÜóåéò: óôçí ðñþôç öÜóç üóï ç êëßóç ôçò óõíÜñôçóçò D(t) åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí 1 åðå-

îåñãáæüìáóôå óçìåßá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü åõèåßåò êáé ðñïò-ôá-ðßóù áíáæçôÞóåéò, åíþ óôç

äåýôåñç öÜóç üóï ç êëßóç ôçò óõíÜñôçóçò D(t) åßíáé ôï ðïëý 1 åöáñìüæïõìå äé÷ïôüìçóç

óå óçìåßá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü åõèåßåò áíáæçôÞóåéò.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå äýï áíáæçôÞóåéò (åõèåßá êáé ðñïò-ôá-ðßóù)

ìå âÜóç ôïí áëãüñéèìï TD-Dijkstra üðùò ðåñéãñÜøáìå ðñïçãïõìÝíùò. Óçìåéþíïõìå üôé

ïé ðñïò-ôá-ðßóù áíáæçôÞóåéò Ý÷ïõí áóèåíÞ óõó÷Ýôéóç ìå ôçí óõíÜñôçóç D(t) êáèþò äåí

ãíùñßæïõìå ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t åîáñ÷Þò. Óôçí ðñþôç öÜóç áíáæçôïýìå äåéãìáôïëçðôéêÜ

óçìåßá ðÜíù óôçí óõíÜñôçóçD(t) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðñïò-ôá-ðßóù áíáæçôÞóåéò ðÜíù óå Ýíá

ðñüèåìá ôïõ äéáóôÞìáôïò [b′; b′′] êáé óôç äåýôåñç öÜóç ÷ñçóéìïðïéïýìå åõèåßåò áíáæçôÞóåéò

óôï õðüëïéðï êïììÜôé ôïõ äéáóôÞìáôïò.

Îåêéíþíôáò óôçí ðñþôç öÜóç ôçí óôéãìÞ t = b′ êáé üóï ç êëßóç ôçò óõíÜñôçóçò D(t)

åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí 1 åöáñìüæïõìå ðñïò-ôá-ðßóù åêôåëÝóåéò ôïõ TD-Dijkstra ìå åðéèõìçôÞ

ôéìÞ Üöéîçò óôïí ðñïïñéóìü

a = t+D(t) ·
√
1 + �

êáé óôç óõíÝ÷åéá èÝôïõìå ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ßóç ìå ôï áðïôÝëåóìá ôçò ðñïò-ôá-ðßóù

áíáæÞôçóçò t′. ÅðåéäÞ t′ ≥ t èá Ý÷ïõìå

D(t′) = A(t′)− t′ ≤ A(t′)− t = D(t) ·
√
1 + �:
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ÄçëáäÞ ôï óçìåßï (t′; D(t′)) âñßóêåôáé óôï ôñÝ÷ïí ôìÞìá Þ óôï åðüìåíï. Áí ùóôüóï ç

êëßóç ôçò D(t′) åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí 1 ôüôå ç óõíÜñôçóç A[s; d] Ý÷åé êëßóç ôïõëÜ÷éóôïí 2

ìåôáîý ôïõ t êáé t′, ðïõ óçìáßíåé üôé

a = t+D(t) ·
√
1 + � ≥ t+D(t) + 2(t′ − t):

ÅðïìÝíùò t′ ≤ 1
2
D(t)(

√
1 + �− 1) + t ðïõ óçìáßíåé üôé

D(t′) = t+D(t)
√
1 + �− t′ ≥ 1

2
D(t)(

√
1 + �+ 1):

ÁëëÜ ôüôå ç ðïóüôçôá (
√
1 + � + 1)=2 åßíáé Ýíá óôáèåñü ðïóïóôü ôçò ðïóüôçôáò

√
1 + �

êáé åðïìÝíùò áõôÞ ç äéáäéêáóßá åêôåëåß Ýíá óôáèåñü áñéèìü áðü ðñïò-ôá-ðßóù áíáæçôÞóåéò

óå êÜèå ôìÞìá. Óôï Ó÷Þìá 3.4 äåß÷íïõìå ó÷çìáôéêÜ ôçí åðáíáëçðôéêÞ äéáäéêáóßá ôçò

ðñþôçò öÜóçò.

b = t0

forward TD-Dijkstra
a0 = t0 +D(t0)

a1 −D(t1) = t1

backward TD-Dijkstra
a1 = t0 +D(t0) ·

√

1 + ǫ

a2 −D(t2) = t2

backward TD-Dijkstra
a2 = t1 +D(t1) ·

√

1 + ǫ

ac −D(tc) = tc

backward TD-Dijkstra
ac = tc−1 +D(tc−1) ·

√

1 + ǫ

.

.

.

.

.

.

Ó÷Þìá 3.4: Ç åðáíáëçðôéêÞ äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý ôùí óçìåßùí ôçò ðñþôçò öÜóçò üóï

ç êëßóç ôçò óõíÜñôçóçò D(t) åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí 1.

Óôç äåýôåñç öÜóç ôçò äéáäéêáóßáò, üôáí ïé ðñïò-ôá-ðßóù áíáæçôÞóåéò ðáñÜãïõí Ýíá

äéÜóôçìá [t; b′′] ìå ôçí êëßóç ôçò óõíÜñôçóçò D(t) íá åßíáé ôï ðïëý 1 ôüôå ÷ñçóéìïðïéïýìå

äé÷ïôüìçóç (bisection, äçëáäÞ `êÜèåôåò åõèåßåò') ìå åõèåßåò áíáæçôÞóåéò ãéá íá âñïýìå ôá

õðüëïéðá äåéãìáôïëçðôéêÜ óçìåßá. Óçìåéþíïõìå üôé, üðùò èá äåßîïõìå óôç óõíÝ÷åéá, áí ïé

êëßóåéò ôçò óõíÜñôçóçò D(t) óôá Üêñá åíüò äéáóôÞìáôïò ìÞêïõò ` äéáöÝñïõí êáôÜ ∆ ôüôå

ôï ìÝãéóôï êÜèåôï óöÜëìá ôïõ äéáóôÞìáôïò öñÜóóåôáé áðü `∆. Ç åðáêñéâÞò áðüäåéîç ôïõ

ðñïçãïýìåíïõ éó÷õñéóìïý äßíåôáé óôï ËÞììá 3.3. ¸óôù üôé ôï äéÜóôçìá ìÞêïõò ` Ý÷åé

äéáöïñÜ êëßóçò ∆ êáé ç åëÜ÷éóôç ôéìÞ ãéá ôçí óõíÜñôçóç D(t) åßíáé D (êáèïñéæüìåíç óå

Ýíá áðü ôá äýï Üêñá ôïõ äéáóôÞìáôïò). Áí `∆ > D(1 + �), ôüôå äé÷ïôïìïýìå ôï äéÜóôçìá

óôï ìåóáßï t ìå ìéá åõèåßá áíáæÞôçóç êáé áíáäñïìéêÜ äéáìåñßæïõìå ôá äõï õðïäéáóôÞìáôá.

ÁõôÞ ç äéáäéêáóßá äßíåé ðñïóåããéóôéêü óöÜëìá ôï ðïëý 1 + � ìåôáîý äéáäï÷éêþí óçìåßùí.

Óôç óõíÝ÷åéá öñÜóóïõìå ôï ðëÞèïò ôùí áíáæçôÞóåùí ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí äé÷ï-

ôüìçóç. Èåùñïýìå ôï äõáäéêü äÝíôñï áíáæÞôçóçò ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí äéáäéêáóßá ôçò

äé÷ïôüìçóçò. Ôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ áíáðáñéóôïýí ôá ôåëéêÜ äéáóôÞìáôá êáé ïé åóùôåñé-

êïß êüìâïé ôïõ äÝíôñïõ áíáðáñéóôïýí ôéò äé÷ïôïìÞóåéò. ÊÜèå äé÷ïôüìçóç äéáìåñßæåé óôç
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ìÝóç ôï ôñÝ÷ïí äéÜóôçìá. ÌåôÜ áðü k äé÷ïôïìÞóåéò ôï ôñÝ÷ïí õðïäéÜóôçìá Ý÷åé ìÞêïò

I=2k êáé åðïìÝíùò ôï ìÝãéóôï óöÜëìá ãéá áõôü ôï õðïäéÜóôçìá åßíáé ôï ðïëý 2I=2k äéüôé

∆ ≤ 2. Áõôü óçìáßíåé üôé ôï ýøïò ôïõ äÝíôñïõ åßíáé ôï ðïëý log (2I=(�Dmin)). Ïé åóùôå-

ñéêïß êüìâïé ôïõ äÝíôñïõ óôï ìÝãéóôï âÜèïò ôïõ äÝíôñïõ áíôéóôïé÷ïýí óå äéáóôÞìáôá ìå

`∆ > D(1 + �). ÅðïìÝíùò óå ïðïéáäÞðïôå (1 + �)-ðñïóÝããéóç ôïõ áñ÷éêïý äéáóôÞìáôïò

ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óçìåßï ðñïÝñ÷åôáé áðü Ýíá ôÝôïéï äéÜóôçìá. Áðü ôï ËÞììá 3.1 ãíùñß-

æïõìå üôé õðÜñ÷ïõí ôï ðïëý O(1
�
log (Dmax=Dmin)) ðñïóåããéóôéêÜ óçìåßá óôç ÷åéñüôåñç

ðåñßðôùóç. Ôï åðéðëÝïí êüóôïò ãéá ôçí åýñåóç êÜèå ðñïóåããéóôéêïý óçìåßïõ ÷ñçóéìï-

ðïéþíôáò ôçí äéáäéêáóßá äé÷ïôüìçóçò åßíáé ôï ðëÞèïò ôï äé÷ïôïìÞóåùí áðü ôçí ñßæá óå

Ýíá öýëëï óôï äÝíôñï äé÷ïôüìçóçò. Ç ðïóüôçôá áõôÞ öñÜóóåôáé áðü ôï ýøïò ôïõ äÝíôñïõ.

Ïé áíôßóôïé÷åò áíéóüôçôåò óôï Üèñïéóìá ëïãáñßèìùí åðåêôåßíïõí ôï áðïôÝëåóìá ãéá ôá K

óõíïëéêÜ ôìÞìáôá ôùí ãñáììéêþí óõíáñôÞóåùí äéüôé∑
1≤i≤K

log (
Ii

�Dmin

) ≤ K log (
I

K�Dmin

):

ÅðïìÝíùò ôï óõíïëéêü ðëÞèïò áíáæçôÞóåùí ìå ôïí TD-Dijkstra áëãüñéèìï äßíåôáé áðü ôï

áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

Èåþñçìá 3.1 ([15]). Ôï óõíïëéêü ðëÞèïò ôùí áíáæçôÞóåùí óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí

ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ãéá íá õðïëïãéóôåß ç ðñïóÝããéóç ôïõ ËÞììáôïò 3.1 åßíáé

O(K 1

�
log (Dmax=Dmin) log (

I

K�Dmin

)):

3.4 Ðñïóåããéóôéêüò Áëãüñéèìïò ãéá ¢ãíùóôåò ÓõíáñôÞóåéò

Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá äßíïõìå ìéá ðéï áêñéâÞò áíÜëõóç ôïõ ðñïóåããéóôéêïý áëãïñßèìïõ ç

ïðïßá âáóßæåôáé óôï ëåðôïìåñÞ õðïëïãéóìü ôïõ ìÝãéóôïõ óöÜëìáôïò ðïõ ìðïñåß íá ðñïêý-

øåé óå êÜèå âÞìá ôïõ áëãïñßèìïõ. Ç ãíþóç áõôïý ôïõ ìÝãéóôïõ óöÜëìáôïò ìáò åðéôñÝðåé

êáé ôïí ó÷åäéáóìü åíüò áêñéâÝóôåñïõ ðñïóåããéóôéêïý áëãïñßèìïõ, áëëÜ êáé ôçí ðáñÜêáìøç

ôùí ðåñéôôþí äåéãìÜôùí êáôÜ ôçí ðñþôç öÜóç þóôå íá åëá÷éóôïðïéçèåß (áóõìðôùôéêÜ) ç

ðïëõðëïêüôçôá (äçëáäÞ, ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò) ôçò ðáñáãüìåíçò óõíÜñôçóçò.

Ðñþôá äåß÷íïõìå üôé ç ìÝãéóôç ôéìÞ ôçò D(t) äåí ìðïñåß íá õðåñâåß ôçí äéðëÜóéá ôéìÞ

ôçò D óôï ìÝóï ôïõ äéáóôÞìáôïò T = [�0; �N ].

ËÞììá 3.2.

Dmax ≡ max
t∈[�0;�N ]

D(t) < 2 ·D(
�0 + �N

2
):

Áðüäåéîç. Ãíùñßæïõìå üôé ç óõíÜñôçóç D(t) ðáßñíåé èåôéêÝò ôéìÝò êáé åßíáé êïßëá. Ðáñá-

ôçñïýìå üôé ãéá ïðïéïäÞðïôå óçìåßï t ∈ [�0; �N ], ôï óõììåôñéêü óçìåßï t = (�0 + �N) − t

ùò ðñïò ôï �0+�N
2

âñßóêåôáé ìÝóá óôï äéÜóôçìá [�0; �N ]. ÅðïìÝíùò ãéá êÜèå t; t ∈ [�0; �N ]

èá Ý÷ïõìå:

D(t)

2
<
D(t) +D(t)

2
≤ D(

t+ t

2
) = D(

�0 + �N
2

)⇒ D(t) < 2D(
�0 + �N

2
):
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Áíôßóôïé÷á ç åëÜ÷éóôç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò D(t) óôï äéÜóôçìá [�0; �N ] åßíáé Dmin =

min (D(�0); D(�N)). Óôç óõíÝ÷åéá èá èåùñÞóïõìå üôé ãéá ïðïéáäÞðïôå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ

t ∈ T = [�0; �N ] Ý÷ïõìå ðñüóâáóç óôçí ðëçñïöïñßá ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôçí ôñéÜäá

(a−(t); a+(t); D(t)) üðïõ ïé ôéìÝò a−(t); a+(t) ðåñéãñÜöïõí ôçí äåîéÜ êáé áñéóôåñÞ ðáñÜãùãï

(êëßóç) ôçò D(t).

¼ðùò Þäç áíáöÝñáìå óôü÷ïò ìáò åßíáé íá êáôáóêåõÜóïõìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ óõíÜñ-

ôçóç D′(t) ôçò D(t) óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ìå üóï ôï äõíáôü ëéãüôåñá óçìåßá êáìðÞò. Ï

áëãüñéèìïò èá êáôáóêåõÜóåé ìéá êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞ ðñïóÝããéóç D′(t) ôçò D(t) ôçò

ïðïßáò ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò (ðïõ èá ôï áíáöÝñïõìå êáé ùò ðïëõðëïêüôçôá ôçò

óõíÜñôçóçò) èá åßíáé áíåîÜñôçôï áðü ôï áíôßóôïé÷ï ôçò D(t) êáé èá åîáñôÜôáé áðü ôçí

ðïéüôçôá ôçò æçôïýìåíçò ðñïóÝããéóçò êáé ôï ìÝãåèïò ôïõ åëÜ÷éóôïõ ôåôñáãþíïõ ðïõ ðåñé-

êëåßåé ôçí óõíÜñôçóç (äçëáäÞ, ôï ôåôñÜãùíï áõôü ðåñéêëåßåôáé áðü ôéò åõèåßåò Dmax−Dmin

êáé �N − �0).

Ç ðåñéãñáöÞ ôïõ áëãïñßèìïõ âáóßæåôáé óôïí áëãüñéèìï ðñïóÝããéóçò ðïõ äüèçêå áðü

ôïõò Foschini et. al. [15]. Áí êáé óôçí åñãáóßá [15] ï áëãüñéèìïò ðñïóåããßæåé ìéá êáôÜ

ôìÞìáôá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç óå Ýíá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï äßêôõï, ï áëãüñéèìïò ðïõ èá

ðåñéãñÜøïõìå ðñïóåããßæåé ïðïéáäÞðïôå óõíå÷Þ êïßëá óõíÜñôçóç ìå åëÜ÷éóôç êëßóç ≥ −1
ãéá ôçí ïðïßá õðïèÝôïõìå üôé ìáò äßíïíôáé ïñéóìÝíåò ôéìÝò ôçò Üãíùóôçò óõíÜñôçóçò ìáæß

ìå ôéò áíôßóôïé÷åò êëßóåéò ôçò óõíÜñôçóçò. Ãéá ôïí ëüãï áõôü èá èåùñÞóïõìå üôé

• ç f(t) åßíáé ç Üãíùóôç óõíå÷Þ êïßëá óõíÜñôçóç (óå áíôéóôïé÷ßá ìå ôçí êáôÜ ôìÞìáôá

ãñáììéêÞ A[s; d](t)),

• f̃(t) ç ðñïóåããéóôéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ øÜ÷íïõìå (äçëáäÞ èÝëïõìå íá éó÷ýåé |f(t) −
f̃(t)| ≤ �t),

• g(t) = t+ f(t) (óå áíôéóôïé÷ßá ìå ôçí óõíÜñôçóç D(t) ùò ðñïò ôçí A[s; d](t)),

• g−1 : g(t) 7→ t ç áíôßóôñïöç ôçò g êáé

• ç ôñéÜäá (a−(t); a+(t); f(t)) ðåñéãñÜöåé ôéò (äåîéÜ êáé áñéóôåñÜ) êëßóåéò ôçò f (ðïõ

åßíáé ãíùóôÝò áðü ôéò ðáñáãþãïõò ôçò g).

Óçìåéþóôå üôé ãéá ôçí g(t) éó÷ýåé ôï Üíù öñÜãìá ðïõ äåßîáìå óôï ËÞììá 3.2. Èá äåß-

îïõìå üôé ç ðïëõðëïêüôçôá ÷þñïõ (äçëáäÞ ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò) ôçò f̃ åßíáé

O(log1+� fmax

fmin
) ðïõ åßíáé áíåîÜñôçôï áðü ôçí ðïëõðëïêüôçôá ÷þñïõ ôçò ßäéáò ôçò f . ¼óï

áöïñÜ ôçí ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá èá äåßîïõìå üôé åßíáé O(log1+� fmax

fmin
· log �N−�0

�·fmin
).

Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå üôé áí åß÷áìå ðëÞñç ãíþóç ôçò óõíÜñôçóçò f ôüôå èá ìðï-

ñïýóáìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí áëãüñéèìï ôùí Imai êáé Iri [23] ãéá íá ðÜñïõìå ìéá

(1 + �)-ðñïóÝããéóç ôçò f óå ÷ñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò ôçí ðïëõðëïêüôçôá ÷þñïõ ôçò f .

Ôçí ðåñßðôùóç áõôÞ áêñéâþò ðåñéãñÜøáìå óôçí Åíüôçôá 3.2. Ùóôüóï óôçí ðåñßðôùóç ðïõ

åîåôÜæïõìå ôþñá èÝëïõìå íá áðïöýãïõìå ôçí êáôáóêåõÞ êáé ôçí áðïèÞêåõóç ôçò f ãéá íá

ôçí ðñïóåããßóïõìå üóï ôï äõíáôü êáëýôåñá.
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Èá åîåôÜóïõìå ùò óçìåßá ðáñåìâïëÞò ôçò f̃ ôá óçìåßá ôïìÞò ôçò f (ðïõ èá åßíáé ôï

ðïëý 2 ãéá êÜèå ãñáììÞ) ìå ôéò ïñéæüíôéåò åõèåßåò yk = (1 + �)k · fmin ãéá êÜèå ôéìÞ

k ∈ {0; 1; 2; : : : ; kmax}. Áñêåß íá åîáóöáëßóïõìå üôé ãéá ôçí äåéãìáôïëçøßá áõôÞ éó÷ýåé

(1+ �)kmax · fmin ≤ 2 · f( �0+�N
2

) Ýôóé þóôå íá êáëýøïõìå ïëüêëçñç ôçí óõíÜñôçóç. ÄçëáäÞ

ç ìÝèïäïò áõôÞ èá ðáñÜãåé ôï ðïëý

2 · kmax = 2 · log1+�
2f((�0 + �N)=2)

min{f(�0); f(�N)}
∈ O

(
log1+�

fmax

fmin

)
óçìåßá ðáñåìâïëÞò ãéá ôçí f̃ .

ÖõóéêÜ Ý÷ïõìå ðñüóâáóç ìüíï óôç óõíÜñôçóç g(t) êáé óôçí áíôßóôñïöÞ ôçò g−1(t).

Óôïí Áëãüñéèìï 7 äåß÷íïõìå ôá âÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ ðïõ èá áêïëïõèÞóïõìå. Óõãêå-

êñéìÝíá ï áëãüñéèìïò ðáñÜãåé óçìåßá ðáñåìâïëÞò ôçò f̃ ÷ùñßæïíôáò ôçí äéáäéêáóßá óå äýï

öÜóåéò: Óôçí ðñþôç öÜóç åðåîåñãáæüìáóôå ôï ðñüèåìá ôçò f Ýùò üôïõ ôï ðñþôï äåéãìá-

ôïëçðôéêü óçìåßï ìå äåîéÜ ðáñÜãùãï íá ãßíåé ôï ðïëý 1. Ôá áíôßóôïé÷á óçìåßá ðáñåìâïëÞò

äçìéïõñãïýíôáé áðü äéáäï÷éêÝò áõîÞóåéò ôçò óõíÜñôçóçò g êáé óôç óõíÝ÷åéá áíáæçôÞóåéò

óôïí ÷þñï áíáæÞôçóçò T . Ç äåýôåñç öÜóç åðåîåñãÜæåôáé ôï åðßèåìá ôçò f ìå üëåò ôéò

ðáñáãùãßóéìåò ôéìÝò óôï äéÜóôçìá [−1; 1]. Ç ðåñßðôùóç áõôÞ áíôéìåôùðßæåôáé ðéï åýêïëá

áðü ìéá áíáäñïìéêÞ äé÷ïôüìçóç Ýùò üôïõ ôá ðáñáãüìåíá óçìåßá ðáñåìâïëÞò ìáò åããõç-

èïýí ôïí åðéèõìçôü ëüãï ðñïóÝããéóçò. Ïé áëãüñéèìïé 7 êáé 8 ðåñéãñÜöïõí áíáëõôéêÜ ôçí

óõíïëéêÞ äéáäéêáóßá.

Áñ÷éêïðïßçóç:

k ← 0

t0 ← �0; g0 ← g(�0); f̃0 ← g0 − �0
STORE(t0; f̃0)

Âáóéêüò âñüã÷ïò 1: /* Phase1: slope(g; t) ≥ 2 */

while a+(tk) > 1 do

k ← k + 1

gk ← tk−1 + f̃k−1 · (1 + �′)

tk ← g−1(gk)

f̃k ← gk − tk /* Ðñïò-ôá-ðßóù áíáæçôÞóåéò */

if a−(tk) ≥ 1 then

STORE(tk; f̃k)

Âáóéêüò âñüã÷ïò 2: /* Phase2: a+(tk) ≤ 1 */

BISECT(tk; tN)

ÅðÝóôñåøå üëá ôá áðïèçêåõìÝíá (STORE) óçìåßá

Áëãüñéèìïò 7: Óçìåßá ðáñåìâïëÞò ôçò f̃ óôï [�0; �N ]
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BISECT(c; d)

l← d− c

fc ← g(c)− c

fd ← g(d)− d

fmin
c;d ← min{fc; fd}

m← fd−fc+ca+(c)−da−(d)
a+(c)−a−(d)

error ← (a+(c)− a−(d)) · (m−c)(d−m)
l

if error > � · fmin
c;d then

k ← k + 1

tk ← c+d
2

f̃k ← g(tk)− tk /* Åõèåßåò áíáæçôÞóåéò */

STORE(tk; f̃k)

BISECT(c; c+d
2
)

BISECT( c+d
2
; d)

Áëãüñéèìïò 8: Äé÷ïôüìçóç óôï [c; d], BISECT(c; d)

Èá áíáëýóïõìå ðñþôá ôçí ïñèüôçôá ôïõ áëãïñßèìïõ. Èá áðïäåßîïõìå üôé ç ãñáììéêÞ

ðáñåìâïëÞ ôçò f̃ áðü ôá óçìåßá ðáñåìâïëÞò ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ðñÜãìáôé ìéá (1 + �)-

ðñïóÝããéóç ôçò f . ÓõãêåêñéìÝíá èá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå t ∈ [�0; �N ], éó÷ýåé

|f(t)− f̃(t)| ≤ � · f(t)⇔ (1− �)f(t) ≤ f̃(t) ≤ (1 + �)f(t):

ÅðåéäÞ üëá ôá óçìåßá ôçò f̃ åßíáé ðñáãìáôéêÜ óçìåßá ôçò f ðïõ åßíáé ìéá êïßëá óõíÜñôçóç,

ç f̃ åßíáé Ýíá êÜôù öñÜãìá ôçò f , äçëáäÞ ãéá êÜèå t ∈ [�0; �N ] éó÷ýåé,

f(t) ≥ f̃(t):

ÅðïìÝíùò áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå t ∈ [�0; �N ] éó÷ýåé,

(1− �) · f(t) ≤ f̃(t):

Èá áíôéìåôùðßóïõìå ôéò áíôßóôïé÷åò ðåñéðôþóåéò êÜèå öÜóçò îå÷ùñéóôÜ.

Äýï äéáäï÷éêÜ óçìåßá (tk; fk); (tk+1; fk+1) ôçò ÖÜóçò 1: Éó÷ýåé üôé f(tk) = f̃(tk) = fk êáé

f(tk+1) = f̃(tk+1) = fk+1. Åðßóçò ãéá êÜèå t ∈ [tk; tk+1] éó÷ýåé fk ≤ f̃(t) ≤ f(t) ≤ fk+1.

ÅðïìÝíùò áñêåß íá äåßîïõìå üôé (1− �) · fk+1 ≤ fk. ÐñÜãìáôé,

fk+1 = gk+1 − tk+1

≤ gk+1 − tk = (1 + �′) · fk

⇒ fk ≥
fk+1

(1 + �′)
= (1− �) · fk+1;

ðïõ éó÷ýåé ãéá �′ = �
1−� .

Äýï äéáäï÷éêÜ óçìåßá (tk; fk); (tk+1; fk+1) ôçò ÖÜóçò 2: Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï áêüëïõèï

áðïôÝëåóìá.
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Ó÷Þìá 3.5: Ïé ôñåéò ðåñéðôþóåéò ãéá íá öñÜîïõìå Üíù ôï áðüëõôï óöÜëìá ìåôáîý äýï

äéáäï÷éêþí óçìåßùí ðáñåìâïëÞò. Ôï Üíù öñÜãìá ôïõ áðüëõôïõ óöÜëìáôïò ðáñïõóéÜæåôáé

áðü ôï ìðëå åõèýãñáììï ôìÞìá.

ËÞììá 3.3. ¸óôù Ýíá ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [c; d] ôÝôïéï þóôå a+(c) > a−(d), ìå l = d − c

êáé Ýóôù ç ãñáììéêÞ ðáñåìâïëÞ

y(x) = −f(c) · x− d

d− c
+ f(d) · x− c

d− c
=
f(d)− f(c)

l
· x+

f(c)d− f(d)c

l

ðïõ ðáñåìâÜëåé ôá äýï äåéãìáôïëçðôéêÜ óçìåßá (c; f(c)) êáé (d; f(d)). Ôï áðüëõôï óöÜëìá

åßíáé Üíù öñáãìÝíï áðü

MaxAbsError(c; d) = (a+(c)− a−(d)) · (m− c)(d−m)

l
≤ l · (a+(c)− a−(d))

4

üðïõ

m =
f(d)− f(c) + c · a+(c)− d · a−(d)

a+(c)− a−(d)
:

Áðüäåéîç. ¸óôù ôï ôñßãùíï ðïõ ïñßæåôáé áðü ôéò áêüëïõèåò ôñåéò ãñáììÝò (Ó÷Þìá 3.5):

y(x) =
f(d)− f(c)

l
· x+

f(c)d− f(d)c

l
yc(x) = a+(c) · (x− c) + f(c)

yd(x) = a−(d) · (x− d) + f(d)

Ç x-óõíôåôáãìÝíç ôïõ óçìåßïõ ôïìÞò (m; fm) ãéá ôéò äýï åõèåßåò yc(x) êáé yd(x) õðïëïãß-

æåôáé ùò åîÞò:

m =
f(d)− f(c) + c · a+(c)− d · a−(d)

a+(c)− a−(d)
:

Õðåíèõìßæïõìå üôé ç óõíÜñôçóç f åßíáé êïßëá êáé ôá óçìåßá (c; f(c)) êáé (d; f(d)) åßíáé

ðñáãìáôéêÜ óçìåßá ôçò f . ÅðïìÝíùò ï ðåñéïñéóìüò ôçò f óôï äéÜóôçìá [c; d] åìöáíßæåôáé

åîïëïêëÞñïõ óôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ êáé ôï ìÝãéóôï äõíáôü (áðüëõôï) óöÜëìá åßíáé ßóï

ìå ôçí êÜèåôç áðüóôáóç ôïõ ôñßôïõ óçìåßïõ (m; fm) áðü ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ åíþíåé
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ôá äýï óçìåßá (c; f(c)) êáé (d; f(d)) (Ó÷Þìá 3.5). Õðïëïãßæïõìå ôï Üíù öñÜãìá ãéá ôï

áðüëõôï óöÜëìá. Ïé õðïëïãéóìïß åßíáé ßäéïé êáé ãéá ôéò ôñåéò ðåñéðôþóåéò ðïõ äåß÷íïõìå

óôï Ó÷Þìá 3.5. ¸óôù am = f(d)−f(c)
l

íá åßíáé ç êëßóç ôçò åõèåßáò y(x). ÐáñáôçñÞóôå üôé

am =
f(d)− f(c)

d− c
=
|fm − f(c)| − |fm − f(d)|

l

=
m− c

l
· fm − f(c)

m− c
− d−m

l
· fm − f(d)

d−m

=
m− c

l
· a+(c)− d−m

l
· a−(d)

ÅðïìÝíùò èá Ý÷ïõìå,

MaxAbsError = fm − y(m) = (fm − f(c))− (y(m)− f(c))

= a+(c) · (m− c)− am · (m− c) =
(
a+(c)− am

)
· (m− c)

=
(
a+(c)− a−(d)

)
· (m− c)(d−m)

l
≤ l · (a+(c)− a−(d))

4

êáèþò (m − c) + (d −m) = d − c = l êáé ôï ãéíüìåíï (m − c) · (d −m) ìåãéóôïðïéåßôáé

óôï óçìåßï m = c+d
2
.

Óçìåéþíïõìå üôé ç áíáäñïìéêÞ åêôÝëåóç ôçò äé÷ïôüìçóçò åîáóöáëßæåé üôé ôåëéêÜ ãéá

üëá ôá äéáóôÞìáôá ìåôáîý óçìåßùí ðáñåìâïëÞò ôçò äåýôåñçò öÜóçò éó÷ýåé

MaxAbsError(tk; tk+1) ≤ �min{fk; fk+1}:

Áõôü óçìáßíåé üôé ç f̃ åßíáé ìéá (1 + �)-ðñïóÝããéóç ôçò f óå êÜèå äéÜóôçìá äéáäï÷éêþí

óçìåßùí ðáñåìâïëÞò.

Óôç óõíÝ÷åéá åîåôÜæïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ÷þñïõ êáé ÷ñüíïõ ôïõ áëãïñßèìïõ. Óõ-

ãêåêñéìÝíá èá åîåôÜóïõìå ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí ðáñåìâïëÞò ðïõ äéáëÝãåé ôåëéêÜ ï áëãü-

ñéèìïò ãéá ôç óõíÜñôçóç f̃ êáèþò êáé ôï ðëÞèïò ôùí åêôåëÝóåùí ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí

óçìåßùí áõôþí.

Óçìåßá ÐáñåìâïëÞò ôçò ÖÜóçò 1: Óçìåéþíïõìå üôé áðü ôçí ìïíïôïíßá ôçò g Ý÷ïõìå üôé

fk+1 = gk+1 − tk+1 ≤ gk+1 − tk = fk · (1 + �′):

Åðéðñüóèåôá êáèþò ç êëßóç ôçò g åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí 2 ìÝ÷ñé ôï óçìåßï tk+1 ãíùñßæïõìå üôé

gk+1 ≥ gk + 2 · (tk+1 − tk)⇒ tk+1 − tk ≤
gk+1 − gk

2
=
�′

2
fk:

ÅðïìÝíùò óõìðåñáßíïõìå ôá áêüëïõèá:

fk+1 = gk+1 − tk+1 = (1 + �′) · fk − (tk+1 − tk)

≥ (1 + �′)fk −
�′

2
fk =

(
1 +

�′

2

)
· fk

≥
(
1 +

�′

2

)k+1

· f0 =
(

2− �

2− 2�

)k+1

· f0
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êáèþò �′ = �
1−� . ÊáôáëÞãïõìå äçëáäÞ üôé ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí ðáñåìâïëÞò ôçò

ðñþôçò öÜóçò åßíáé

log 2−�
2−2�

(
fmax

fmin

)
− 1:

Óçìåßá ÐáñåìâïëÞò ôçò ÖÜóçò 2: ÊÜèå äé÷ïôüìçóç ÷ùñßæåé óôç ìÝóç ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá

ðïõ ðñüêåéôáé íá åîåôÜóåé. Áí ôï áñ÷éêü äéÜóôçìá óôï ðñþôï êÜëåóìá ôçò äéáäéêáóßáò

BISECT åßíáé L ôüôå óôï k-óôï åðßðåäï ôïõ äÝíôñïõ áíáäñïìÞò ôá äéáóôÞìáôá Ý÷ïõí

ìÞêç lk = L=2k. ÅðåéäÞ 0 ≤ a+(c) − a−(d) ≤ 2, ôï áðüëõôï óöÜëìá öñÜóóåôáé áðü
lk·(a+(c)−a−(d))

4
≤ L

2k+1 . ÅðïìÝíùò óõìðåñáßíïõìå üôé ôï ýøïò ôïõ äÝíôñïõ áíáäñïìÞò åßíáé

ôï ðïëý log2
L

�·fmin
. Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ïé ãïíåßò ôùí öýëëùí óôï äÝíôñï áíáäñïìÞò

áíôéóôïé÷ïýí óôá äéáóôÞìáôá ãéá ôá ïðïßá ôï áðüëõôï óöÜëìá åßíáé ìåãáëýôåñï áðü �·fmin.

Áõôü óçìáßíåé üôé óôç ÷åéñüôåñç ðåñßðôùóç êáìßá (1 + �)-ðñïóÝããéóç ìðïñåß íá áðïöýãåé

ôçí ôïðïèÝôçóç åíüò óçìåßïõ ðáñåìâïëÞò óôï áíôßóôïé÷ï äéÜóôçìá. ¸ôóé ç ðñïôåéíüìåíç

äé÷ïôüìçóç ÷ñçóéìïðïéåß ôï ðïëý äéðëÜóéï áñéèìü óçìåßùí ðáñåìâïëÞò ðïõ áðáéôïýíôáé

ãéá ïðïéáäÞðïôå (1 + �)-ðñïóÝããéóç ôçò óõíÜñôçóçò f .

Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå üôé áí ãíùñßæáìå åîáñ÷Þò ôçí ðëÞñç ðåñéãñáöÞ ôçò f èá ìðï-

ñïýóáìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìüíï ôá óçìåßá ôïìÞò ôçò f ìå ôéò ðáñÜëëçëåò åõèåßåò

ùò ðñïò ôïí Üîïíá ôïõ ÷ñüíïõ ãéá íá ðáñÜãïõìå ìéá (1 + �)-ðñïóÝããéóç ìå ôï ðïëý

2 log1+�
2f((�0+�N )=2)

min{f(�0);f(�N )} óçìåßá ðáñåìâïëÞò. ÅðïìÝíùò ç ìÝèïäïò äé÷ïôüìçóçò ðáñÜãåé ôï

ðïëý äéðëÜóéï áñéèìü óçìåßùí ðáñåìâïëÞò êáé èá éó÷ýåé,

4 log1+�
2f((�0 + �N)=2)

min{f(�0); f(�N)}
∈ O

(
log1+�

fmax

fmin

)
= O

(
1

�
log

fmax

fmin

)
:

¼óï áöïñÜ ôï êüóôïò (äçëáäÞ, ôï ðëÞèïò ôùí åêôåëÝóåùí áðü åõèåßåò áíáæçôÞóåéò) õðï-

ëïãéóìïý êÜèå óçìåßïõ ðáñåìâïëÞò, áõôü èá åßíáé ßóï ìå ôï ìÞêïò ôïõ ìïíïðáôéïý óôï

äÝíôñï áíáæÞôçóçò áðü ôçí ñßæá ðñïò ôï áíôßóôïé÷ï öýëëï ãéá ôçí óõãêåêñéìÝíç äé÷ïôü-

ìçóç. ÅðïìÝíùò ôï óõíïëéêü êüóôïò èá åßíáé,

O
(
1

�
log

fmax

fmin

· log L

� · fmin

)
ðïõ åêöñÜæåé ôï ðëÞèïò ôùí åõèåßùí áíáæçôÞóåùí.
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ÊåöÜëáéï 4

ÐïëëáðëÝò áöåôçñßåò óå ×ñïíéêÜ

Ìåôáâáëëüìåíá Óõíôïìüôåñá

ÌïíïðÜôéá

4.1 Ôå÷íéêÝò ãéá ÓôáôéêÜ Óõíôïìüôåñá ÌïíïðÜôéá ìå ÐïëëáðëÝò Áöåôçñßåò

4.2 ÅðÝêôáóç óå ×ñïíéêÜ Ìåôáâáëëüìåíá Óõíôïìüôåñá ÌïíïðÜôéá ìå ÐïëëáðëÝò Áöåôçñßåò

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ìåëåôÞóïõìå ôï ðñüâëçìá Óõíôïìüôåñá ÌïíïðÜôéá Áðü

ÐïëëáðëÝò Áöåôçñßåò { ÓÌÐÁ, óôï ïðïßï óêïðüò ìáò åßíáé ç åýñåóç (äÝíôñùí)

óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí áðü ïñéóìÝíåò áöåôçñßåò ðñïò üëåò ôéò õðüëïéðåò êïñõöÝò ôïõ

ãñáöÞìáôïò. Óôü÷ïò åßíáé ï óõãêåêñéìÝíïò õðïëïãéóìüò íá êïóôßóåé áóõìðôùôéêÜ üóï

êáé ï õðïëïãéóìüò áðü ìéá ìüíï áöåôçñßá. Èá äïýìå ôçí óôáôéêÞ åêäï÷Þ ôïõ ðñïâëÞìáôïò

êáé èá äåßîïõìå Ýíáí ôñüðï ðïõ ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå äõíáìéêü ðåñéâÜëëïí. Ï óôáôéêüò

áëãüñéèìïò óôïí ïðïßï èá âáóéóôïýìå åðéëýåé ôï ðñüâëçìá óå åðßðåäá ãñáöÞìáôá üðïõ ïé

áöåôçñßåò âñßóêïíôáé óôçí åîùôåñéêÞ üøç ôïõ ãñáöÞìáôïò. Óôç óõíÝ÷åéá äåß÷íïõìå Ýíáí

áðïôåëåóìáôéêü áëãüñéèìï ãéá íá åðåêôåßíïõìå ôçí éäÝá áõôÞ óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï

ðåñéâÜëëïí ÷ùñßò ùóôüóï íá ðåñéïñéæüìáóôå óå åðßðåäá ãñáöÞìáôá êáé óôçí óõãêåêñéìÝíç

ôïðïèÝôçóç ãéá ôéò áöåôçñßåò.

4.1 Ôå÷íéêÝò ãéá ÓôáôéêÜ Óõíôïìüôåñá ÌïíïðÜôéá ìå ÐïëëáðëÝò

Áöåôçñßåò

Óôç óõãêåêñéìÝíç åíüôçôá èá äåßîïõìå Ýíáí ôñüðï ðïõ åðéëýåé ôï ðñüâëçìá ãéá óôáôéêÜ

ìïíïðÜôéá ìå ðïëëáðëÝò áöåôçñßåò óå åðßðåäá ãñáöÞìáôá üðùò ðåñéãñÜöåôáé óôç óõíÝ÷åéá.

Ðñþôá áò äþóïõìå ïñéóìÝíåò Ýííïéåò ó÷åôéêÝò ìå ôçí åðéðåäéêüôçôá ãñáöçìÜôùí.

¸íá ãñÜöçìá G ïíïìÜæåôáé åðßðåäï áí õðÜñ÷åé ìéá ó÷åäßáóç ôïõ G óôï R2 Ýôóé þóôå

äýï ïðïéåóäÞðïôå áêìÝò íá Ý÷ïõí êïéíÜ óçìåßá ìüíï êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Ãéá
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Ýíá åðßðåäï ãñÜöçìá G êáé Ýíá óçìåßï x ∈ R2 êáëïýìå üøç ôïõ åðßðåäïõ ãñáöÞìáôïò G

ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí ðïõ ìðïñïýí íá óõíäåèïýí ìå ôï óçìåßï x ìÝóù ìéáò êáìðýëçò

Jordan ðïõ äåí ôÝìíåé êÜðïéá áêìÞ ôïõ G. ¼ëåò ïé üøåéò ðïõ åßíáé öñáãìÝíåò áðü Ýíá

óýíïëï áêìþí ïíïìÜæïíôáé åóùôåñéêÝò üøåéò êáé ç ìïíáäéêÞ ìç-öñáãìÝíç üøç êáëåßôáé

åîùôåñéêÞ üøç ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå f∞. Ôï äõúêü ãñÜöçìá åíüò åðßðåäïõ ãñáöÞìáôïò

G êáôáóêåõÜæåôáé áðü ôéò üøåéò ôïõ ãñáöÞìáôïò G èåùñþíôáò áõôÝò ùò êïñõöÝò êáé ïé

äõúêÝò áêìÝò åíþíïõí äõúêÝò êïñõöÝò ãåéôïíéêþí üøåùí ôïõ G (üøåéò, äçëáäÞ, ôïõ G ìå

êÜðïéá êïéíÞ áêìÞ). Ãéá ìéá áêìÞ e, ç áíôßóôïé÷ç äõúêÞ áêìÞ Ý÷åé êáôåýèõíóç áðü ôçí

áñéóôåñÞ üøç ôçò e ðñïò ôçí äåîéÜ üøç ôçò e èåùñþíôáò üôé ç áñéóôåñÞ üøç ôçò e âñßóêåôáé

óôá áñéóôåñÜ ôçò e üôáí ç áêìÞ e Ý÷åé êáôåýèõíóç ðñïò ôá ðÜíù. Áí ðñïóèÝóïõìå ìéá

êïñõöÞ v̂ óôçí åîùôåñéêÞ üøç åíüò åðßðåäïõ ãñáöÞìáôïò ðïõ åíþíåôáé ìå üëåò ôéò êïñõöÝò

ôçò åîùôåñéêÞò üøçò ôüôå ç ðñüóèåóç ôçò êïñõöÞò äåí ðëÞôôåé ôçí åðéðåäéêüôçôá. Ãéá ìéá

êïñõöÞ v ìå åéóåñ÷üìåíç áêìÞ (u; v) êáé åîåñ÷üìåíåò áêìÝò (v; w) êáé (v; x) èá ëÝìå üôé

ç (v; x) åßíáé áñéóôåñÜ ôçò (v; w) ùò ðñïò ôçí (u; v) áí ç (v; x) åìöáíßæåôáé ìåôáîý ôùí

(v; w) êáé (u; v) áñéóôåñüóôñïöá (áíôßèåôá ùò ðñïò ôçí öïñÜ ôïõ ñïëïãéïý). ÄïèÝíôïò

åíüò ìïíïðáôéïý P ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí áêìÞ (v; w), èá ëÝìå üôé ç áêìÞ (v; x) ðñïÝñ÷åôáé

áñéóôåñÜ áðü ôï P áí éó÷ýåé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá áðü ôéò áêüëïõèåò óõíèÞêåò:

(a) ç áêìÞ ðïõ ðñïçãåßôáé ôçò (v; w) óôï ìïíïðÜôé P åßíáé ç (u; v) êáé ç (v; x) åßíáé

áñéóôåñÜ ôçò (v; w) ùò ðñïò ôçí (u; v).

(b) ç êïñõöÞ v åßíáé ç ðñþôç êïñõöÞ ôïõ ìïíïðáôéïý P êáé ç v âñßóêåôáé óôçí åîùôåñéêÞ

üøç êáé ç (v; x) åßíáé áñéóôåñÜ ôçò (v; w) ùò ðñïò ôçí ôå÷íçôÞ áêìÞ (v̂; v).

Ôï ðñüâëçìá ãéá óôáôéêÜ ìïíïðÜôéá ìå ðïëëáðëÝò áöåôçñßåò óå åðßðåäá ãñáöÞìáôá

ðåñéãñÜöåôáé ùò åîÞò:

Óõíôïìüôåñá ÌïíïðÜôéá Áðü ÐïëëáðëÝò Áöåôçñßåò (ÓÌÐÁ)

Åßóïäïò: ¸íá åðßðåäï ãñÜöçìá G = (V;E), w : E → R+, åîùôåñéêÞ üøç f∞
êáé Ýíá äÝíôñï óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí T0 ñéæùìÝíï óå r ∈ f∞

Åñþôçìá: Ìéá áíáðáñÜóôáóç ãéá ôá äÝíôñá óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí

ñéæùìÝíá óå üëåò ôéò êïñõöÝò ôçò f∞

Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå üôé óôçí åßóïäï ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìðïñïýìå íá áðïöýãïõìå ôï

áñ÷éêü äÝíôñï T0 êáé ï õðïëïãéóìüò ôïõ íá ãßíåé ùò áñ÷éêü âÞìá óôïí áëãüñéèìï. Ùóôüóï

ãéá åõêïëßá èá èåùñÞóïõìå üôé ôï äÝíôñï T0 ìáò äßíåôáé óôçí åßóïäï ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Èá

ðåñéãñÜøïõìå Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ åðéëýåé ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá óå O(n log n) ÷ñüíï [26].
Óçìåéþíïõìå üôé óå åðßðåäá ãñáöÞìáôá êÜèå äÝíôñï óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí ìðïñåß íá

âñåèåß ãñáììéêü ÷ñüíï O(n) [21]. Ïðüôå ç áðïôýðùóç üëùí ôùí äÝíôñùí äåí ìðïñåß íá

åðéëõèåß óå áðïôåëåóìáôéêü ÷ñüíï ìå áðëÞ åêôÝëåóç ôïõ ãñáììéêïý áëãïñßèìïõ. Åðéðñü-

óèåôá êÜèå äÝíôñï áðïôåëåßôáé áðü n − 1 áêìÝò ìå áðïôÝëåóìá ç ñçôÞ áíáöïñÜ óå êÜèå

Ýíá áðü áõôÜ íá ÷ñåéÜæåôáé ðåñéóóüôåñï ÷ñüíï. Ãéá íá ðñïóðåñÜóïõìå ôï ðñüâëçìá áõôü

èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá Ýììåóç áíáðáñÜóôáóç ôùí äÝíôñùí óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí.
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¸óôù r0; r1; : : : ; rs íá åßíáé ïé êïñõöÝò ðïõ áíÞêïõí óôçí åîùôåñéêÞ üøç ìå äåîéüóôñïöç

äéÜôáîç êáé Ýóôù T0; T1; : : : ; Ts ôá áíôßóôïé÷á äÝíôñá óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí. Óôçí

ïõóßá ï áëãüñéèìïò äåß÷íåé ôéò áëëáãÝò ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ãéá íá ìåôáôñÝøåé ôï äÝíôñï T0

óå T1, êáé ãåíéêÜ ôçí ìåôáôñïðÞ êÜèå äÝíôñïõ Ti óå Ti+1. Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ôïõ

áëãïñßèìïõ åîáñôÜôáé áðü ôï ðëÞèïò ôùí ìåôáôñïðþí, ïé ïðïßåò èá äåßîïõìå üôé åßíáé ôï

ðïëý üóåò åßíáé ïé êïñõöÝò ôçò åîùôåñéêÞò üøçò (äçëáäÞ O(n)). Åðßóçò èá äåßîïõìå üôé

êÜèå ìåôáôñïðÞ ìðïñåß íá åêôåëåóôåß óå O(log n) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìéá óõãêåêñéìÝíç äïìÞ
äåäïìÝíùí ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç êÜèå äÝíôñïõ.

ÄïèÝíôïò åíüò ñéæùìÝíïõ äÝíôñïõ T êáé ìéá êïñõöÞ v ôïõ äÝíôñïõ, ìå T [v] óõìâïëß-

æïõìå ôï ìïíïðÜôé ôïõ äÝíôñïõ áðü ôç ñßæá óôçí êïñõöÞ v. Áí u åßíáé ðñüãïíïò ôçò v óôï

äÝíôñï ôüôå ìå T [u; v] óõìâïëßæïõìå ôï (u; v)-ìïíïðÜôé óôï äÝíôñï T . Èõìßæïõìå üôé óå

Ýíá äÝíôñï óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí êÜèå áêìÞ åßíáé relaxed (éêáíïðïéåßôáé ôï êñéôÞñéï

÷áëÜñùóçò) êáé ï åêôéìçôÞò áðüóôáóçò DT (v) (ìÝóù ôçò äéáäéêáóßáò ÷áëÜñùóçò) ðåñéÝ÷åé

ôéò ðñáãìáôéêÝò óõíôïìüôåñåò áðïóôÜóåéò áðü ôçí ñßæá.

Ó÷Þìá 4.1: Ôï üñéï ôçò åîùôåñéêÞò üøçò âñßóêåôáé óôïí êýêëï. ¸íá äåîéüôåñï äÝíôñï

óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí ñéæùìÝíï óôçí êïñõöÞ r öáßíåôáé ìå Ýíôïíåò áêìÝò.

Ìéá áíáæÞôçóç êáôÜ âÜèïò (dfs search) óå Ýíá åðßðåäï ãñÜöçìá ìå ôïí ðåñéïñéóìü üôé

ãéá êÜèå åðéóêåðôüìåíç êïñõöÞ v ïé åîåñ÷üìåíåò áêìÝò (v; w) áíáêáëýðôïíôáé áðü äåîéÜ-

ðñïò-ôá-áñéóôåñÜ ùò ðñïò ôçí áêìÞ (u; v) (Þ ùò ðñïò ôçí áêìÞ (v̂; v) áí ç v åßíáé ñßæá ôïõ

äÝíôñïõ êáé âñßóêåôáé óôçí åîùôåñéêÞ üøç) áðü ôçí ïðïßá ç êïñõöÞ v ðñþôá áíáêáëýöèçêå,

êáëåßôáé äåîéüóôñïöç áíáæÞôçóç (right-�rst search). Ìéá äåîéüóôñïöç áíáæÞôçóç åðÜãåé

Ýíá äÝíôñï äåîéüóôñïöçò áíáæÞôçóçò ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôÝôïéåò åðéóêåðôüìåíåò áêìÝò,

óå áíáëïãßá ìå ôï äÝíôñï áíáæÞôçóçò êáôÜ âÜèïò. To äåîéüôåñï äÝíôñï óõíôïìüôåñùí

ìïíïðáôéþí ñéæùìÝíï óôçí êïñõöÞ r0 áðïôåëåßôáé áðü ôï óýíïëï ôùí áðïóôÜóåùí D() áðü

ôçí ñßæá r0 âñßóêïíôáò Ýíá äÝíôñï äåîéüóôñïöçò áíáæÞôçóçò óôï õðïãñÜöçìá ðïõ åðÜãåôáé

áðü áêìÝò (u; v) ôÝôïéåò þóôå D(u) = D(v)+w(u; v). Óôï Ó÷Þìá 4.1 äåß÷íïõìå Ýíá ôÝôïéï

äÝíôñï ñéæùìÝíï óôçí êïñõöÞ r.

¸óôù T ôï äÝíôñï óõíôïìüôåñï ìïíïðáôéþí ìå ñßæá ôçí êïñõöÞ r0. Óõìâïëßæïõìå

ìå T ∗ ôï óýíïëï ôùí áêìþí ðïõ äåí âñßóêïíôáé óôï T . Ôï äÝíôñï T áðïôåëåß Ýíá óêå-

ëåôéêü äÝíôñï (äçëáäÞ Ýíá õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò ðïõ ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò êïñõöÝò

êáé åßíáé äÝíôñï) ôïõ G. Áíôßóôïé÷á, ùò ðñïò ôï äõúêü ãñÜöçìá ôïõ G, ôï T ∗ áðïôåëåß
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Ó÷Þìá 4.2: ÁñéóôåñÜ öáßíåôáé Ýíá ãñÜöçìá êáé Ýíá óêåëåôéêü äÝíôñï ìå Ýíôïíåò áêìÝò.

Óôá äåîéÜ äåß÷íïõìå ôï äõúêü ãñÜöçìá ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ôéò áêìÝò ðïõ äåí âñßóêïíôáé óôï

áñ÷éêü äÝíôñï.

Ýíá óêåëåôéêü äÝíôñï ôïõ äõúêïý, èåùñþíôáò óõíåêôéêÜ åðßðåäá ãñáöÞìáôá êáé áãíïþíôáò

êáôåõèýíóåéò óôéò áêìÝò êáé ìå ñßæá ôçí êïñõöÞ ðïõ áíôéðñïóùðåýåé ôçí åîùôåñéêÞ üøç.

Óôï Ó÷Þìá 4.2 äåß÷íïõìå ôï äÝíôñï T ∗ óôï äõúêü ãñÜöçìá. Åðßóçò óçìåéþóôå üôé êÜèå

áêìÞ ôïõ T ∗ äåí éêáíïðïéåß ôï êñéôÞñéï ÷áëÜñùóçò, åéäÜëëùò èá åß÷å óõìðåñéëçöèåß óôï

äÝíôñï T óå áíôéêáôÜóôáóç êÜðïéáò Üëëçò áêìÞò ãéá íá ìçí äçìéïõñãçèåß êýêëïò óôï

T . Ìéá áêìÞ (x; y) êáëåßôáé áðüìáêñç unrelaxed (leafmost unrelaxed) áí äåí éêáíïðïéåß

ôï êñéôÞñéï ÷áëÜñùóçò êáé êáìßá áêìÞ ðïõ åßíáé áðüãïíïò ôçò (x; y) äåí éêáíïðïéåß ôï

êñéôÞñéï ÷áëÜñùóçò óôï T ∗.

Áñ÷éêïðïßçóç:

for i = 1 to s do

ðñüóèåóå ôçí áêìÞ (ri; ri−1) ìå w(ri; ri−1) =∞
T ← äåîéüôåñï äÝíôñï óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí ìå ñßæá r0

Âáóéêüò âñüã÷ïò:

for i = 1 to s do

áöáßñåóå ôçí áêìÞ ôïõ äÝíôñïõ T ðïõ åéóÝñ÷åôáé óôçí ri êáé ðñüóèåóå ôçí áêìÞ

(ri; ri−1) /* ôþñá ôï T åßíáé ñéæùìÝíï óôçí êïñõöÞ ri */

while õðÜñ÷åé unrelaxed áêìÞ do

åöÜñìïóå ôçí äéáäéêáóßá relax óôçí áðüìáêñç unrelaxed áêìÞ

Áëãüñéèìïò 9: ÓôáôéêÜ Óõíôïìüôåñá ÌïíïðÜôéá ìå ÐïëëáðëÝò Áöåôçñßåò

Ï øåõäïêþäéêáò äßíåôáé óôïí Áëãüñéèìï 9. Ôï ðñþôï âÞìá ôçò ðñüóèåóçò áêìþí

(rs; rs−1); (rs−1; rs−2); : : : ; (r1; r0) ìå Üðåéñï âÜñïò äåí ðëÞôôåé ôçí åðéðåäéêüôçôá ôïõ ãñá-

öÞìáôïò êáèþò ïé êïñõöÝò áõôÝò âñßóêïíôáé óôçí åîùôåñéêÞ üøç ôïõ ãñáöÞìáôïò. Óôï

åðüìåíï âÞìá âñßóêïõìå ôï ðñþôï äÝíôñï ìå ñßæá ôçí êïñõöÞ r0. Ôï âÞìá áõôü ìðïñåß íá

åðéôåõ÷èåß ìå ôçí åêôÝëåóç ôïõ óôáôéêïý Dijkstra áëãïñßèìïõ ôñïðïðïéþíôáò ôçí åðéëïãÞ

ôçò åðüìåíçò åîåñ÷üìåíçò áêìÞò. Óôç óõíÝ÷åéá ôñïðïðïéïýìå ôï ôñÝ÷ïí äÝíôñï ìå ôçí

åéóáãùãÞ êáé äéáãñáöÞ áêìþí ðñïóêåßìåíåò óôéò äýï áíôßóôïé÷åò ñßæåò. Ôï âáóéêü âÞìá
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ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ç åðéëïãÞ ôçò ðéï áðüìáêñçò unrelaxed áêìÞò.

Ï ëüãïò ãéá ôïí ïðïßï åðéëÝãåôáé ç ðéï áðüìáêñç unrelaxed áêìÞ åßíáé ï åîÞò: ¸óôù

e = (u; v) ìéá áêìÞ ðïõ äåí åðéëÝãåôáé óôï (óêåëåôéêü) äÝíôñï óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí

T . ÕðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü ìïíïðÜôé P (u; v) óôï T ðïõ åíþíåé ôá Üêñá ôçò áêìÞò e. Ìáæß ìå

ôçí áêìÞ e ôï ìïíïðÜôé P (u; v) äçìéïõñãåß Ýíáí êýêëï Ce óôï ãñÜöçìá G. Ïé áêìÝò ðïõ

äåí áíÞêïõí óôï äÝíôñï êáé ïé ïðïßåò âñßóêïíôáé åóùôåñéêÜ ôïõ êýêëïõ Ce åßíáé áêñéâþò

ïé áðüãïíïé ôçò áêìÞò e óôï äõúêü óêåëåôéêü äÝíôñï ñéæùìÝíï óôçí åîùôåñéêÞ üøç. Ðéï

óõãêåêñéìÝíá áí ç e′ åßíáé ìéá ðéï áðüìáêñç unrelaxed áêìÞ ôüôå êáìßá unrelaxed áêìÞ

äå âñßóêåôáé åóùôåñéêÜ ôïõ êýêëïõ Ce′ .

Áðïäåéêíýåôáé üôé ï Áëãüñéèìïò 9 ôñÝ÷åé óå ÷ñüíï O(n log n) [26]. Âáóßæåôáé êõñßùò
óôï ãåãïíüò üôé (i) êÜèå áêìÞ ãßíåôáé relaxed ôï ðïëý ìéá öïñÜ êáé (ii) êÜèå åðáíÜëçøç

ôïõ âáóéêïý âñüã÷ïõ (äçëáäÞ êÜèå ìåôáôñïðÞ ôïõ Ti áðü ôï Ti−1) õëïðïéåßôáé óå O(log n)
÷ñüíï. Ìå âÜóç áõôÝò ôéò ðáñáôçñÞóåéò áðïäåéêíýåôáé üôé êÜèå áêìÞ áíÞêåé óå äÝíôñá óõ-

íôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí ñéæùìÝíá óå óõíå÷üìåíåò õðïáêïëïõèßåò ôïõ (r0; r1; : : : ; rs) [26].

Óçìåéþíïõìå üôé ìéá áðü ôéò âáóéêÝò ôå÷íéêÝò ãéá ôçí äçìéïõñãßá ôùí äåîéüôåñùí äÝíôñùí

óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí åßíáé ç ðñüóèåóç ôçò êïñõöÞò v̂ óôçí åîùôåñéêÞ üøç ôïõ åðß-

ðåäïõ ãñáöÞìáôïò ðïõ åíþíåôáé ìå üëåò ôéò êïñõöÝò ôçò åîùôåñéêÞò üøçò. Ìéá ðáñüìïéá

ôå÷íéêÞ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï ðåñéâÜëëïí. Åðßóçò ï áëãüñéè-

ìïò ìðïñåß íá ðáñÜãåé ìéá äïìÞ äåäïìÝíùí ìå O(n) ÷þñï ðïõ ãéá ïðïéïäÞðïôå êïñõöÞ s

êáé ïðïéáäÞðïôå êïñõöÞ d óôçí åîùôåñéêÞ üøç, âñßóêåé ôçí ðñþôç áêìÞ óôï óõíôïìüôåñï

(s; d)-ìïíïðÜôé óå ÷ñüíï O(log log degree(d)). ÅðïìÝíùò ìðïñåß êáíåßò ÷ñçóéìïðïéþíôáò
áõôÞ ôçí äïìÞ íá âñåé ôï óõíôïìüôåñï (s; d)-ìïíïðÜôé P óå ÷ñüíï O(|P |) áí ïé êïñõöÝò
ôïõ ãñáöÞìáôïò Ý÷ïõí óôáèåñü âáèìü.

Ìéá ãåíßêåõóç ôïõ áëãïñßèìïõ ôïõ Klein âñßóêåôáé óôçí ðñüóöáôç åñãáóßá [3]. Óôçí

ðñüóöáôç áõôÞ åñãáóßá åîåôÜæïõí ãåíéêåýóåéò åðßðåäùí ãñáöçìÜôùí ãíùóôÜ ùò g-genus

ãñáöÞìáôá, ôá ïðïßá ìðïñïýí íá ó÷åäéáóôïýí óå êÜðïéá óðåéñïåéäÞ åðéöÜíåéá1 (torus)

÷ùñßò íá ôÝìíïíôáé ïé áêìÝò. Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ôïõ áëãïñßèìïõ ãéá ôçí êáôáóêåõÞ

ôçò áíôßóôïé÷çò äïìÞò åßíáé O(gn log n) [3].

4.2 ÅðÝêôáóç óå ×ñïíéêÜ Ìåôáâáëëüìåíá Óõíôïìüôåñá ÌïíïðÜôéá

ìå ÐïëëáðëÝò Áöåôçñßåò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ìåëåôÞóïõìå ôï ðñüâëçìá óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí ìå ðïëëáðëÝò

áöåôçñßåò óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï ðåñéâÜëëïí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ìáò äßíïíôáé ïñéóìÝ-

íåò êïñõöÝò áöåôçñßáò s1; s2; : : : ; sq êáé áíáæçôÜìå ôï óõíôïìüôåñï ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï

(si; v)-ìïíïðÜôé ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ∈ [t0; tN ] êáé ãéá êÜèå êïñõöÞ v ∈ V (G). Ôï

ðñüâëçìá áõôü ôï ðåñéãñÜöïõìå ùò åîÞò:

1Ç g-óðåéñïåéäÞ åðéöÜíåéá ïñßæåôáé ìå âÜóç ôçí óðåßñá (torus) ìå g ïðÝò. ¸ôóé ç 0-óðåéñïåéäÞ åðéöÜíåéá

åßíáé ç óöáßñá, ç 1-óðåéñïåéäÞ åðéöÜíåéá åßíáé ç óðåßñá ìå ìéá ïðÞ ê.ï.ê. ¸íá g-genus ãñÜöçìá åßíáé åêåßíï

ãéá ôï ïðïßï õðÜñ÷åé ó÷åäßáóç ÷ùñßò íá ôÝìíïíôáé ïé áêìÝò ãéá ôï ìéêñüôåñï g, ðÜíù óå ìéá g-óðåéñïåéäÞ

åðéöÜíåéá.
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ÓõíáñôÞóåéò Óõíôïìüôåñçò ¢öéîçò, ðñïò ðñïïñéóìü (ÓÓÐ)

Åßóïäïò: ¸íá ãñÜöçìá G = (V;E), ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò A : E×R+ → R+,

êáé (êïñõöÝò áöåôçñßáò) s1; s2; : : : ; sq ∈ V (G)

Åñþôçìá: (i) ÐåñéãñáöÞ (ð.÷., ìÝóù ôùí óçìåßùí êáìðÞò) ôùí óõíáñôÞóåùí

A[s1; v]; A[s1; v]; : : : ; A[sq; v] ãéá êÜèå v ∈ V (G) êáé

(ii) Ðñïóäéïñéóìüò ôùí äÝíôñùí óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí

ñéæùìÝíá óôéò êïñõöÝò s1; s2; : : : ; sq

Ìéá áðëÞ ðñïóÝããéóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé ç åêôÝëåóç åíüò áëãïñßèìïõ (üðùò ãéá

ðáñÜäåéãìá ôïõ åîáñôþìåíïõ áðü ôçí Ýîïäï áëãïñßèìïõ Þ ôïõ ðñïóåããéóôéêïý áëãïñßèìïõ

ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôï ÊåöÜëáéï 3) q öïñÝò ìå áöåôçñßá ôçí êïñõöÞ si ðñïò üëåò ôéò õðü-

ëïéðåò êïñõöÝò, ãéá êÜèå 1 ≤ i ≤ q. ÊÜôé ôÝôïéï ùóôüóï èá åðéöÝñåé q åêôåëÝóåéò ôïõ

áëãïñßèìïõ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí èåùñÞóïõìå ôïí áëãüñéèìï ðïõ åßíáé ÷ñïíéêÜ åîáñôþìå-

íïò áðü ôçí Ýîïäï (Åíüôçôá 3.1) ôüôå èá ÷ñåéáóôïýìå óõíïëéêü ÷ñüíï O(q · K · log2 n),
üðïõ K ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò. Ùóôüóï, üðùò ðáñïõóéÜóáìå êáé óôçí óôáôéêÞ

ðåñßðôùóç, ìðïñåß êáíåßò íá åðéôý÷åé Ýíáí ðéï ãñÞãïñï áëãüñéèìï ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü

áí êáôáöÝñåé íá áðïèçêåýóåé êáôÜëëçëåò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò êÜèå óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé.

¸óôùM ç ìÝãéóôç ðïóüôçôá ôçò óõíÜñôçóçò êáèõóôÝñçóçò ôùí óõíôïìüôåñùí (si; v)-

ìïíïðáôéþí ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ êáé ãéá êÜèå êïñõöÞ v ∈ V (G). ÄçëáäÞ èÝôïõìå ãéá

êÜèå êïñõöÞ v ∈ V (G),

M = max
1≤i≤q

{Dsi;v(t)}:

Åðßóçò ÷ùñßæïõìå ôï åýñïò ôùí äéáóôÞìáôïò [t0; tN ] óå q + 1 ÷ñïíéêÜ äéáóôÞìáôá:

[0; T; 2T; : : : ; qT; (q + 1)T ]:

Èá ôñïðïðïéÞóïõìå ôï ãñÜöçìá G êáé èá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá ãñÜöçìá G′ ùò åîÞò:

• ðñïóèÝôïõìå ìéá íÝá êïñõöÞ z êáé

• ðñïóèÝôïõìå ôéò áêìÝò (z; s1); (z; s2); : : : ; (z; sq).

Ç êïñõöÞ z óôï G′ åíþíåôáé ìüíï ìå ôéò êïñõöÝò s1; s2; : : : ; sq ïðüôå óå ïðïéïäÞðïôå

ìïíïðÜôé ìåôáîý ôùí êïñõöþí z êáé v ç äåýôåñç êïñõöÞ ôïõ ìïíïðáôéïý èá åßíáé ìéá áðü

ôéò q êïñõöÝò áíá÷þñçóçò. Ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G

ðáñáìÝíïõí áìåôÜâëçôåò óôï G′ åíþ ãéá ôéò q íÝåò áêìÝò ðïõ ðñïóèÝóáìå óôï G′, ïñßæïõìå

ôçí áêüëïõèç ôìçìáôéêÞ óõíÜñôçóç:

Dz;si(t) =

{
i ·M 0 ≤ t < i · T
(q + 1) ·M t ≥ i · T

; (4.1)

ãéá êÜèå 1 ≤ i ≤ q. Óôï Ó÷Þìá 4.3 äåß÷íïõìå ìéá ó÷çìáôéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôùí äéá-

óôçìÜôùí ôçò óõíÜñôçóçò êáèõóôÝñçóçò. Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå üôé êÜèå ìéá óõíÜñôçóç

Dz;si(t) ðåñéÝ÷åé Ýíá óçìåßï êáìðÞò áðü ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü.
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M

2M

3M

(q + 1)M

Ó÷Þìá 4.3: Ìéá ó÷çìáôéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò êáèõóôÝñçóçò Dz;si(t).

Óôï ãñÜöçìá G′ èá áíáæçôÞóïõìå ôï ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï óõíôïìüôåñï (z; v)-

ìïíïðÜôé, ãéá êÜèå êïñõöÞ v ∈ V (G). Ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ ðåñßïäï (i − 1)T ≤ t < iT

üðïõ 1 ≤ i ≤ q ðñïóåããéóôéêÜ èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôçí óõíÜñôçóç óõíôïìüôåñçò

Üöéîçò A[z; v] áðü ôçí êïñõöÞ z ìÝóù ôçò êïñõöÞò si ðñïò ôïí ðñïïñéóìü v. Áí ëïéðüí

ôï (z; v)-ìïíïðÜôé ãéá ôçí óõãêåêñéìÝíç ÷ñïíéêÞ ðåñßïäï îåêéíÜåé ìå ôçí áêìÞ (z; si) ôüôå

ðñÜãìáôé ç áíáðáñÜóôáóç êÜèå (si; v)-ìïíïðáôéïý ãßíåôáé ìå óùóôü ôñüðï. Áõôü áêñéâþò

åðéôõã÷Üíïõìå ìå ôï áêüëïõèï ëÞììá.

ËÞììá 4.1. Óôï ãñÜöçìá G′ êÜèå (z; v)-ìïíïðÜôé ôçí ÷ñïíéêÞ ðåñßïäï (i− 1)T ≤ t < iT

ðåñéÝ÷åé ôçí áêìÞ (z; si).

Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ ç êïñõöÞ z åíþíåôáé ìüíï ìå ôéò êïñõöÝò áíá÷þñçóçò s1; s2; : : : ; sq, ç

ðñþôç áêìÞ óôï ìïíïðÜôé Pz;v åßíáé ôçò ìïñöÞò (z; s1) Þ (z; s2) Þ : : : Þ (z; sq). Áñêåß ëïéðüí

íá äåßîïõìå üôé ôçí óõãêåêñéìÝíç ÷ñïíéêÞ ðåñßïäï äéáëÝãåé ôçí áêìÞ (z; si). ¸óôù üôé ôï

ìïíïðÜôé Pz;v ðåñéÝ÷åé ôçí áêìÞ (z; sj) ìå j ̸= i êáé 1 ≤ j ≤ q.

Óõìâïëßæïõìå ìå P ′
j ôï óõíôïìüôåñï (z; v)-ìïíïðÜôé ìÝóù ôçò áêìÞò (z; sj), äçëáäÞ

P ′
j = (z; sj) ∪ Pj ìå Pj íá åßíáé ôï óõíôïìüôåñï (sj; v)-ìïíïðÜôé. ÁíÜëïãá äçëþíïõìå ôï

óõíôïìüôåñï (z; v)-ìïíïðÜôé P ′
i ìÝóù ôçò áêìÞò (z; si), äçëáäÞ P

′
i = (z; si) ∪ Pi ìå Pi íá

åßíáé ôï óõíôïìüôåñï (si; v)-ìïíïðÜôé. Óýìöùíá ìå ôçí áñ÷éêÞ ìáò èåþñçóç èá ðñÝðåé íá

éó÷ýåé D[P ′
j ](t) < D[P ′

i ](t) Ýôóé þóôå ôï (z; v)-ìïíïðÜôé íá äéáëÝîåé ôçí áêìÞ (z; sj). Èá

Ý÷ïõìå,

D[P ′
j ](t) < D[P ′

i ](t)⇔ Dz;sj(t) +D[Pj](t) < Dz;si(t) +D[Pi](t): (4.2)

Áðü ôïí ïñéóìü ðïõ äþóáìå ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò Dz;si(t) (Åîßóùóç 4.1), ôçí ÷ñïíéêÞ

ðåñßïäï (i− 1)T ≤ t ≤ iT èá éó÷ýåé,

Dz;sj(t) =

{
(q + 1) ·M j < i

j ·M j > i
: (4.3)

Áíôßóôïé÷á áðü ôïí ïñéóìü ôçò Åîßóùóçò 4.1, ãéá ôçí áêìÞ (z; si) èá Ý÷ïõìå,

Dz;si(t) = i ·M (4.4)

Èá êïéôÜîïõìå îå÷ùñéóôÜ ôéò ðåñéðôþóåéò j < i êáé i < j.
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• j < i: Áðü ôçí Åîßóùóç 4.3 ãíùñßæïõìå üôé Dz;sj(t) = (q+1) ·M . Áíôéêáèéóôþíôáò

Dz;si(t) = i ·M óôçí Åîßóùóç 4.2 Ý÷ïõìå,

(q + 1) ·M +D[Pj](t) < i ·M +D[Pi](t)⇔

q + 1 +
D[Pj](t)

M
< i+

D[Pi](t)

M
:

Êáé åðåéäÞ M = max1≤i≤q {Dsi;v(t)} èá éó÷ýåé 0 ≤ D[Pi](t)
M

≤ 1 ãéá êÜèå 1 ≤ i ≤ q.

ÄçëáäÞ,

q + 1 +
D[Pj](t)

M
< i+

D[Pi](t)

M
⇔

q + 1 < q + 1 +
D[Pj](t)

M
< i+

D[Pi](t)

M
< i+ 1:

ÅðïìÝíùò q < i êáé êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï êáèþò i ≤ q.

• i < j: Áíôßóôïé÷á áðü ôçí Åîßóùóç 4.3 èá Ý÷ïõìå üôé Dz;sj(t) = j · M êáé ç

Åîßóùóç 4.2 ãßíåôáé ôþñá,

j ·M +D[Pj](t) < i ·M +D[Pi](t)⇔

j +
D[Pj](t)

M
< i+

D[Pi](t)

M
⇔

j < j +
D[Pj](t)

M
< i+

D[Pi](t)

M
< i+ 1:

ÄçëáäÞ j ≤ i êáé êáôáëÞãïõìå ðÜëé óå Üôïðï êáèþò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ èá ðñÝðåé

i < j.

ÅðïìÝíùò óå êÜèå ðåñßðôùóç êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï êáé ç áñ÷éêÞ ìáò èåþñçóç üôé ôï

ìïíïðÜôé Pz;v ðåñéÝ÷åé Üëëç áêìÞ åêôüò ôçò (z; si) äåí ìðïñåß íá éó÷ýåé. ÄçëáäÞ ç ðñþôç

áêìÞ ôïõ ìïíïðáôéïý Pz;v ôçí ÷ñïíéêÞ ðåñßïäï (i− 1)T ≤ t < iT åßíáé ç áêìÞ (z; si) üðùò

ðåñéãñÜöåôáé óôï ëÞììá.

ÅðïìÝíùò ðñÜãìáôé áíáðáñéóôÜìå ôá óõíôïìüôåñá (si; v)-ìïíïðÜôéá óôï ãñÜöçìá G

ìÝóù ôçò áíáæÞôçóçò ôùí ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíùí (z; v)-ìïíïðáôéþí óôï ãñÜöçìá G′.

¼óï áöïñÜ ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò áíáæÞôçóçò, èá õðïëïãßóïõìå ôï ðëÞèïò ôùí óç-

ìåßùí êáìðÞò óôï ãñÜöçìá G′. ¸÷ïõìå Ýíá óçìåßï êáìðÞò áðü êÜèå óõíÜñôçóç Dz;si(t)

ãéá ôéò q áêìÝò ðïõ ðñïóèÝóáìå óôçí êïñõöÞ z. ÄçëáäÞ óõíïëéêÜ èá Ý÷ïõìå K + q

óçìåßá êáìðÞò ãéá ôï (z; v)-ìïíïðÜôé üðïõ K åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò óôï

ãñÜöçìá G ìåôáîý ôùí (si; v)-ìïíïðáôéþí. ÅðïìÝíùò áí åöáñìüóïõìå ôïí áëãüñéèìï

ðïõ åßíáé ÷ñïíéêÜ åîáñôþìåíïò áðü ôçí Ýîïäï (Åíüôçôá 3.1) ôüôå èá ÷ñåéáóôïýìå ÷ñüíï

O
(
(q +K) · log2 n

)
, ðïõ åßíáé ãñçãïñüôåñï áðü ôçí áðëÞ åêôÝëåóç ôïõ ßäéïõ áëãïñßèìïõ

q öïñÝò.
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ÊåöÜëáéï 5

ÓõìðåñÜóìáôá êáé ÅðåêôÜóåéò

5.1 ÓõìðåñÜóìáôá êáé ÅðåêôÜóåéò

5.1 ÓõìðåñÜóìáôá êáé ÅðåêôÜóåéò

Óôçí åñãáóßá áõôÞ ìåëåôÞóáìå ôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò ôïõ ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíïõ

óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý. ÐáñïõóéÜóáìå äýï ðáñáëëáãÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò üðïõ ç ìéá

áðü áõôÝò óôï÷åýåé åðéðñüóèåôá óôçí ðñïóÝããéóç åëÜ÷éóôùí ôéìþí ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé áðü

Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò. Äåßîáìå Ýíáí ôñüðï ðïõ ìåôáöÝñåé Ýíáí êëáóéêü áëãüñéèìï áðü ôï

óôáôéêü ðåñéâÜëëïí óå ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï üôáí õðïèÝôïõìå ôçí FIFO éäéüôçôá óå Ýíá

äßêôõï. Óõó÷åôßóáìå ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý

ìå ôá ðáñáìåôñïðïéçìÝíá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá üôáí ïé óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ ðåñé-

ãñÜöïíôáé áðü êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò. ÌÝóá áðü áõôü ôï ðñüâëçìá áëëÜ

êáé áðü ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá äåßîáìå ãíùóôÜ Üíù êáé êÜôù õðïëïãéóôéêÜ öñÜãìáôá

ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò óå Ýíá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï äßêôõï.

Ìéá áðü ôéò âáóéêÝò ìáò èåùñÞóåéò Þôáí ç ðåñéãñáöÞ ôïõ ÷ñüíïõ ìåôÜâáóçò áðü êáôÜ

ôìÞìáôá ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò. Óôç óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç äåßîáìå üôé ôá ðáñáìå-

ôñïðïðïéçìÝíá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá óõìðåñéöÝñïíôáé ìå ðáñüìïéï ôñüðï ìå ôá ÷ñïíéêÜ

ìåôáâáëëüìåíá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá. Èá ìðïñïýóå êáíåßò íá åðåêôåßíåé ôçí óõíÜñ-

ôçóç ÷ñüíïõ áðü ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò óå ðïëõþíõìá âáèìïý d. Ùóôüóï óå áõôÞ ôçí

ðåñßðôùóç ç óõìðåñéöïñÜ ôùí äýï ðñïâëçìÜôùí äéáöÝñåé. Ãéá ðáñÜäåéãìá óôá ðáñáìå-

ôñïðïéçìÝíá óõíôïìüôåñá ìïíïðÜôéá ç ðïëõðëïêüôçôá ùò ðñïò ôï êÜôù êáé Üíù öñÜãìá

ðáñáìÝíåé Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý d åíþ óå Ýíá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï äßêôõï ìðïñåß

íá öôÜóåé Ýùò êáé dn. ÁëëÜ áêüìá êáé óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ðáñáìÝíåé åíäéáöÝñïí ç

áíáæÞôçóç êáé ç ôåêìçñßùóç áíôßóôïé÷ùí öñáãìÜôùí.

ÐáñïõóéÜóáìå åðßóçò áëãïñéèìéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá õðïëïãéóìïýò óõíáñôÞóåùí óõ-

íôïìüôåñçò Üöéîçò: Ýíáí áëãüñéèìï ÷ñïíéêÜ åîáñôþìåíï áðü ôçí Ýîïäï êáé Ýíáí ðñïóåã-

ãéóôéêü áëãüñéèìï. Óçìåéþóáìå üôé ï ðñïóåããéóôéêüò áëãüñéèìïò ðñïóåããßæåé ìéá êáôÜ

57



ôìÞìáôá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç óå Ýíá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï äßêôõï. Áíáëýóáìå ðåñáéôÝñù

ôïí ðñïóåããéóôéêü áëãüñéèìï Ýôóé þóôå íá ðñïóåããßóåé Üãíùóôç óõíå÷Þ êïßëá óõíÜñôçóç

ìå åëÜ÷éóôç êëßóç ≥ −1 ãéá ôçí ïðïßá õðïèÝóáìå üôé ìáò äßíïíôáé ïñéóìÝíåò ôéìÝò ôçò

Üãíùóôçò óõíÜñôçóçò ìáæß ìå ôéò áíôßóôïé÷åò êëßóåéò ôçò óõíÜñôçóçò. Áí åðéðñüóèåôá åß-

÷áìå ãíþóç ôçò êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞò óõíÜñôçóçò ôüôå ãéá ôçí ðåñßðôùóç áõôÞ äåßîáìå

åðßóçò Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï ðïõ ðñïóåããßæåé ôçí óõíÜñôçóç áõôÞ.

Ùò ðñïò ôá áëãïñéèìéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðáñïõóéÜóáìå ãéá õðïëïãéóìïýò óõíáñ-

ôÞóåùí óõíôïìüôåñçò Üöéîçò åßíáé åíäéáöÝñïí íá áíáæçôÞóåé êáíåßò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí

üðïõ ç ðïëõðëïêüôçôá ôùí óõíáñôÞóåùí óõíôïìüôåñçò Üöéîçò íá ðáñáìÝíåé ðïëõùíõìéêÞ.

Ãéá ðáñÜäåéãìá óôçí êëÜóç ôùí åðßðåäùí Þ g-genus ãñáöçìÜôùí åßíáé Üãíùóôï áí ôï

ðëÞèïò ôùí óçìåßùí êáìðÞò ìðïñåß íá öôÜóåé óôá öñÜãìáôá ðïõ äåßîáìå.

Åðéðñüóèåôá ðáñïõóéÜóáìå Ýíáí ãíùóôü áðïôåëåóìáôéêü áëãüñéèìï ãéá ôçí åýñåóç

óõíôïìüôåñùí ìïíïðáôéþí áðü üëåò ôéò êïñõöÝò ôçò åîùôåñéêÞò üøçò åíüò åðßðåäïõ ãñá-

öÞìáôïò ðñïò üëïõò ôïõò äõíáôïýò ðñïïñéóìïýò. ÅêìåôáëëåõôÞêáìå ïñéóìÝíåò éäéüôçôåò

ôïõ áëãïñßèìïõ êáé ðáñïõóéÜóáìå Ýíá áðïôåëåóìáôéêü áëãüñéèìï ãéá ôï ðñüâëçìá ìå

ðïëëáðëÝò áöåôçñßåò óå Ýíá ÷ñïíéêÜ ìåôáâáëëüìåíï ðåñéâÜëëïí ÷ùñßò ùóôüóï íá ðåñéïñé-

æüìáóôå óå åðßðåäá ãñáöÞìáôá. ÔÝëïò, ìéá êáôåýèõíóç ðïõ ìðïñåß êáíåßò íá êïéôÜîåé åßíáé

ìéá ôõ÷áéïðïéçìÝíç ðñïóÝããéóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Ãéá ðáñÜäåéãìá äåí ãíùñßæïõìå áí ìéá

ìéêñÞ ôõ÷áßá äéáôáñá÷Þ ôùí óõíáñôÞóåùí ÷ñüíïõ êáôÜ ìÞêïò ìéáò áêìÞò ìðïñåß íá ïäçãÞ-

óåé óå ìéá ó÷åôéêÜ ìéêñÞ äéáôáñá÷Þ ôçò áíáìåíüìåíçò ðïëõðëïêüôçôáò ôùí óõíáñôÞóåùí

óõíôïìüôåñçò Üöéîçò.
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