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ìéá êáôçãïñßá åßíáé åêåßíç üðïõ ãéá ôá ðñïâëÞìáôá äåí õðÜñ÷åé ðïëõùíõìéêüò áëãüñéè-

ìïò ðïõ íá ôá åðéëýåé. Êáé ç äåýôåñç êáôçãïñßá åßíáé åêåßíç üðïõ ãéá ôá ðñïâëÞìáôá

õðÜñ÷åé ðïëõùíõìéêïò áëãüñéèìïò ðïõ íá ôá åðéëýåé. Åðåéôá ðáñïõóéÜæïíôáé ïé áðïäåßîåéò

ðïõ áíáöÝñïíôáé óôçí ÍP-ðëçñüôçôá êáé ïé áëãüñéèìïé ðïõ ëýíïõí ôá ðáñáðÜíù ðñïâëÞ-

ìáôá ðïëõùíõìéêÜ. ÔÝëïò ðáñïõóéÜæïõìå óõíïðôéêÜ óå Ýíáí ðßíáêá ãéá êÜèå ìéá êëÜóç

ðïéá ðñïâëÞìáôá ðáñáìÝíïõí ÍP-ðëÞñç êáé ðïéá áíÞêïõí óôçí êëÜóç P. Óå êÜðïéïõò Üë-

ëïõò ðßíáêåò äåß÷íïõìå ôç ÷ñïíïëïãßá åýñåóçò ôùí áëãïñßèìùí ðïõ ëýíïõí ðïëõùíõìéêÜ

ôï êÜèå ðñüâëçìá, ôç ÷ñïíïëïãßá åýñåóçò ôùí áðïäåßîåùí ôçò NP-ðëçñüôçôáò êáé ôïõò

óõããñáöåßò.
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Extended Abstract in English

The thesis provides an extensive survey for the problems of harmonic number, achromatic

number, max cut, Hamilton path, path cover and the dominant set. For each of the

studied problems we study NP-completeness or admission of polynomial time solution.

The basic result of this thesis is to categorize the classes of perfect graphs with respect to

the solution time of the above mentioned problems. In this way two classes are formed:

the polynomial time class and the NP-complete class. Moreover, we present the proofs

of related NP-completeness and the algorithms that solve the problems in polynomial

time. Finally, summarized on tables, we present for each class what problems remain

NP-complete and which belong to class P. At other tables we show the chronology of

�nding the polynomial algorithms that solve each problem, the chronology of �nding the

proof of the NP-completeness and the writers.
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 Âáóéêïß Ïñéóìïß

1.2 ÍP-ðëçñüôçôá

1.3 Óôü÷ïò ôçò ÄéáôñéâÞò

1.4 ÄïìÞ ôçò ÄéáôñéâÞò

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá áíáöåñèïýìå óå êÜðïéïõò âáóéêïýò ïñéóìïýò, óôçí NP-

ðëçñüôçôá, óôïõò óôü÷ïõò êáé óôç äïìÞ ôçò äéáôñéâÞò.

1.1 Âáóéêïß Ïñéóìïß

Ïñéóìüò 1.1. ÃñÜöïò Þ ãñÜöçìá (graph) åßíáé ìéá äïìÞ ðïõ áðïôåëåßôáé áðü Ýíá óýíïëï

êüìâùí Þ êïñõöþí (vertices) ðïõ óõíäÝïíôáé ìåôáîý ôïõò ìå Ýíá óýíïëï áêìþí (edges).

Óõìâïëßæåôáé ìå G = (V;E), üðïõ V åßíáé ôï óýíïëï ôùí êïñõöþí êáé Å åßíáé ôï óýíïëï

ôùí áêìþí.

Ïñéóìüò 1.2. Ìå Adj(u) óõìâïëßæåôáé ôï óýíïëï ãåéôíßáóçò ôïõ êüìâïõ u. ÅðïìÝíùò

éó÷ýåé (u; v) ∈ E ⇔ v ∈ Adj(u).

Ïñéóìüò 1.3. Âáèìüò ìéáò êïñõöÞò u åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ðïõ ðñïóðßðôïõí óå

ìéá êïñõöÞ u V êáé óõìâïëßæåôáé ìå d(u). Ï ìÝãéóôïò âáèìüò áðü üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ

ãñáöÞìáôïò ïíïìÜæåôáé âáèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò êáé óõìâïëßæåôáé ìå D(G). ÅðïìÝíùò

D(G) = max
u∈V

d(u).

Ïñéóìüò 1.4. ÌïíïðÜôé (path) ìåôáîý äõï êïñõöþí u êáé v åßíáé ìéá áêïëïõèßá áêìþí

(v0; v1); (v1; v2); (v2; v3); : : : ; (vk−1; vk) ôÝôïéá þóôå íá éó÷ýåé:

1. u = v0 êáé v = vk

1



2. ïé êïñõöÝò vi; 0 ≤ i ≤ k åßíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò.

Ïé êïñõöÝò u êáé v ëÝãïíôáé Üêñá ôïõ ìïíïðáôéïý. ÌÞêïò ôïõ ìïíïðáôéïý ëÝãïíôáé ôï

ðëÞèïò ôùí áêìþí ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé óå Ýíá ìïíïðÜôé. ¸íá ìïíïðÜôé óõìâïëßæåôáé ìå Pk,

üðïõ k åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí ðïõ ðåñéÝ÷åé. ¸íá ìïíïðÜôé ëÝãåôáé áðëü áí êÜèå

êüìâïò åìöáíßæåôáé ôï ðïëý ìéá öïñÜ óôï ìïíïðÜôé.

Ïñéóìüò 1.5. ¼ôáí ôá ôåñìáôéêÜ óçìåßá åíüò ìïíïðáôéïý (v0; v1); (v1; v2); (v2; v3), : : :,

(vk−1; vk) ôáõôßæïíôáé, äçëáäÞ v0 = vk ôüôå ôï ìïíïðÜôé ëÝãåôáé êýêëïò. ¸íáò Ü÷ïñäïò

êýêëïò Ý÷åé ìÞêïò ìåãáëýôåñï ôïõ 2 êáé óõìâïëßæåôáé ìå Ck, üðïõ k ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí

ðïõ áõôüò ðåñéÝ÷åé.

Ïñéóìüò 1.6. Áí ôï óýíïëï ôùí êïñõöþí V åíüò ãñáöÞìáôïò G ìðïñåß íá äéáìåñé-

óôåß óå k áíåîÜñôçôá ìåôáîý ôïõò õðïóýíïëá V1; V2; : : : ; Vk ôÝôïéá þóôå äõï êïñõöÝò u

êáé v íá åíþíïíôáé ìüíï áí âñßóêïíôáé óôï ßäéï õðïóýíïëï Vi ⊆ V ôüôå ïé õðïãñÜöïé

G(V1); G(V2); : : : ; G(Vk) ïíïìÜæïíôáé óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ôïõ G.

Ïñéóìüò 1.7. ¸óôù G = (V;E) Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá. Ïñßæïõìå ùò óõìðëÞ-

ñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G ôï ãñÜöçìá Ḡ(V; Ē) ìå Ē = {(u; v) : u; v ∈ V − (u; v)} äåí
áíÞêåé óôï óýíïëï Å. Áëëéþò ïñßæïõìå ôï óõìðëÞñùìá åíüò ãñáöÞìáôïò G óáí Ýíá ãñÜ-

öçìá ìå ôï ßäéï óýíïëï êüìâùí êáé ìå óýíïëï áêìþí ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôéò áêìÝò ðïõ äåí

ðåñéÝ÷ïíôáé óôï ãñÜöçìá.

Ïñéóìüò 1.8. Ìéá r-êëßêá åßíáé Ýíá õðïóýíïëï Á ôïõ V ðëçèéêüôçôáò r êüìâùí ðïõ

åðÜãåé Ýíá ðëÞñåò õðïãñÜöçìá. Ìéá êëßêá åßíáé maximal áí äåí õðÜñ÷åé Üëëç êëßêá óôï

ãñÜöçìá ðïõ íá ðåñéÝ÷åé åî ïëïêëÞñïõ áõôÞí ôçí êëßêá óáí õðïóýíïëï. Åíþ ìéá êëßêá

åßíáé maximum (ìÝãéóôç) áí äåí õðÜñ÷åé Üëëç êëßêá óå üëï ôï ãñÜöçìá ìåãáëýôåñçò

ðëçèéêüôçôáò. Áñéèìüò êëßêáò åßíáé ï áñéèìüò ôùí êüìâùí óå ìéá ìÝãéóôç êëßêá åíüò

ãñáöÞìáôïò G êáé óõìâïëßæåôáé ìå !(G).

Ïñéóìüò 1.9. Ìéá åðéêÜëõøç ìå êëßêåò (clique cover) ìåãÝèïõò k åßíáé ìéá äéáìÝñéóç ôùí

êüìâùí V = Á1 ∪ Á2 ∪ : : : ∪ Ak, Ýôóé þóôå êÜèå óýíïëï êüìâùí Ái íá åßíáé êëßêá. Ï

áñéèìüò êëéêþí åðéêÜëõøçò åßíáé ôï ìÝãåèïò ôçò ìéêñüôåñçò äõíáôÞò åðéêÜëõøçò êëéêþí

óôï ãñÜöçìá G êáé óõìâïëßæåôáé ìå k(G).

Ïñéóìüò 1.10. ¸íá åõóôáèÝò óýíïëï (stable set) Þ áíåîÜñôçôï óýíïëï (independent set)

åßíáé Ýíá õðïóýíïëï × ôùí êüìâùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G óôï ïðïßï áíÜ äõï ïé êüìâïé äåí

åßíáé ãåßôïíåò. ÅõóôáèÞò áñéèìüò åßíáé ï áñéèìüò ôùí êüìâùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G óå Ýíá

åõóôáèÝò óýíïëï ìÝãéóôçò ðëçèéêüôçôáò.

Ïñéóìüò 1.11. ÔÝëåéá ãñáöÞìáôá åßíáé ôá ãñáöÞìáôá ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé üôé ãéá êÜèå åðá-

ãüìåíï õðïãñÜöçìá áõôþí ï ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ åðáãüìåíïõ õðïãñáöÞìáôïò éóïýôáé

ìå ôïí áñéèìü ôçò ìÝãéóôçò êëßêáò áõôïý.

Ïé ðáñáêÜôù 3 óõíèÞêåò ïñßæïõí ôéò ôÝëåéåò éäéüôçôåò (perfect properties) ôùí ôÝëåéùí

ãñáöçìÜôùí. ¸óôù G = (V;E) Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá:
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(P1) !(GA) = �(GA) ãéá êÜèå Á õðïóýíïëï ôïõ V (G),

(P2) �(GA) = k(GA) ãéá êÜèå Á õðïóýíïëï ôïõ V (G) êáé

(P3) !(GA) · �(GA) ≥ |A| ãéá êÜèå Á õðïóýíïëï ôïõ V (G).

Èåþñçìá 1.1 (The Perfect Graph Theorem). Ãéá Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G ïé

ôÝëåéåò éäéüôçôåò (P1), (P2), (P3) åßíáé éóïäýíáìåò.

Ï ÷áñáêôçñéóìüò ôçò êëÜóçò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí áðïôåëïýóå Ýíá áðü ôá ðéï

ìáêñï÷ñüíéá áíïé÷ôÜ ðñïâëÞìáôá. ¸íáò áðü ôïõò ðñþôïõò ðñïóäéïñéóìïýò ôçò êëÜóçò

áõôÞò äüèçêå áðü ôïí Lov�asz ôï 1972:

Ðüñéóìá 1.1. ¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G åßíáé ôÝëåéï áí êáé ìüíï áí ôï óõìðëÞ-

ñùìá ôïõ åßíáé ôÝëåéï.

¢ëëïò Ýíáò ÷áñáêôçñéóìüò ãéá ôá ôÝëåéá ãñáöÞìáôá äüèçêå áðü ôïí Berge. ¸íá

ãñÜöçìá ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ðåñéôôÝò ïðÝò (holes) Þ ðåñéôôÝò áíôéïðÝò (antiholes) ïíïìÜæåôáé

Berge ãñÜöçìá. ÓõãêåêñéìÝíá Ýíá ãñÜöçìá G = (V;E) ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé õðïãñáöÞìáôá

éóïìïñöéêÜ óôï C2k+1 Þ óôï óõìðëÞñùìá ôïõ C2k+1 ãéá k ≥ 2 åßíáé ãñÜöçìá Berge. Ôá

ãñáöÞìáôá Berge áíÞêïõí óôçí êëÜóç ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Áõôü ðïõ äåí åß÷å ãßíåé

óáöÝò Þôáí áí éó÷ýåé ôï áíôßóôñïöï, äçëáäÞ áí êÜèå ãñÜöçìá Berge åßíáé êáé ôñéãùíéêü

ãñÜöçìá. Ôçí éäéüôçôá áõôÞ ôçí áðÝäåéîáí ïé Chudnovsky, N. Robertson, P. Seymour, R.

Thomas, üðùò äéáôõðþíåôáé êáé óôï ðáñáêÜôù èåþñçìá:

Èåþñçìá 1.2. ¸íá ãñÜöçìá G = (V;E) åßíáé ôÝëåéï áí êáé ìüíï åÜí äåí ðåñéÝ÷åé ðå-

ñéôôïýò êýêëïõò éóïìïñöéêïýò óôï C2k+1 Þ óôï óõìðëÞñùìá ôïõ C2k+1 ãéá k ≥ 2.

1.2 ÍP-ðëçñüôçôá

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá áíáöåñèïýìå óå äõï èÝìáôá, ôçí õðïëïãéóéìüôçôá (computabil-

ity) êáé ôçí õðïëïãéóôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá (computational complexity). Ç õðïëïãéóéìüôçôá

Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôçí ýðáñîç ôïõ áëãïñßèìïõ, äçëáäÞ õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ï ïðïßïò åðéëýåé

ôï ðñüâëçìá Ð? Ç áðüäåéîç üôé Ýíá ðñüâëçìá åßíáé õðïëïãßóéìï óõíÞèùò áëëÜ ü÷é ðÜíôá

Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôçí ðáñïõóßáóç åíüò áëãïñßèìïõ ï ïðïßïò èá äßíåé ùò Ýîïäï ìéá óùóôÞ

áðÜíôçóç ãéá êÜèå åßóïäï. Ç ðïóüôçôá ôïõ ÷þñïõ êáé ôïõ ÷ñüíïõ èåùñåßôáé åäþ áðå-

ñéüñéóôç. ÁíôéèÝôùò ç õðïëïãéóôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôá ðïóïôéêÜ èÝìáôá

ôçò åðßëõóçò åíüò ðñïâëÞìáôïò. Åäþ ç ðïóüôçôá ÷þñïõ êáé ÷ñüíïõ åßíáé ëïãéêÞ êáé ü÷é

áðåñéüñéóôç.

ÈÝëïõìå ôïí êáëýôåñï áëãüñéèìï ðïõ íá äßíåé ëýóç óôï ðñüâëçìá ìáò êáé ôçí êáëý-

ôåñç õëïðïßçóç ôïõ áëãïñßèìïõ áõôïý. ¸íá ðñüâëçìá áðüöáóçò åßíáé áõôü ðïõ áðáéôåß

ìéá "íáé" Þ "ï÷é" áðÜíôçóç. ¸íá óôéãìéüôõðï åíüò ðñïâëÞìáôïò Ð åßíáé ï êáèïñéóìüò

óõãêåêñéìÝíùí ôéìþí ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Åðåéôá Ýíáò áëãüñéèìïò Ð

åßíáé ìéá âÞìá ðñïò âÞìá äéáäéêáóßá ç ïðïßá áí åöáñìïóôåß óå ïðïéïäÞðïôå óôéãìéüôõðï

ôïõ Ð ðáñÜãåé ìéá ëýóç.

3



Ç ðïëõðëïêüôçôá åêöñÜæåôáé óáí ìéá óõíÜñôçóç ôïõ ìåãÝèïõò ôçò åéóüäïõ. ¸íáò

áëãüñéèìïò Á ôñÝ÷åé óå ÷ñüíï Ï(f(m)), áí ãéá êÜðïéá óôáèåñÜ c > 0 õðÜñ÷åé ìéá õëï-

ðïßçóç ôïõ áëãïñßèìïõ Á, ç ïðïßá ôåñìáôßæåé ìåôÜ áðü ôï ðïëý c f(m) õðïëïãéóôéêÜ

âÞìáôá ãéá üëá ôá óôéãìéüôõðá ìåãÝèïõò m. Ç ðïëõðëïêüôçôá åíüò áëãïñßèìïõ Á åßíáé ç

ìéêñüôåñç óõíÜñôçóç f , ôÝôïéá þóôå ï áëãüñéèìïò Á ôñÝ÷åé óå ÷ñüíï Ï(f(m)). Ç ðïëõ-

ðëïêüôçôá åíüò ðñïâëÞìáôïò Ð åßíáé ç ìéêñüôåñç óõíÜñôçóç f , ãéá ôçí ïðïßá õðÜñ÷åé Ýíáò

áëãüñéèìïò Á ÷ñüíïõ Ï(f(m)) ãéá ôï ðñüâëçìá Ð. ÄçëáäÞ ç ìéêñüôåñç ðïëõðëïêüôçôá

áðü üëïõò ôïõò ðéèáíïýò áëãïñßèìïõò ðïõ åðéëýïõí ôï ðñüâëçìá Ð. ¼ôáí ðáñïõóéÜæïõìå

êáé áíáëýïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá åíüò áëãïñßèìïõ ãéá ôï ðñüâëçìá Ð, âñßóêïõìå Ýíá Üíù

üñéï ãéá ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò Ð. Ãéá íá âñïýìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá åíüò

ðñïâëÞìáôïò Ð õðïëïãßæïõìå Ýíá Üíù êáé Ýíá êÜôù üñéï. Ôï Üíù üñéï åßíáé ç ìéêñüôåñç

ðïëõðëïêüôçôá áðü üëïõò ôïõò ãíùóôïýò áëãïñßèìïõò ðïõ åðéëýïõí ôï ðñüâëçìá Ð. Åíþ

ôï êÜôù üñéï åßíáé ç ìåãáëýôåñç óõíÜñôçóç f ãéá ôçí ïðïßá Ý÷åé áðïäåé÷èåß üôé üëïé ïé ðéèá-

íïß áëãüñéèìïé ðïõ åðéëýïõí ôï ðñüâëçìá Ð ðñÝðåé íá Ý÷ïõí ðïëõðëïêüôçôá ôïõëÜ÷éóôïí

üóï ç óõíÜñôçóç f . Ï óôü÷ïò åßíáé íá êÜíïõìå áõôÜ ôá äõï üñéá íá ôáõôéóôïýí.

Ôï ìåãáëýôåñï áíïé÷ôü åñþôçìá ðïõ Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôï êåíü áíÜìåóá óôá äõï üñéá

ôçò ðïëõðëïêüôçôáò áöïñÜ óôá ãíùóôÜ ÍP-ðëÞñç ðñïâëÞìáôá. Ãéá êÜèå ðñüâëçìá áõôÞò

ôçò êëÜóçò ãíùñßæïõìå áëãïñßèìïõò ìüíï åêèåôéêïý ÷ñüíïõ. Ôá êáëýôåñá êÜôù üñéá

ðïõ Ý÷ïõí áðïäåé÷èåß ìÝ÷ñé ôþñá åßíáé ðïëõùíõìéêÝò óõíáñôÞóåéò. Áêüìá áí õðÜñ÷åé

áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ãéá êÜðïéï áðü áõôÜ ôüôå õðÜñ÷åé êáé áëãüñéèìïò ãéá

üëá ôá ðñïâëÞìáôá ôçò êëÜóçò.

¸íáò íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò åßíáé áõôüò ãéá ôïí ïðïßï êÜèå êáôÜóôáóç êáôÜ ôç

äéÜñêåéá ôçò åêôÝëåóçò ôçò åíôïëÞò ìåôáâáßíåé ìïíáäéêÜ óå ôï ðïëý ìéá åðüìåíç êáôÜóôáóç.

Åíþ Ýíáò ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò åßíáé áõôüò ãéá ôïí ïðïßï ìéá êáôÜóôáóç ìðïñåß

íá ïäçãåß óå ðïëëÝò åðüìåíåò êáôáóôÜóåéò ôáõôü÷ñïíá.Èåùñïýìå üôé Ýíáò ìç íôåôåñìéíé-

óôéêüò áëãüñéèìïò áðïôåëåßôáé áðü äõï óôÜäéá: Ìáíôåýåé ìéá ëýóç ãéá ôï óôéãìéüôõðï êáé

åðáëçèåýåé üôé ìéá ëýóç åßíáé ðñÜãìáôé ëýóç.

¸íá ðñüâëçìá Ð áíÞêåé óôçí êëÜóç ÍP áí õðÜñ÷åé Ýíáò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ìç íôåôåñ-

ìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ï ïðïßïò åðéëýåé ôï ðñüâëçìá Ð. Ðñïöáíþò P ⊆ NP . ¸íá áíïé÷ôü

ðñüâëçìá óôç èåùñßá õðïëïãéóìïý åßíáé áí éó÷ýåé P ̸= NP . Èá ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå üôé ïé

êëÜóåéò P êáé NP ïñßæïíôáé ùò ðñïò ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò, äçëáäÞ ðñïâëÞìáôá óôá ïðïßá

êáëïýìáóôå íá áðáíôÞóïõìå ìéá óõãêåêñéìÝíç åñþôçóç ìå "íáé" Þ "ï÷é". Ç êëÜóç NP

ðåñéëáìâÜíåé üëá ôá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò ãéá ôá ïðïßá áí ìáò äïèåß Ýíá ðéóôïðïéçôéêü

ôçò áðÜíôçóçò "íáé", ìðïñïýìå íá åðáëçèåýóïõìå óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï üôé åßíáé óùóôÞ.

Åðåéôá Ýíá ðñüâëçìá Π1 áíÜãåôáé ðïëõùíõìéêÜ óå Üëëï ðñüâëçìá Π2 êáé óõìâïëßæåôáé

Π1 ≤ Π2, åÜí õðÜñ÷åé ìéá óõíÜñôçóç f ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß ôá óôéãìéüôõðá ôïõ ðñïâëÞìáôïò

Π1 óôá óôéãìéüôõðá ôïõ ðñïâëÞìáôïò Π2 Ýôóé þóôå ç f åßíáé íôåôåñìéíéóôéêÜ õðïëïãßóéìç

óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï êáé ìéá ëýóç ãéá ôï óôéãìéüôõðï f(É) ôïõ ðñïâëÞìáôïò Π2 äßíåé ëýóç

ãéá ôï óôéãìéüôõðï I ôïõ ðñïâëÞìáôïò Π1, ãéá üëá ôá óôéãìéüôõðá I. ¼ôáí åîåôÜæïõìå

ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò ç áðÜíôçóç ãéá ôï f(I) èá ðñÝðåé íá åßíáé êáé áðÜíôçóç ãéá ôï I,

äçëáäÞ äåí åðéôñÝðåôáé êáí íá áíôéóôñáöåß ç áðÜíôçóç áðü "íáé" óå "ï÷é" êáé áíôßóôñïöá.
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¸ôóé

Π1 ≤ Π2 ôüôå complexity(Π1) ≤ complexity(Π2) + polynomial:

¸íá ðñüâëçìá Ð åßíáé NP-hard áí éó÷ýåé ïðïéáäÞðïôå áðü ôéò ðáñáêÜôù éóïäýíáìåò óõí-

èÞêåò:

1. Π′ ≤ Π ãéá êÜèå Π′ ∈ NP.

2. Π ∈ P => P = NP.

3. Ç ýðáñîç åíüò íôåôåñìéíéóôéêïý áëãïñßèìïõ ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ãéá ôï ðñüâëçìá

Ð èá ìðïñïýóå íá óõíåðÜãåôáé ôçí ýðáñîç åíüò áëãïñßèìïõ ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ

ãéá êÜèå ðñüâëçìá óôçí êëÜóç NP.

¸íá ðñüâëçìá Ð åßíáé NP-ðëÞñåò áí áíÞêåé óôçí êëÜóç ÍP êáé åßíáé NP-hard.

Ç NP-ðëçñüôçôá îåêßíçóå áðü ôïí Cook ôï 1971 ï ïðïßïò áðÝäåéîå üôé ôï ðñüâëçìá ôçò

éêáíïðïéçóéìüôçôáò (SATISFIABILITY-SAT) ôçò ìáèçìáôéêÞò ëïãéêÞò åßíáé NP-ðëÞñåò

(Èåþñçìá ôïõ Cook). Ç ôå÷íéêÞ ðïõ åöáñìüóôçêå ãéá ôçí NP-ðëçñüôçôá åßíáé ç åîÞò:

Ðñþôïí áðü ôï Èåþñçìá ôïõ Cook ôïðïèåôïýìå ôï ðñüâëçìá SAT óôçí êëÜóç ôùí NP-

ðëÞñç ðñïâëçìÜôùí. Åðåéôá åðáíáëáìâÜíïõìå ôï åîÞò ìåñéêÝò åêáôïíôÜäåò öïñÝò: Âñß-

óêïõìå Ýíá õðïøÞöéï ðñüâëçìá Ð ôï ïðïßï ìðïñåß íá åßíáé NP-ðëÞñåò. ÅðéëÝãïõìå Ýíá êá-

ôÜëëçëï ðñüâëçìá Ð' áðü ôçí êëÜóç ôùí NP-ðëÞñç ðñïâëçìÜôùí. Äåß÷íïõìå üôé Π ∈ NP
êáé Π′ ≤ Π. ÐñïóèÝôïõìå ôï ðñüâëçìá Ð óôçí êëÜóç NP.

Må äåäïìÝíï üôé ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ èá åîåôáóôïýí óôç óõíÝ÷åéá äåí åßíáé üëá ðñïâëÞ-

ìáôá áðüöáóçò áëëÜ ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïßçóçò, åßíáé óêüðéìï íá áíáöåñèïýìå êáé óôïí

ïñéóìü ôïõ NP-ðëÞñïõò ðñïâëÞìáôïò âåëôéóôïðïßçóçò. Ãéá êÜèå NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá

âåëôéóôïðïßçóçò Á èá ðñÝðåé íá ïñßóïõìå ôï ìéêñüôåñï å-óöÜëìá ãéá ôï ïðïßï õðÜñ÷åé

Ýíáò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ å-ðñïóåããéóôéêüò áëãüñéèìïò ìå êÜôù üñéï ìåôáîý ôïõ ìçäÝí

êáé ôïõ Ýíá. ¼ôáí P=NP ôüôå üëá ôá ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïßçóçò Ý÷ïõí ðñïóåããéóôéêü

êáôþöëé ßóï ìå ìçäÝí.

1.3 Óôü÷ïò ôçò ÄéáôñéâÞò

Óôü÷ïò ôçò äéáôñéâÞò áõôÞò åßíáé íá ðåñéãñáöïýí ôá ðñïâëÞìáôá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý,

ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý, ôïõ ìåãßóôïõ óõíüëïõ êïðÞò, ôïõ ìïíïðáôéïý Hamilton, ôçò åðé-

êÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá êáé ôïõ êõñßáñ÷ïõ óõíüëïõ. Áñ÷éêÜ èá ðåñéãñáöïýí ôá ðñïâëÞìáôá

áõôÜ êáé Ýðåéôá èá ðáñïõóéÜæïõìå óå ðïéåò êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ôá ðñïâëÞìáôá

áõôÜ åßíáé ÍP-ðëÞñç êáé óå ðïéåò êëÜóåéò áíÞêïõí óôçí êëÜóç P. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ìáò

åíäéáöÝñåé íá ðñïóäéïñßóïõìå ôï óçìåßï åêåßíï ôï ïðïßï äéá÷ùñßæåé óå äõï êáôçãïñßåò ôéò

õðü ìåëÝôç êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Ç ìéá êáôçãïñßá åßíáé åêåßíç üðïõ ãéá ôá

ðñïâëÞìáôá äåí õðÜñ÷åé ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ðïõ íá ôá åðéëýåé. Êáé ç äåýôåñç êá-

ôçãïñßá åßíáé åêåßíç üðïõ ãéá ôá ðñïâëÞìáôá õðÜñ÷åé ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ðïõ íá ôá

åðéëýåé. Áñ÷éêÜ èá áíáöåñèïýìå óå êÜðïéïõò âáóéêïýò ïñéóìïýò êáé óôç èåùñßá ôùí ôÝ-

ëåéùí ãñáöçìÜôùí. Åðåéôá èá äåßîïõìå ôéò áðïäåßîåéò ðïõ áíáöÝñïíôáé óôçí ÍP-ðëçñüôçôá
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êáé èá ðáñïõóéÜóïõìå ôïõò áëãüñéèìïõò ðïõ åðéëýïõí ðïëõùíõìéêÜ ôï ðñüâëçìá. Åíþ åðé-

ðëÝïí óôü÷ïò ìáò åßíáé íá ðáñïõóéÜóïõìå óõíïðôéêÜ óå ðßíáêåò êÜðïéá áðïôåëÝóìáôá ãéáôß

åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìï íá õðÜñ÷ïõí óõãêåíôñùìÝíåò ïé ðëçñïöïñßåò ãé áõôÜ ôá ðñïâëÞ-

ìáôá, ãéáôß åßíáé ðñïâëÞìáôá ðïõ ãéá êÜðïéåò êëÜóåéò åßíáé áêüìá áíïé÷ôÜ. Óå Ýíáí ðßíáêá

èá ðáñïõóéÜóïõìå ãéá êÜèå ìéá êëÜóç ðïéá ðñïâëÞìáôá ðáñáìÝíïõí ÍP-ðëÞñç êáé ðïéá

áíÞêïõí óôçí êëÜóç P. Óå êÜðïéïõò Üëëïõò ðßíáêåò èá äåßîïõìå ôç ÷ñïíïëïãßá åýñåóçò

ôùí áëãïñßèìùí ðïõ ëýíïõí ðïëõùíõìéêÜ ôï êÜèå ðñüâëçìá, ôç ÷ñïíïëïãßá åýñåóçò ôùí

áðïäåßîåùí ôçò NP-ðëçñüôçôáòêáé ôïõò óõããñáöåßò.

1.4 ÄïìÞ ôçò ÄéáôñéâÞò

Ç äéáôñéâÞ äïìåßôáé óå 9 êåöÜëáéá. Ôï êåöÜëáéï 1 åßíáé ç åéóáãùãÞ ôçò äéáôñéâÞò. Áíáöåñü-

ìáóôå óå êÜðïéïõò âáóéêïýò ïñéóìïýò ó÷åôéêïýò ìå ôç èåùñßá ãñáöçìÜôùí êáé óõíïðôéêÜ

óå êÜðïéïõò ïñéóìïýò ðïõ áöïñïýí ôçí ÍP-ðëçñüôçôá. Åðåéôá áíáëýåôáé ï óôü÷ïò ôçò

äéáôñéâÞò. Óôï êåöÜëáéï 2 ðåñéãñÜöïõìå áíáëõôéêÜ ôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜ-

ôùí ðïõ èá ìåëåôÞóïõìå. Ôá êåöÜëáéá 3, 4, 5, 6, 7 áó÷ïëïýíôáé ìå ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí

ðñïâëçìÜôùí ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý, ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý, ôïõ ìåãßóôïõ óõíüëïõ êï-

ðÞò, ôïõ ìïíïðáôéïý Hamilton, ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá êáé ôïõ êõñßáñ÷ïõ óõíüëïõ.

Óôï êåöÜëáéï 8 ðáñïõóéÜæïõìå óõíïðôéêÜ êáé óå ðßíáêåò ôá åîÞò áðïôåëÝóìáôá: óå ðïéåò

êëÜóåéò ôï ðñüâëçìá ëýíåôáé ðïëõùíõìéêÜ êáé óå ðïéåò åßíáé NP-ðëÞñåò, ôç ÷ñïíïëïãßá

åýñåóçò ôùí áëãïñßèìùí, ôç ÷ñïíïëïãßá åýñåóçò ôùí áðïäåßîåùí ôçò NP-ðëçñüôçôáò êáé

ôïõò óõããñáöåßò. ÔÝëïò óôï êåöÜëáéï 9 áíáöåñüìáóôå óôá óõìðåñÜóìáôá ðïõ ðñïÝêõøáí

áðü ôç ìåëÝôç ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ èÝìáôïò.
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ÊåöÜëáéï 2

ÊëÜóåéò ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí

2.1 ÌåôáâáôéêÜ ãñáöÞìáôá

2.2 ÔñéãùíéêÜ ãñáöÞìáôá

2.3 ÌåôáèåôéêÜ ãñáöÞìáôá

2.4 ÄéìåñÞ ãñáöÞìáôá

2.5 Äéá÷ùñßóéìá ãñáöÞìáôá

2.6 ÃñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí

2.7 ÓõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá ãñáöÞìáôá

2.8 Ó÷Ýóåéò êëÜóåùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí

Óôï óçìåßï áõôü èá ðåñéãñÜøïõìå êÜðïéåò êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ðïõ èá ìáò

áðáó÷ïëÞóïõí ðáñáêÜôù.

2.1 ÌåôáâáôéêÜ ãñáöÞìáôá

¸íá êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G = (V;E) åßíáé ìåôáâáôéêü ãñÜöçìá (comparability graph)

áí õðÜñ÷åé ìéá êáôåýèõíóç (orientation) (V; F ) ôùí áêìþí, ôÝôïéá þóôå íá éêáíïðïéåß ôéò

åîÞò óõíèÞêåò:

1. F ∩ F−1 = ⊘ (ðïõ óçìáßíåé üôé êÜèå áêìÞ Ý÷åé áêñéâþò ìéá êáôåýèõíóç)

2. F ∪ F−1 = E (ðïõ óçìáßíåé üôé êÜèå áêìÞ ðñÝðåé íá Ý÷åé ìéá êáôåýèõíóç)

3. F 2 ⊂ F
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üðïõ F 2 = {ac | ab; bc ∈ F; b ∈ V }. Ç ó÷Ýóç F åßíáé ìéá áõóôçñÞ ìåñéêÞ äéÜôáîç

ôïõ óõíüëïõ ôùí êüìâùí V ôçò ïðïßáò ç ìåôáâáôéêÞ ó÷Ýóç åßíáé áêñéâþò ôï óýíïëï ôùí

áêìþí Å. Ìå áðëÜ ëüãéá ìåôáâáôéêü åßíáé Ýíá ãñÜöçìá áí ìðïñïýìå íá áíáèÝóïõìå

êáôåýèõíóç óôéò áêìÝò ôïõ, Ýôóé þóôå áí õðÜñ÷åé ìéá áêìÞ áðü ôïí êüìâï a óôïí êüìâï

b ìå êáôåýèõíóç ab êáé áêìÞ áðü ôïí bóôïí êüìâï k ìå êáôåýèõíóç bk, ôüôå õðÜñ÷åé êáé

áêìÞ áðü ôïí êüìâï a óôïí êüìâï k ìå êáôåýèõíóç ak.

2.2 ÔñéãùíéêÜ ãñáöÞìáôá

¸íá êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G = (V;E) åßíáé ôñéãùíéêü ãñÜöçìá (chordal or triangu-

lated graph) áí êÜèå êýêëïò ìÞêïõò áõóôçñÜ ìåãáëýôåñïõ ôïõ 3 ðåñéÝ÷åé ìéá ÷ïñäÞ (áêìÞ

ðïõ åíþíåé äõï ìç óõíå÷üìåíïõò êüìâïõò óôïí êýêëï). Éóïäýíáìá ôï ãñÜöçìá G ëÝãå-

ôáé ôñéãùíéêü áí äåí ðåñéÝ÷åé åðáãüìåíá õðïãñáöÞìáôá éóïìïñöéêÜ ôùí Ü÷ïñäùí êýêëùí

Cn; n ≥ 4. Óôï Ó÷Þìá 2.1 ðáñáôßèåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá ôñéãùíéêïý ãñáöÞìáôïò.

 
 b

d

a

c

Ó÷Þìá 2.1: ¸íá ôñéãùíéêü ãñÜöçìá (chordal graph).

Ï Dirac Ýäåéîå üôé êÜèå ôñéãùíéêü ãñÜöçìá G Ý÷åé Ýíáí simplicial êüìâï v, Ýíáí

êüìâï äçëáäÞ üðïõ ïé ãåßôïíåò ôïõ Adj(v) áðïôåëïýí êëßêá. Ïé Fulkerson êáé Gross

áöïý âáóßóôçêáí óôï èåþñçìá ôïõ Dirac ðñüôåéíáí ìéá åðáíáëçðôéêÞ äéáäéêáóßá ãéá ôçí

áíáãíþñéóç ôùí ôñéãùíéêþí ãñáöçìÜôùí. ÓõãêåêñéìÝíá ï áëãüñéèìïò áõôüò åíôïðßæåé

åðáíáëçðôéêÜ Ýíáí simplicial êüìâï óôï ãñÜöçìá êáé ôïí äéáãñÜöåé ìÝ÷ñé ôï ãñÜöçìá íá

ìçí Ý÷åé êáíÝíáí êüìâï, Üñá åßíáé ôñéãùíéêü Þ äåí ìðïñåß íá åíôïðéóôåß Üëëïò simplicial

êüìâïò ïðüôå ôï ãñÜöçìá äåí åßíáé ôñéãùíéêü.

ËÞììá 2.1. ÊÜèå ôñéãùíéêü ãñÜöçìá G Ý÷åé Ýíáí simplicial êüìâï. ÅðéðëÝïí áí ôï

ãñÜöçìá G äåí åßíáé ðëÞñåò Ý÷åé äýï simplicial êüìâïõò ðïõ äåí óõíäÝïíôáé ìåôáîý ôïõò.

Èåþñçìá 2.1. ¸óôù Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G. Ïé áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò åßíáé

éóïäýíáìåò:

1. Ôï ãñÜöçìá G åßíáé ôñéãùíéêü.

2. Ôï ãñÜöçìá G Ý÷åé Ýíá ôÝëåéï ó÷Þìá áðáëïéöÞò.
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3. ÊÜèå minimal vertex separator åðÜãåé Ýíá ðëÞñåò õðïãñÜöçìá HG ôïõ ãñáöÞìáôïò

G.

¸íá ôÝëåéï ó÷Þìá áðáëïéöÞò ãéá Ýíá ôñéãùíéêü ãñÜöçìá åßíáé ìéá áêïëïõèßá êüì-

âùí {u1; u2; : : : ; un} ôÝôïéá þóôå êÜèå êüìâïò ui êáé ïé ãåßôïíÝò ôïõ ðïõ âñßóêïíôáé

óôçí õðáêïëïõèßá {ui+1; : : : ; un} íá áðïôåëïýí êëßêá óôï ãñÜöçìá. ÓõãêåêñéìÝíá ôÝëåéï

ó÷Þìá áðáëïéöÞò åíüò ôñéãùíéêïý ãñáöÞìáôïò G ïíïìÜæåôáé ìéá áêïëïõèßá êüìâùí � =

(u1; u2; : : : ; un) åÜí ãéá êÜèå i, ï êüìâïò ui åßíáé simplicial óôï ãñÜöçìáG({ui; ui+1; : : : ; un}).
Tï óýíïëï êüìâùí ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ôïìÞ ôùí óõíüëùí {ui; ui+1; : : : ; un} êáé Adj(ui)
åßíáé êëßêá. Ãéá ôçí åýñåóç åíüò ôÝëåéïõ ó÷Þìáôïò áðáëïéöÞò óå Ýíá ôñéãùíéêü ãñÜöçìá

äýï áñêåôÜ ãíùóôïß áëãüñéèìïé åßíáé ïé LexBFS êáé Maximum Cardinality Search. Ç

åýñåóç åíüò ôÝëåéïõ ó÷Þìáôïò áðáëïéöÞò óå ôñéãùíéêü ãñÜöçìá Ý÷åé áñêåôÝò ðñáêôéêÝò

åöáñìïãÝò. Ìéá áñêåôÜ óçìáíôéêÞ åöáñìïãÞ ôïõò åßíáé óôçí áíáãíþñéóç ôñéãùíéêþí ãñá-

öçìÜôùí. Ç äéáäéêáóßá áõôÞ ìðïñåß íá ðñáãìáôïðïéçèåß ìå ôçí åýñåóç ìéáò áêïëïõèßáò

ó ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí áëãüñéèìï LexBFS Þ MCS êáé óôç óõíÝ÷åéá ìå ôïí Ýëåã÷ï áí ç

áêïëïõèßá ó áðïôåëåß Ýíá ôÝëåéï ó÷Þìá áðáëïéöÞò.

Èåþñçìá 2.2. ¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G åßíáé ôñéãùíéêü åÜí êáé ìüíï åÜí ç

áêïëïõèßá êüìâùí � ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïí áëãüñéèìï LexBFS åßíáé Ýíá ôÝëåéï ó÷Þìá

áðáëïéöÞò.

Ôá âÞìáôá ôïõ MCS ðáñáôßèåíôáé óôïí Áëãüñéèìï 1.

Áëãüñéèìïò 1 MCS

Åßóïäïò: ¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G

¸îïäïò: Ìéá áêïëïõèßá ôùí êüìâùí �, ôïõ ãñáöÞìáôïò G

1. Ãéá i = n ìÝ÷ñé 1 åðßëåîå ôïí êüìâï u áðü ôï óýíïëï V ìå ôïõò ðåñéóóüôåñïõò

áñéèìçìÝíïõò ãåßôïíåò

2. Áñßèìçóå ôïí êüìâï u ìå ôïí áñéèìü i

3. ÔïðïèÝôçóå ôïí êüìâï u óôçí èÝóç i ôçò áêïëïõèßáò �

4. Áöáßñåóå ôïí êüìâï u áðü ôï óýíïëï V. Ç áêïëïõèßá � ðïõ êáôáóêåõÜæåé ï áëãü-

ñéèìïò MCS åßíáé ôÝëåéï ó÷Þìá áðáëïéöÞò ìüíï óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï ãñÜöçìá

åßíáé ôñéãùíéêü.

2.3 ÌåôáèåôéêÜ ãñáöÞìáôá

¸ðåéôá èá áíáöåñèïýìå óôá ìåôáèåôéêÜ (permutation) ãñáöÞìáôá. ¸óôù ìéá ìåôÜèåóç

� ôùí áñéèìþí 1; 2; 3; : : : ; n. Ìå �−1
i óõìâïëßæïõìå ôç èÝóç óôçí áêïëïõèßá óôçí ïðïßá
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âñßóêåôáé ï áñéèìüò i. Áðü ôç ìåôÜèåóç ð êáôáóêåõÜæåôáé Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá

G[�] ìå êüìâïõò áñéèìçìÝíïõò ìå ôïõò áñéèìïýò ôçò ìåôÜèåóçò 1; 2; 3; : : : ; n. Äõï êüìâïé

åíþíïíôáé ìå áêìÞ áí ï ìåãáëýôåñïò áðü ôïõò äõï áñéèìïýò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïõò êüìâïõò

âñßóêåôáé óôá áñéóôåñÜ ôïõ ìéêñüôåñïõ áñéèìïý óôç ìåôÜèåóç �. ÄçëáäÞ áí � åßíáé ìéá

ìåôÜèåóç ôùí áñéèìþí 1; 2; 3; : : : ; n ôüôå ôï ãñÜöçìá G[�] = (V;E) ïñßæåôáé:

V = {1; 2; : : : ; n} êáé {i; j} ∈ E ←→ (i− j)(�−1
i − �−1

j ) < 0: (2.1)

ÐáñáêÜôù ðáñáôßèåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá åíüò ôÝôïéïõ ãñáöÞìáôïò.

Ó÷Þìá 2.2: Ôï ãñÜöçìá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ìåôÜèåóç � = [4; 3; 6; 1; 5; 2].

¸íá ãñÜöçìá G èá áíáöÝñåôáé ùò ìåôáèåôéêü ãñÜöçìá áí õðÜñ÷åé ìéá ìåôÜèåóç �

ôÝôïéá þóôå G ≈ G[�]. Áí áíôéóôñáöåß ç ìåôÜèåóç � êÜèå æåýãïò áñéèìþí óôç óùóôÞ óåéñÜ

óôçí � èá åìöáíßæåôáé ìå áíÜðïäç óåéñÜ óôçí áíåóôñáììÝíç ìåôÜèåóç êáé áíôßóôñïöá. Ìå

Üëëá ëüãéá �� åßíáé ç ìåôÜèåóç ðïõ êáôáóêåõÜæåôáé áí áíôéóôñÝøïõìå ôç ìåôÜèåóç � ôüôå

G[��] ≈ Ḡ[�]. ÄçëáäÞ ôï óõìðëÞñùìá åíüò ìåôáèåôéêïý ãñáöÞìáôïò åßíáé ìåôáèåôéêü

ãñÜöçìá. Åðßóçò Ý÷ïõìå ôï åîÞò èåþñçìá ðïõ äåß÷íåé ôç ó÷Ýóç ôùí ìåôáèåôéêþí ìå ôá

ìåôáâáôéêÜ ãñáöÞìáôá.

Èåþñçìá 2.3. ¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G åßíáé ìåôáèåôéêü (permutation) ãñÜ-

öçìá áí êáé ìüíï áí ôï G êáé ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ G åßíáé ìåôáâáôéêÜ ãñáöÞìáôá (com-

parability gpaphs).

2.4 ÄéìåñÞ ãñáöÞìáôá

¸ðåéôá èá áíáöåñèïýìå óôá äéìåñÞ ãñáöÞìáôá (bipartite graphs). ¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï

ãñÜöçìá G = (V;E) åßíáé äéìåñÝò áí ïé êüìâïé ôïõ ìðïñïýí íá äéáìåñéóôïýí óå äõï

áíåîÜñôçôá åõóôáèÞ óýíïëá S1 êáé S2 ìå V = S1 ∪ S2. ÄçëáäÞ ç êÜèå áêìÞ Ý÷åé ôï

Ýíá ôåñìáôéêü ôçò óçìåßï óôï Ýíá óýíïëï S1 êáé ôï Üëëï ôåñìáôéêü ôçò óçìåßï óôï Üëëï
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óýíïëï S2. Óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ï óõìâïëéóìüò G = (S1; S2; E). Áêüìá Ýíá äéìåñÝò

ãñÜöçìá åßíáé ðëÞñåò áí ãéá êÜèå x ∈ Si êáé y ∈ Sj õðÜñ÷åé ç áêìÞ (x; y). Ôï ðëÞñåò

äéìåñÝò ãñÜöçìá óõìâïëßæåôáé ìå Ên;m áí |Si| = n êáé |Sj| = m. ÐáñáêÜôù ðáñáôßèåôáé

Ýíá ðáñÜäåéãìá äéìåñïýò ãñáöÞìáôïò.

 

Ó÷Þìá 2.3: ¸íá äéìåñÝò ãñÜöçìá.

2.5 Äéá÷ùñßóéìá ãñáöÞìáôá

¸ðåéôá èá áíáöåñèïýìå óôá äéá÷ùñßóéìá ãñáöÞìáôá (split graphs). ¸íá ìç êáôåõèõíü-

ìåíï ãñÜöçìá G = (V;E) åßíáé split áí õðÜñ÷åé ìéá äéáìÝñéóç V = S + K ôïõ óõíüëïõ

ôùí êüìâùí ôïõ, üðïõ S åßíáé Ýíá óôáèåñü óýíïëï ðïõ äåí åßíáé áðáñáßôçôá ôï ìÝãéóôï êáé

K åßíáé Ýíá ðëÞñåò óýíïëï (êëßêá) ðïõ åðßóçò äåí åßíáé áðáñáßôçôá ìÝãéóôï. Ç äéáìÝñéóç

V = S +K åíüò split ãñáöÞìáôïò äåí åßíáé ìïíáäéêÞ. Ìéá ôÝôïéá äéáìÝñéóç öáßíåôáé óôï

Ó÷Þìá 2.4.

Èåþñçìá 2.4. ¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G åßíáé split áí êáé ìüíï áí ôï óõìðëÞ-

ñùìÜ ôïõ G åßíáé split.

Åðßóçò óçìáíôéêü åßíáé ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá ãéá ôá split ãñáöÞìáôá. Áðü ôï èåþñçìá

áõôü âëÝðïõìå üôé ç äéáìÝñéóç åíüò split ãñáöÞìáôïò óå áíåîÜñôçôï óýíïëï S êáé óå ðëÞñåò

óýíïëï Ê äåí åßíáé ìïíáäéêÞ:

Èåþñçìá 2.5. ¸óôù üôé ôï G åßíáé Ýíá split ãñÜöçìá êáé V=S+K ôüôå éó÷ýåé áêñéâþò

ìßá áðü ôéò ðáñáêÜôù óõíèÞêåò:
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Ó÷Þìá 2.4: ÄéáìÝñéóç äéá÷ùñßóéìïõ ãñáöÞìáôïò.

1. |S| = a(G) êáé |K| = !(G)

2. |S| = a(G) êáé |K| = !(G)− 1

3. |S| = a(G)− 1 êáé |K| = !(G)

Óôï ðáñáêÜôù èåþñçìá èá äåé÷èåß ç ó÷Ýóç ôùí äéá÷ùñßóéìùí ãñáöçìÜôùí ìå ôá ôñé-

ãùíéêÜ êáé ôá ìåôáâáôéêÜ ãñáöÞìáôá áíôßóôïé÷á.

Èåþñçìá 2.6. ¸óôù üôé ôï G åßíáé Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá. Ôüôå ïé ðáñáêÜôù

ðñïôÜóåéò åßíáé éóïäýíáìåò:

1. Ôï G åßíáé Ýíá split ãñÜöçìá.

2. Ôá ãñáöÞìáôá G êáé Ḡ åßíáé ôñéãùíéêÜ ãñáöÞìáôá.

3. Ôï G äåí ðåñéÝ÷åé åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá éóïäýíáìï ìå 2K2, C4 êáé C5.

Ó÷Þìá 2.5: Ôá ãñáöÞìáôá H1, H2 êáé H3.

Áí Ýíá ãñÜöçìá åßíáé ôáõôü÷ñïíá äéá÷ùñßóéìï êáé ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí ôüôå ôï óõ-

ìðëÞñùìá ôïõ åßíáé äéá÷ùñßóéìï êáé ìåôáâáôéêü ãñÜöçìá.
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Èåþñçìá 2.7. ¸íá split ãñÜöçìá G åßíáé êáé comparability áí êáé ìüíï áí ôï G äåí

ðåñéÝ÷åé êáíÝíá åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá, ðïõ íá åßíáé éóïäýíáìï ìå ôá H1, H2, H3.

Óôï Ó÷Þìá 2.5 öáßíïíôáé ôá ãñáöÞìáôá H1, H2, H3.

2.6 ÃñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí

ÐáñáêÜôù èá áíáöåñèïýìå óôá ëåãüìåíá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval graphs). Ôá

ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí åßíáé åêåßíá ôá ãñáöÞìáôá ôùí ïðïßùí ïé êüìâïé ìðïñïýí íá

ôïðïèåôçèïýí óå ìéá ìéá-ðñïò-ìéá áíôéóôïé÷ßá ìå Ýíá óýíïëï äéáóôçìÜôùí óôç ãñáììÞ ôùí

ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, ìå ìéá áêìÞ íá åíþíåé äõï êüìâïõò áí ôá áíôßóôïé÷á äéáóôÞìáôá

ôÝìíïíôáé. Áêüìá ôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí åßíáé ôá ôñéãùíéêÜ ãñáöÞìáôá ôùí ïðïßùí

ôï óõìðëÞñùìá åßíáé ìåôáâáôéêü ãñÜöçìá. ÐáñáêÜôù ðáñáôßèåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá åíüò

ãñáöÞìáôïò äéáóôçìÜôùí (Ó÷Þìá 2.6).

Ó÷Þìá 2.6: ¸íá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí.

2.7 ÓõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá ãñáöÞìáôá

Åðåéôá èá áíáöåñèïýìå óôá ëåãüìåíá óõìðëçñùìáôéêÜ ãñáöÞìáôá (cographs). Ôá óõìðëç-

ñùìáôéêÜ ãñáöÞìáôá (cographs) ïñßæïíôáé óáí ôçí êëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ ðáñÜãïíôáé

áðü Ýíáí ìüíï êüìâï õðü ôçí êëåéóôüôçôá ôùí ðñÜîåùí ôçò Ýíùóçò êáé ôïõ óõìðëçñþìá-

ôïò. Ç êëÜóç ôùí cograph ãñáöçìÜôùí ïñßæåôáé åðáãùãéêÜ ùò åîÞò:

1. ¸íá ãñÜöçìá ìå Ýíáí ìüíï êüìâï åßíáé cograph.

2. Ç Ýíùóç cograph ãñáöçìÜôùí åßíáé cograph.

3. Ôï óõìðëÞñùìá åíüò cograph åßíáé åðßóçò cograph.

Ç êëÜóç ôùí cograph ãñáöçìÜôùí ïñßóôçêå áíåîÜñôçôá áðü äéÜöïñïõò óõããñáöåßò ôç

äåêáåôßá ôïõ 1970. Äõï áñêåôÜ óçìáíôéêÝò áëãïñéèìéêÝò éäéüôçôåò ðïõ Ýäåéîå ï Lerchs

ìåôáîý Üëëùí éäéïôÞôùí ãéá ôá cographs åßíáé ïé åîÞò:
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1. Ôá cograph äåí Ý÷ïõí P4.

2. Ôá cograph Ý÷ïõí ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç ðïõ ëÝãåôáé cotree.

Ó÷Þìá 2.7: ¸íá cograph êáé ôï cotree ôïõ.

To cotree Ô åßíáé Ýíá äÝíôñï üðïõ ïé åóùôåñéêïß ôïõ êüìâïé Ý÷ïõí ùò åôéêÝôåò ôïõò

áñéèìïýò 0 êáé 1. ÊÜèå cotree T ïñßæåé Ýíá cograph G ìå êüìâïõò ôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ

Ô. To õðïäÝíôñï ìå ñßæá êÜèå êüìâï ôïõ äÝíôñïõ Ô áíôéóôïé÷åß óå Ýíá åðáãüìåíï õðïãñÜ-

öçìá ôïõ G ðïõ Ý÷åé ùò êüìâïõò ôï óýíïëï ôùí öýëëùí ôïõ áíôßóôïé÷ïõ õðïäÝíôñïõ. ¸íá

õðïäÝíäñï ðïõ áðïôåëåßôáé áðü Ýíá ìïíáäéêü êüìâï öýëëï áíôéóôïé÷åß óå Ýíá åðáãüìåíï

õðïãñÜöçìá ìå Ýíá ìüíï êüìâï. Åðéóçò Ýíá õðïäÝíôñï ìå ñßæá ðïõ Ý÷åé åôéêÝôá 0 áíôéóôïé-

÷åß óôçí Ýíùóç ôùí õðïãñáöçìÜôùí ðïõ ïñßæïíôáé áðü ôá ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ áõôïý. Áêüìá

Ýíá õðïäÝíôñï ìå ñßæá ðïõ Ý÷åé åôéêÝôá 1 áíôéóôïé÷åß óôçí óýíèåóç ôùí õðïãñáöçìÜôùí

ðïõ ïñßæïíôáé áðï ôá ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ áõôïý. Ìéá éóïäýíáìç ðåñéãñáöÞ ôçò êáôáóêåõÞò

åíüò cograph áðü ôï áíôßóôïé÷ï cotree åßíáé ç åîÞò: Óå Ýíá cograph G äõï êüìâïé óõí-

äÝïíôáé ìå áêìÞ áí êáé ìüíï áí ï ðëçóéÝóôåñïò êïéíüò ðñüãïíïò ôùí áíôßóôïé÷ùí öýëëùí

óôï cotree T Ý÷åé åôéêÝôá 1. Áíôßóôñïöá êÜèå cograph ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß ìå ôïí

ðáñáðÜíù ôñüðï áðü Ýíá cotree. Ç áíáðáñÜóôáóç áõôÞ åßíáé ìïíáäéêÞ áí åîáóöáëßóïõìå

üôé ïé åôéêÝôåò ãéá êÜèå ìïíïðÜôé áðü ôçí ñßæá óå öýëëï óôï Ô åíáëëÜóóïíôáé óå 0 êáé 1.

Óôï Ó÷Þìá 2.7 öáßíåôáé Ýíá cograph êáé ôï cotree ôïõ.

2.8 Ó÷Ýóåéò êëÜóåùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí

Óå áõôü ôï óçìåßï óçìáíôéêü åßíáé íá äåßîïõìå ìå ìéá ó÷çìáôéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôç ó÷Ýóç

ôùí ðáñáðÜíù êëÜóåùí ðïõ ðåñéãñÜøáìå (âë. Ó÷Þìá 2.8).
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Ó÷Þìá 2.8: Ó÷Ýóç ôùí õðü ìåëÝôç êëÜóåùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí.

15



ÊåöÜëáéï 3

Áñìïíéêüò Áñéèìüò

3.1 Áñìïíéêüò Áñéèìüò

3.2 ÁðïôåëÝóìáôá ÍP-ðëçñüôçôáò

3.1 Áñìïíéêüò Áñéèìüò

Êýñéïò óôü÷ïò ôçò ìåëÝôçò åßíáé íá ðñïóäéïñéóôåß ôï üñéï ìåôáîý êëÜóåùí ôÝëåéùí ãñáöç-

ìÜôùí óôï ïðïßï Ýíá ðñüâëçìá Ð ìåôáôñÝðåôáé áðü ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï óå ìç ðïëõù-

íõìéêÜ åðéëýóéìï. Áí ãéá ìéá êëÜóç ãñáöçìÜôùí Á õðÜñ÷åé Ýíá NP-ðëÞñåò áðïôÝëåóìá

ôüôå ôï áðïôÝëåóìá áõôü èá åßíáé ßäéï óå êÜèå õðåñêëÜóç ôçò êëÜóçò Á. Óôçí Üëëç ðå-

ñßðôùóç áí Ýíá ðñüâëçìá Ý÷åé ðïëõùíõìéêÞ ëýóç ãéá ôçí êëÜóç A èá Ý÷åé ðïëõùíõìéêÞ

ëýóç óå êÜèå õðïêëÜóç ôçò êëÜóçò A. Ôï ðñüâëçìá áõôü èá åêöñáóôåß ðáñáêÜôù ìå

Ýíáí ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áëãüñéèìï. Èá äþóïõìå éäéáßôåñç óçìáóßá óôçí åýñåóç ôùí

êëÜóåùí óôéò ïðïßåò ðåñíÜìå áðü ôçí P óôçí NP-ðëçñüôçôá ãéá ôï êÜèå ðñüâëçìá ðïõ

ìåëåôÜìå. ÅðïìÝíùò ôï óçìáíôéêü óçìåßï óå áõôÞ ôç ìåëÝôç åßíáé íá âñïýìå ìéá êëÜóç Á

óôçí ïðïßá ôï ðñüâëçìá åßíáé NP-ðëÞñåò êáé óå ìéá õðïêëÜóç ôïõ ôï ðñüâëçìá íá åßíáé ðï-

ëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï. Ðñéí ïñßóïõìå ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý èá áíáöåñèïýìå

óå êÜðïéïõò âáóéêïýò ïñéóìïýò.

Ìéá áíÜèåóç ÷ñùìÜôùí óôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G, Ýôóé þóôå ãåéôïíéêÝò êïñõ-

öÝò íá Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü ÷ñþìá åßíáé Ýíáò êáôÜëëçëïò ÷ñùìáôéóìüò åíüò ãñáöÞìáôïò

G = (V;E). ¸óôù {x1; x2; : : : ; xk} ôá ÷ñþìáôá åíüò êáôÜëëçëïõ ÷ñùìáôéóìïý X ôùí

êïñõöþí åíüò ãñáöÞìáôïò G. Ï ÷ñùìáôéóìüò X ëÝãåôáé ðëÞñçò (complete coloring) áí

ãéá êÜèå æåýãïò ÷ñùìÜôùí (xi; xj) õðÜñ÷ïõí äõï êïñõöÝò ðïõ åßíáé ãåéôïíéêÝò êáé ôïõò

Ý÷ïõí áíáôåèåß áõôÜ ôá äýï ÷ñþìáôá (Ó÷Þìá 3.1). ¸íáò êáôÜëëçëïò ÷ñùìáôéóìüò ôùí

êïñõöþí ôÝôïéïò þóôå êÜèå æåýãïò äéáöïñåôéêþí ÷ñùìÜôùí íá åìöáíßæåôáé ôï ðïëý óå ìéá

áêìÞ åßíáé Ýíáò áñìïíéêüò ÷ñùìáôéóìüò åíüò ãñáöÞìáôïò G (Ó÷Þìá 3.2).
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1 2 3 4

Ó÷Þìá 3.1: ¸íáò ðëÞñçò ÷ñùìáôéóìüò (complete coloring) ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ¼ðïõ

1; 2; 3; 4 åßíáé ôá ÷ñþìáôá.

1 2 3 4

Ó÷Þìá 3.2: ¸íáò áñìïíéêüò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Áí õðÞñ÷å ç äéáêåêïììÝíç

áêìÞ, ï ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G äåí èá Þôáí áñìïíéêüò

Ï åëÜ÷éóôïò áêÝñáéïò k ãéá ôïí ïðïßï ôï ãñÜöçìá G Ý÷åé Ýíá áñìïíéêü ÷ñùìáôéóìü

ìå K ÷ñþìáôá ëÝãåôáé áñìïíéêüò ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò h(G).

Ç NP-ðëçñüôçôá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý ãéá ôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval

graphs) óõíåðÜãåôáé ôçí NP-ðëçñüôçôá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý ôùí ìç óõíåêôéêþí ãñá-

öçìÜôùí äéáóôçìÜôùí (disconected interval graphs) [5]. Ôá ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá

åðåêôåßíïíôáé ãéá ôá óõíåêôéêÜ ìåôáèåôéêÜ ãñáöÞìáôá (permutation graphs) êáé ãéá ôá óõ-

íåêôéêÜ ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval graphs) [2]. Ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ôåôñéììÝíç ëýóç

óôá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá ãñáöÞìáôá (cographs), ãéáôß óå Ýíá ôÝôïéï ãñÜöçìá êÜèå

êüìâïò ðáßñíåé Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá. Áõôü éó÷ýåé ãéáôß óôá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá

ãñáöÞìáôá êÜèå êüìâïò âñßóêåôáé óå áðüóôáóç ôï ðïëý äýï áðü ôïõò õðüëïéðïõò êüì-

âïõò ôïõ ãñáöÞìáôïò. ¸ðåéôá ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá

ìåôáâáôéêÜ ãñáöÞìáôá (comparability graphs) êáé ãéá ôá ôñéãùíéêÜ ãñáöÞìáôá (chordal

graphs). Êáé áõôü ãéáôß ôá ôñéãùíéêÜ ãñáöÞìáôá áðïôåëïýí õðåñêëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí

äéáóôçìÜôùí êáé ôá ìåôáâáôéêÜ ãñáöÞìáôá áðïôåëïýí õðåñêëÜóç ôùí ìåôáèåôéêþí ãñá-

öçìÜôùí. Áðïäåß÷èçêå åðßóçò üôé ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò

ãéá ôçí êëÜóç ôùí äéìåñþí ãñáöçìÜôùí (bipartite permutation) [15]. Åðßóçò ãéá ôçí

êëÜóç ôùí äéá÷ùñßóéìùí (split) ãñáöçìÜôùí ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý åßíáé

NP-ðëÞñåò [2]. To Ó÷Þìá 3.3 áíáðáñéóôÜ ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò

ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý ãéá ãñáöÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí.

Ïé êüêêéíåò åëëåßøåéò áíôéóôïé÷ïýí óôéò êëÜóåéò üðïõ ôï ðñüâëçìá åßíáé NP-ðëÞñåò,
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Ó÷Þìá 3.3: ÁíáðáñÜóôáóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò ôïõ áñìïíéêïý

áñéèìïý ãéá ãñáöÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Ôï ðñüâëçìá

óôéò êëÜóåéò ìå êüêêéíç Ýëëåéøç åßíáé NP-ðëÞñåò åíþ óôéò êëÜóåéò ìå ìáýñç Ýëëåéøç åßíáé

ðïëõùíõìéêü.

åíþ ïé ìáýñåò áíôéóôïé÷ïýí óå åêåßíåò ôéò êëÜóåéò üðïõ ôï ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç

P. Óôï ðáñáêÜôù êåöÜëáéï èá äåßîïõìå ôéò áíáãùãÝò ðïõ áðïäåéêíýïõí üôé ôï ðñüâëçìá

ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí.

3.2 ÁðïôåëÝóìáôá ÍP-ðëçñüôçôáò

Ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý óôçí êëÜóç ôùí äéìåñÞ ìåôáèåôéêþí ãñáöçìÜôùí

(bipartite permutation graphs) åßíáé NP-ðëÞñåò. Ç êëÜóç áõôÞ åßíáé õðïêëÜóç ôùí äéìåñÞ

ãñáöçìÜôùí (bipartite graphs). ÅðïìÝíùò êáé óôá äéìåñÞ ãñáöÞìáôá ôï ðñüâëçìá ôïõ

áñìïíéêïý áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò. ¸íá äéìåñÝò ãñÜöçìá G = (V;E), üðïõ V = X + Y ,
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åßíáé Ýíá äéìåñÝò ìåôáèåôéêü ãñÜöçìá áí êáé ìüíï áí ïé êüìâïé ôïõ ãñáöÞìáôïò Ý÷ïõí ìéá

éó÷õñÞ äéÜôáîç [21]. Ç éó÷õñÞ äéÜôáîç ôùí êüìâùí åíüò ãñáöÞìáôïò G = (V;E), üðïõ

V = X+Y , åßíáé ìéá äéÜôáîç {x1; x2; : : : ; xr} ôùí êüìâùí ôïõ óõíüëïõ × êáé ìéá äéÜôáîç

{y1; y2; : : : ; ys} ôùí êüìâùí ôïõ óõíüëïõ Y ôÝôïéá þóôå áí éó÷ýåé xiyl, xjym ∈ E ìå i < j

êáé l > m íá éó÷ýåé êáé åðéðëÝïí xiym; xjyl ∈ E [21]. Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé ôï

ðáñáêÜôù èåþñçìá.

Èåþñçìá 3.1. Ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá óõíåêôéêÜ

äéìåñÞ ìåôáèåôéêÜ ãñáöÞìáôá (bipartite permutation graphs) [3].

ÐáñáêÜôù ðáñáôßèåôáé ç áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò.

Ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý ãéá íá áðïäåé÷èåß üôé åßíáé NP-hard èá ÷ñçóé-

ìïðïéçèåß Ýíáò ìåôáó÷çìáôéóìüò áðü ôï ðñüâëçìá 3-partition. ÁìÝóùò ìåôÜ ïñßæïõìå ôï

ðñüâëçìá 3-partition.

Ïñéóìüò 3.1 (3-partition). Óôéãìéüôõðï: ¸÷ïõìå Ýíá óýíïëï Á ìå 3m óôïé÷åßá, Ýíá üñéï

Â ∈ Z+ êáé èåôéêïýò áêåñáßïõò ìåãÝèïõò s(á) ∈ Z+ ãéá êÜèå á ∈ Á ôÝôïéïõò þóôå íá

éó÷ýåé 1=4Â < s(á) < 1=2Â êáé
∑
a∈A

s(a) = mB.

Åñþôçóç: Ìðïñåß ôï óýíïëï íá ÷ùñéóôåß óå m îÝíá óýíïëá Á1; Á2; : : : ; Ám ôÝôïéá

þóôå ãéá 1 ≤ i ≤ m,
∑

a∈A s(a) = B; ÄçëáäÞ êÜèå óýíïëï Ái ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé áêñéâþò

3 óôïé÷åßá áðü ôï óýíïëï Á.

  

Ó÷Þìá 3.4: ÄéìåñÝò óõíäåäåìÝíï ãñÜöçìá

¸óôù Ýíá óýíïëï Á = {�1; �2; : : : ; �3m} ìå 3m óôïé÷åßá , Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò b êáé

èåôéêïß áêÝñáéïé ìåãÝèïõò s(�i) ãéá êÜèå �i ∈ Á ôÝôïéïé þóôå íá éó÷ýåé 1=4b < s(�i) ≤
1=2b êáé

∑
a∈A s(a) = mb ìå 1 ≤ i ≤ 3m. ÕðïèÝôïõìå üôé ãéá êÜèå �i ∈ Á éó÷ýåé

s(�i) > m. Áí äåí éó÷ýåé ìðïñïýìå íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå üëá ôá ìåãÝèç s(�i) êáé b ìå ôï

m+1. ¸ðåéôá êáôáóêåõÜæåôáé ôï áêüëïõèï óõíäåäåìÝíï (óõíåêôéêü) äéìåñÝò ìåôáèåôéêü

ãñÜöçìá (bipartite permutation graph). ¸óôù Ì = {m1;m2; : : : ;mm} Ýíá óýíïëï ìå

m êüìâïõò , Ýóôù Â = {b1; b2; : : : ; bb} Ýíá óýíïëï ìå b êüìâïõò êáé ðñïóôßèåôáé êáé

Ýíáò êüìâïò u ðïõ óõíäÝåôáé ìå êÜèå êüìâï áðü ôá äõï óýíïëá. Ðñïêýðôåé ëïéðüí ôï
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óýíïëï Ì ′ = {m′
1;m

′
2; : : : ;m

′
m−1} ìå m − 1 êüìâïõò êáé ôï óýíïëï Â′ = {b′2; b′3; : : : ; b′b}

ìå b − 1 êüìâïõò. ¸ðåéôá ïé êüìâïé ôùí óõíüëùí Ì ′, Â′ óõíäÝïíôáé ìå ôïõò êüìâïõò

ôùí óõíüëùí Ì , Â. ÄçëáäÞ êÜèå êüìâïò m′
i, ìå 1 ≤ i ≤ m − 1, óõíäÝåôáé ìå ôïõò

êüìâïõò mi+1;mi+2; : : : ;mm êáé êÜèå êüìâïò bi, ìå 1 ≤ i ≤ b − 1, ìå ôïõò êüìâïõò

b′i+1; b
′
i+2; : : : ; b

′
b. ¸ðåéôá êáôáóêåõÜæåôáé Ýíá äÝíôñï Ôi âÜèïõò 1 ìå s(�i) öýëëá êáé ìå

ïíïìáóßåò öýëëùí yi1; y
i
2; : : : ; y

i
s(�i)

ãéá êÜèå �i ∈ Á. ÊÜèå äÝíôñï Ý÷åé ãéá ñßæá ôï xi
êáé êÜèå öýëëï óõíäÝåôáé ìå ôç ñßæá, (Ý÷åé äçëáäÞ ãåßôïíá ôç ñßæá ôïõ äÝíôñïõ). ¸ôóé

õðÜñ÷ïõí 3m ôÝôïéá äÝíôñá, ôá Ô1; Ô2; : : : ; Ô3m. Óôç óõíÝ÷åéá ðñïóôßèåôáé Ýíá óýíïëï

P = {p1; p2; : : : ; p3m} ìå 3m êüìâïõò êáé êÜèå êüìâïò pi óõíäÝåôáé ìå ôç ñßæá xi êÜèå

äÝíôñïõ Ôi ìå 1 ≤ i ≤ 3m. Áêüìá êÜèå êüìâïò pi ìå 2 ≤ i ≤ 3m óõíäÝåôáé ìå ôá

s(�i−1) öýëëá ôïõ áíôßóôïé÷ïõ äÝíôñïõ Ôi−1. Ï êüìâïò p1 óõíäÝåôáé ìå ôïõò êüìâïõò

ôïõ óõíüëïõ Ì ′ êáé ìå ôïí êüìâï u. Áêüìá ãéá êÜèå êüìâï pi ∈ P ìå 2 ≤ i ≤ 3m

ðñïóôßèåíôáé êüìâïé uij ìå 1 ≤ j ≤ m − 1 + b − s(�i−1) + 1 + 3m − i êáé óõíäÝïíôáé ìå
ôïí êüìâï pi. Ðñïóôßèåíôáé áêüìá ïé êüìâïé u

1
j ìå 1 ≤ j ≤ b+ 3m− 1 êáé óõíäÝïíôáé ìå

ôïí êüìâï p1. ¸óôù G ôï ôåëéêü ãñÜöçìá ôï ïðïßï åßíáé óõíäåäåìÝíï. Ôï ãñÜöçìá G

ðáñïõóéÜæåôáé óôï Ó÷Þìá 3.4.1

¸ðåéôá åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß üôé ôï ãñÜöçìá G åßíáé äéìåñÝò. ¸óôù × êáé Y

ôá äõï åõóôáèÞ óýíïëá. Ïé êüìâïé ôïõ ãñáöÞìáôïò G = (V;E), üðïõ V = X + Y ,

Ý÷ïõí ìéá éó÷õñÞ äéÜôáîç Üñá ôï ãñÜöçìá G åßíáé äéìåñÝò ìåôáèåôéêü ãñÜöçìá (bipartite

permutation graph). Ïñßæïíôáé ùò × êáé Õ ïé äéáôÜîåéò ôùí êüìâùí ôùí óõíüëùí × êáé

Y áíôßóôïé÷á. Ôá óýíïëá × êáé Õ ïñßæïíôáé áíôßóôïé÷á:

× = {b′2; b′3; : : : ; b′b; u;m′
1;m

′
2; : : : ;m

′
m−1; u

1
1; u

1
2; : : : ; u

1
b+3m−1; ×1; ×3; ×5; :::; ×3m−2; x3m}

Õ = {b1; b2; : : : ; bb;m1;m2; : : : ;mm; Õ1; Õ3; Õ5; : : : ; Õ3m−2; y
3m
1 ; y3m2 ; : : : ; y3ms(�3m)}

üðïõ

×i = {xi; pi+1; y
i+1
1 ; yi+1

2 ; : : : ; yi+1
s(�i+1)

; ui+2
1 ; ui+2

2 ; : : : ; ui+2
4m+b−s(�i+1)−i−2}

ìå i = 1; 3; 5; : : : ; 3m− 2

Õi = {xi; yi1; yi2; : : : ; yis(�i); u
i+1
1 ; ui+1

2 ; : : : ; ui+1
4m+b−s(�i)−i−1; xi+1}

ìå i = 1; 3; 5; : : : ; 3m− 2.

Ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí óôï ãñÜöçìá åßíáé:

(
m

2

)
+

(
b

2

)
+m+ b+ 3m2 + 3mb+ 3m+mb+

3m−1∑
i=1

i =

(
4m+ b+ 1

2

)
ÐñÝðåé ëïéðüí íá õðÜñ÷åé ôï ðïëý ìéá áêìÞ ðïõ íá ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôá ÷ñþìáôá i êáé j

ãéá ïðïéïíäÞðïôå áñìïíéêü ÷ñùìáôéóìü ôïõ ãñáöÞìáôïò êáé ãéá êÜèå æåýãïò äéáöïñåôéêþí

1Ôï Ó÷çìá 3.4 äçìéïõñãÞèçêå áðü ôïõò Katerina Asdre êáé Stavros D. Nikolopoulos êáé ÷ñçóéìïðïéÞ-

èçêå áðü ôç äçìïóßåõóç ìå ôßôëï: ÍP-completeness results for some problems on subclasses of bipartite

and chordal graphs, Theoretical Computer Science 381 (2007), 248{259.
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÷ñùìÜôùí i êáé j. ÅðïìÝíùò ðñïêýðôåé üôé ï áñìïíéêüò ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò äå ìðïñåß íá

åßíáé ìéêñüôåñïò áðü 4m + b + 1. Áí åßíáé ßóïò ìå 4m + b + 1 ôüôå ãéá êÜèå æåýãïò

äéáöïñåôéêþí ÷ñùìÜôùí i, j ìå 1 ≤ i; j ≤ 4m + b + 1 õðÜñ÷åé ìéá ìïíáäéêÞ áêìÞ ìå ôá

Üêñá ôçò íá åßíáé ÷ñùìáôéóìÝíá ìå ôá ÷ñþìáôá i êáé j. Ðñïêýðôåé Ýôóé üôé Ý÷ïõìå Ýíáí

áêñéâÞ ÷ñùìáôéóìü ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå � ÷ñþìáôá. ÁêñéâÞò åßíáé Ýíáò ÷ñùìáôéóìüò

üôáí Ý÷ïõìå Ýíáí áñìïíéêü ÷ñùìáôéóìü ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå � ÷ñþìáôá ãéá ôá ïðïßá ãéá

ïðïéïäÞðïôå æåýãïò ÷ñùìÜôùí i, j õðÜñ÷åé áêñéâþò ìéá áêìÞ ab ôÝôïéá þóôå ç êïñõöÞ a

íá Ý÷åé ôï ÷ñþìá i êáé ç êïñõöÞ b íá Ý÷åé ôï ÷ñþìá j.

Èá áðïäåé÷èåß ëïéðüí ÷ñçóéìïðïéþíôáò Ýíáí ìåôáó÷çìáôéóìü áðü ôï ðñüâëçìá 3-partition

üôé ï áñìïíéêüò ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïòG åßíáé ìéêñüôåñïò Þ ßóïò ìå 4m+b+1

áí êáé ìüíï áí ôï óýíïëï Á ìðïñåß íá äéáìåñéóôåß óåm óýíïëá Á1; Á2; : : : ; Ám ôÝôïéá þóôå

íá éó÷ýåé
∑
�∈Aj

s(�) = b ãéá ïðïéïäÞðïôå j ìå 1 ≤ j ≤ m.

(⇐) ¸óôù ìéá 3-äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ Á óå Á1; Á2; : : : ; Ám óýíïëá ôÝôïéá þóôå ãéá

êÜèå j íá éó÷ýåé
∑
�∈Áj

s(á) = b. Ïé êüìâïé ôùí Ì êáé Ì ′ ÷ñùìáôßæïíôáé ìå ôá ÷ñþìáôá

1; 2; : : : ;m åíþ ïé êüìâïé ôùí óõíüëùí Â êáé Â ′ ìå ôá ÷ñþìáôá m + 1;m + 2; : : : ;m + b

êáé ï êüìâïò u ðáßñíåé ôï ÷ñþìá m+ b+1. ¸óôù Ì ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá

1; 2; : : : ;m êáé Â ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá m + 1;m + 2; : : : ;m + b êáé Ê ôï

óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá m + b + 2;m + b + 3; : : : ; 4m + b + 1. Áí �i ∈ Aj ôüôå

ï êüìâïò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï �i ðáßñíåé ôï ÷ñþìá j. ÊÜèå ÷ñþìá j ∈ Ì áíôéóôïé÷ßæåôáé

óå 3 êüìâïõò xi, ïé ïðïßïé áíôéóôïé÷ïýí óå 3�i ðïõ Ý÷ïõí üëá ìáæß áêñéâþò b ãåßôïíåò

âáèìïý 2. ÊáèÝíáò áðü ôïõò b ãåßôïíåò ðáßñíåé Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï

Â êáé êÜèå êüìâïò pi áðü ôï óýíïëï P ðáßñíåé Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï

Ê . Õðåíèõìßæåôáé üôé êÜèå êüìâïò pi; 1 ≤ i ≤ 3m óõíäÝåôáé ìå m + b + 1 + 3m − i

êüìâïõò. ¸ðåéôá ðñÝðåé íá ÷ñùìáôéóôïýí ïé õðüëïéðïé m− 1 + b− s(�i−1) + 1 + 3m− i
ãåßôïíåò åíüò êüìâïõ pi; 1 ≤ i ≤ 3m. Ïé m − 1 ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ pi ðáßñíïõí

Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï Ì= ci, üðïõ ci åßíáé ôï ÷ñþìá ðïõ áíáôÝèçêå

ìüëéò ðñéí óôïí êüìâï xi ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï �i. Ïé b − s(�i−1) ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ pi
ðáßñíïõí Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï Â ci, üðïõ ci åßíáé ôï óýíïëï ôùí ÷ñùìÜôùí

ðïõ ìüëéò ðñéí áíáôÝèçêáí óôïõò s(�i−1) ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ xi−1 ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï

�i−1. Ïé õðüëïéðïé 1 + 3m − i ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ pi ðáßñíïõí Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ÷ñþìá m + b + 1 êáé ôá ÷ñþìáôá ðïõ áíáôÝèçêáí óôïõò êüìâïõò

pj; i + 1 ≤ j ≤ 3m. Ãéá ôïõò b + 3m − 1 ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ p1 ÷ñçóéìïðïéïýíôáé

÷ñþìáôá áðü ôá óýíïëá Ê êáé Â, åíþ ïé m ãåßôïíÝò ôïõ Ý÷ïõí Þäç ÷ñùìáôéóôåß. ÕðÜñ÷åé

ëïéðüí Ýíáò áñìïíéêüò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå 4m+ b+ 1 ÷ñþìáôá êáé Üñá ï

áñìïíéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò áõôïý åßíáé 4m+ b+ 1.

(⇒) ¸óôù ï áñìïíéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò åßíáé ìéêñüôåñïò Þ ßóïò ìå 4m+b+1.

×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò Ýóôù üôé ïé m êüìâïé ôïõ óõíüëïõ Ì ðáßñíïõí äéáöïñåôéêÜ

÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëïÌ , åíþ ïé b êüìâïé ôïõ óõíüëïõ Â ðáßñíïõí äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá

áðü ôï óýíïëï Â. Ï êüìâïò u ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôï ÷ñþìá m + b + 1, áöïý ãåéôïíåýåé ìå

üëïõò ôïõò êüìâïõò áðü ôá äõï óýíïëá Ì êáé Â. Ï êüìâïò p1 ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôï ÷ñþìá
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cp1 = m+b+2. Ï ìÝãéóôïò âáèìüò ôïõ êüìâïõ p1 åßíáé 4m+b êáé ùò åê ôïýôïõ ôï ÷ñþìá

m + b + 2 ãåéôïíåýåé ìå üëá ôá ÷ñþìáôá. Áöïý üëïé ïé ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ p1 ðïõ äåí

Ý÷ïõí ÷ñùìáôéóôåß ðáßñíïõí äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï M ∪ B ∪ K cp1 . ÊÜèå

êüìâïò pi; 1 ≤ i ≤ 3m, ÷ñùìáôßæåôáé ìå êÜðïéï ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï Ê . ¸óôù ëïéðüí

cm ∈M ôï ÷ñþìá ðïõ äßíåôáé óôïí êüìâï p2, ï ïðïßïò Ý÷åé âáèìü ßóï ìå 4m+ b− 1. Ôï

÷ñþìá üìùò cm ãåéôïíåýåé ìå Üëëá (m− 1+ b+3m+1)− (1+ 1) < 4m+ b− 1 ÷ñþìáôá.

Ãé áõôü ôï ëüãï ÷ñåéáæüìáóôå áêüìç Ýíá ÷ñþìá ãéá íá ÷ñùìáôéóôåß Ýíáò áêüìç ãåßôïíáò

ôïõ êüìâïõ p2. Áêïëïõèþíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá êáôáëÞãïõìå üôé ï êüìâïò p2 äå ìðïñåß

íá ðÜñåé ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï Â ∪ {m+ b+ 1;m+ b+ 2} êáé ãé áõôü ðáßñíåé ÷ñþìá áðü
ôï óýíïëï Ê= cp1 .

Ìå åðáãùãÞ óôï i áðïäåéêíýåôáé üôé êÜèå êüìâïò pi ∈ P , 2 ≤ i ≤ 3m, ðáßñíåé Ýíá

÷ñþìá áðü ôï óýíïëï Ê= L. L åßíáé ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá cp1; cp2; : : : ; cpi−1.

ÁõôÜ ôá ÷ñþìáôá Ý÷ïõí Þäç áíáôåèåß óôïõò êüìâïõò pj, 1 ≤ j ≤ i. Áí ck åßíáé Ýíá ÷ñþìá

áðü ôï óýíïëï Ê ∪ {m + b + 1} ôüôå äå ìðïñåß íá áíáôåèåß óå êáíÝíá Üëëï êüìâï ôïõ

ãñáöÞìáôïò G. Êáé áõôü ãéáôß ïðïéïäÞðïôå æåýãïò ÷ñùìÜôùí (ck; j) ìå 1 ≤ j ≤ 4m + b,

õðÜñ÷åé Þäç óôïí áñìïíéêü ÷ñùìáôéóìü.

Ôþñá èá äåé÷èåß üôé üëïé ïé êüìâïé ôïõ óõíüëïõ Â ′ ðáßñíïõí ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï Â.

Áöïý êÜèå êüìâïò ui ∈ B′, 2 ≤ i ≤ b ãåéôïíåýåé ìå ôïõëÜ÷éóôï Ýíáí êüìâï áðü ôï óýíïëï

Â, äå ìðïñåß êáíÝíáò íá ðÜñåé ôï ÷ñþìá m+b+1. ¸óôù u ∈ B′ Ýíáò êüìâïò ìå âáèìü du
ðïõ ðáßñíåé ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï Ì , åíþ ïé Üëëïé êüìâïé ðáßñíïõí ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï

Â. Ìåmb−du ïñßæåôáé ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò áõôïý ðïõ Ý÷ïõí ôï Ýíá Üêñï
÷ñùìáôéóìÝíï ìå êÜðïéï ÷ñþìá áðü ôï Ì ðïõ äåí Ý÷ïõí åìöáíéóôåß áêüìá. ¸ðåéôá mb

åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ðïõ Ý÷ïõí ôï Ýíá Üêñï ôïõò ÷ñùìáôéóìÝíï ìå êÜðïéï ÷ñþìá áðü

ôï óýíïëï Â ðïõ äåí Ý÷ïõí åìöáíéóôåß áêüìá. ¢ñá ôï ðëÞèïò ôùí æåõãþí ðïõ äåí Ý÷ïõí

åìöáíéóôåß áêüìá óôï ãñÜöçìá G åßíáé mb− du+mb−mb = mb− du. Êáé ôï ðëÞèïò ôùí
áêìþí ðïõ äåí Ý÷ïõí ÷ñùìáôéóôåß åßíáé mb, êáé ïé áêìÝò xiy

i
j, 1 ≤ i ≤ 3m; 1 ≤ j ≤ s(�i).

Áõôü óõíåðÜãåôáé üôé ÷ñåéÜæïíôáé ðåñéóóüôåñá ÷ñþìáôá. Ãé áõôü ôï ëüãï ïé êüìâïé ôïõ

óõíüëïõ Â′ ðáßñíïõí ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï Â. Ìå ßäéá ëïãéêÞ êáôáëÞãïõìå üôé ïé

êüìâïé áðü ôï óýíïëï Ì ′ ðáßñíïõí ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï Ì .

Ôá æåýãç ôùí ÷ñùìÜôùí (a; b); a ∈ M; b ∈ B äåí Ý÷ïõí åìöáíéóôåß áêüìá (üëá ôá

æåýãç ÷ñùìÜôùí ðñÝðåé íá åìöáíéóôïýí), èá áíáôåèïýí áõôÜ ôá æåýãç ÷ñùìÜôùí óôéò mb

áêìÝò ðïõ Ý÷ïõí êáé ôá äõï Üêñá ôïõò á÷ñùìÜôéóôá. ÁõôÝò åßíáé ïé áêìÝò xiy
i
j; 1 ≤ i ≤

3m; 1 ≤ j ≤ s(�i) üðïõ ï êüìâïò xi áíôéóôïé÷åß óôï �i êáé ï êüìâïò yij óôïí j-ïóôü

ãåßôïíá ôïõ êüìâïõ xi ìå âáèìü 2. Ïé êüìâïé xi äå ìðïñïýí íá ÷ñùìáôéóôïýí áðü ôï

óýíïëï Â. Áí ÷ñùìáôéóôïýí, ôüôå ïé s(�i) > m á÷ñùìÜôéóôïé ãåßôïíåò yij äå ìðïñïýí íá

÷ñùìáôéóôïýí ìå m ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï Ì . Ãé áõôü ëïéðüí ïé êüìâïé xi ðáßñíïõí Ýíá

÷ñþìá áðü ôï óýíïëïÌ êáé ïé yij ðáßñíïõí Ýíá ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï Â. Ïé m−1 ãåßôïíåò
ôïõ êüìâïõ p1 ðïõ áíÞêïõí óôï óýíïëï Ì ′ Ý÷ïõí Þäç ÷ñùìáôéóôåß ìå êÜðïéï ÷ñþìá áðü

ôï Ì . ¸ôóé ãéá êÜèå 4m + b − s(�i−1) − i ãåßôïíá êáèåíüò pi; 1 ≤ i ≤ 3m, ìå âáèìü 1

áíáôßèåíôáé äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá. Áí cpi åßíáé ôï ÷ñþìá ôïõ êüìâïõ pi ÷ñçóéìïðïéïýíôáé

äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï Ì ∪B ∪K= {cxi ; F; L; cpi}. ¼ðïõ F åßíáé ôï óýíïëï
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ðïõ ðåñéÝ÷åé üëá ôá ÷ñþìáôá ðïõ Ý÷ïõí Þäç áíáôåèåß óôïõò s(�i−1)+1 ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ

pi. Êáé cxi ∈M åßíáé ôï ÷ñþìá ðïõ Ý÷åé Þäç áíáôåèåß óôïí êüìâï xi. Èá éó÷ýåé åðïìÝíùò

�i ∈ Aj áí êáé ìüíï áí ï êüìâïò xi ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôï ÷ñþìá j ∈ M . Åðßóçò éó÷ýåé

üôé
∑

�∈Áj s(�) = b ãéá êÜèå j. ÄçëáäÞ êÜèå ÷ñþìá j ðñÝðåé íá ãåéôïíåýåé ìå êÜðïéá

÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï Â. Êáé êÜèå ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï Â áíôéóôïé÷ßæåôáé óå áêñéâþò

Ýíáí êüìâï ï ïðïßïò ãåéôïíåýåé ìå üëïõò ôïõò êüìâïõò xi ðïõ Ý÷ïõí ÷ñþìá j. ¸÷ïõìå

ëïéðüí ìéá óùóôÞ 3-äéáìÝñéóç. ¼ôé ôï èåþñçìá éó÷ýåé ðñïêýðôåé áðü ôçí ÍP-ðëçñüôçôá

ôïõ 3-partition, ãéáôß ï ìåôáó÷çìáôéóìüò ãßíåôáé åýêïëá óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.

Èåþñçìá 3.2. Ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá óõíåêôéêÜ

ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval graphs) [2].

ÐáñáêÜôù ðáñáôßèåôáé ç áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò.

Ãéá íá áðïäåé÷èåß üôé ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý åßíáé NP-hard, èá ÷ñçóéìï-

ðïéçèåß Ýíáò ìåôáó÷çìáôéóìüò áðü ôï ðñüâëçìá 3-partition. ¸óôù Á = {�1; �2; : : : ; �3m}
ìå 3m óôïé÷åßá, Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò b êáé èåôéêïß áêÝñáéïé ìåãÝèïõò s(�i) ãéá êÜèå

�i ∈ Á ôÝôïéïõò þóôå íá éó÷ýåé 1=4Â < s(�i) < 1=2Â êáé
∑
�i∈Á

s(�i) = mB, 1 ≤ i ≤ 3m.

Ãéá êÜèå �i ∈ Á éó÷ýåé s(�i) > m. Áí äåí éó÷ýåé ìðïñïýìå íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå üëá

ôá ìåãÝèç s(�i) êáé b ìå ôï m + 1. ÐáñáêÜôù ðåñéãñÜöïõìå ôçí êáôáóêåõÞ åíüò ãñáöÞ-

ìáôïò ôï ïðïßï åßíáé ôáõôü÷ñïíá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí êáé ìåôáèåôéêü ãñÜöçìá. ¸óôù

ìéá êëßêá ìå m êüìâïõò, ìéá êëßêá ìå b êüìâïõò êáé Ýíáò êüìâïò u, ï ïðïßïò óõíäÝå-

ôáé ìå üëïõò ôïõò êüìâïõò áðü ôéò äõï êëßêåò. Ôï ãñÜöçìá áõôü ëÝãåôáé G1. Ãéá êÜèå

�i ∈ Á êáôáóêåõÜæåôáé Ýíá äÝíôñï Ôi âÜèïõò 1 ìå s(�i) öýëëá êáé ìå ïíïìáóßåò öýëëùí

yi1; y
i
2; : : : ; y

i
s(�i)

ãéá êÜèå �i ∈ Á. ÊÜèå äÝíôñï Ý÷åé ãéá ñßæá ôï xi êáé êÜèå öýëëï óõí-

äÝåôáé ìå ôç ñßæá, (Ý÷åé äçëáäÞ ãåßôïíá ôç ñßæá ôïõ äÝíôñïõ). ¸ôóé õðÜñ÷ïõí 3m ôÝôïéá

äÝíôñá, ôá Ô1; Ô2; : : : ; Ô3m. Óôç óõíÝ÷åéá ðñïóôßèåôáé Ýíá óýíïëï P = [u1; u2; : : : ; u3m]

ìå 3m êüìâïõò êáé êÜèå êüìâïò ui óõíäÝåôáé ìå üëïõò ôïõò êüìâïõò êÜèå äÝíôñïõ Ôi ìå

1 ≤ i ≤ 3m. Ãéá êÜèå êüìâï ui ∈ P ðñïóôßèåíôáé m − 1 + b − s(�i) + i − 1 êüìâïé êáé

óõíäÝïíôáé ìå ôïí êüìâï ui. Ôï ãñÜöçìá ëÝãåôáé G2. Ôï G1 ∪ G2 åßíáé ìç óõíåêôéêü.

Ãéá íá ãßíåé óõíåêôéêü óõíäÝïõìå ìå ìéá áêìÞ ôïõò êüìâïõò u1 êáé u. ¸ôóé ðñïêýðôåé ôï

ãñÜöçìá G, ôï ïðïßï öáßíåôáé Ó÷Þìá 3.5.2

Ôï G åßíáé ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí êáé áõôü ãéáôß ìéá êëßêá ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß ìå

Ýíá ðëÞèïò äéáóôçìÜôùí ðïõ Ý÷ïõí ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá êïéíü óçìåßï. Äõï êëßêåò ðïõ ìïéñÜ-

æïíôáé Ýíáí êüìâï u ìðïñïýí íá áíáðáñáóôáèïýí óáí Ýíá ðëÞèïò áðü äéáóôÞìáôá ôÝôïéá

þóôå Ýíá áðü áõôÜ ôá äéáóôÞìáôá, ôï ïðïßï áíôéóôïé÷åß óôïí êüìâï u, Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí

Ýíá êïéíü óçìåßï ìå ôá äéáóôÞìáôá ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôïõò êüìâïõò êÜèå êëßêáò.

Ïé êüìâïé ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìðïñïýí íá ôïðïèåôçèïýí óå ìéá ðñïò ìéá áíôéóôïé÷ßá ìå

Ýíá óýíïëï äéáóôçìÜôùí óôç ãñáììÞ ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ôÝôïéá þóôå äõï êüìâïé

íá ãåéôïíåýïõí óôï G áí êáé ìüíï áí ôá áíôßóôïé÷á äéáóôÞìáôá ôÝìíïíôáé.

2Ôï Ó÷çìá 3.5 äçìéïõñãÞèçêå áðü ôïõò Katerina Asdre, Kyriaki Ioannidou êáé Stavros D. Nikolopoulos

êáé ÷ñçóéìïðïéÞèçêå áðü ôç äçìïóßåõóç ìå ôßôëï: The harmonious coloring problem is NP-complete for

interval and permutation graphs, Disc. Appl. Math. 155 (2007) 2377{2382.
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Ó÷Þìá 3.5: ÃñÜöçìá äéáóôçìÜôùí êáé ôáõôü÷ñïíá ìåôáèåôéêü ãñÜöçìá.

Ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò áõôïý åßíáé:

(
m

2

)
+

(
b

2

)
+m+b+3m+mb+3m+mb+3m(m−2)+2mb+

3∑
i=1

i =

(
4m+ b+ 1

2

)
(3.1)

Ï áñìïíéêüò ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò äå ìðïñåß íá åßíáé ìéêñüôåñïò áðü 4m + b + 1 êáé

áí åßíáé ßóïò ìå 4m + b + 1 ôüôå ãéá êÜèå æåýãïò äéáöïñåôéêþí ÷ñùìÜôùí i; j ìå 1 ≤ i,

j ≤ 4m + b + 1 õðÜñ÷åé ìéá ìïíáäéêÞ áêìÞ ìå ôá Üêñá ôçò íá åßíáé ÷ñùìáôéóìÝíá ìå ôá

÷ñþìáôá i êáé j. Ðñïêýðôåé Ýôóé üôé Ý÷ïõìå Ýíáí áêñéâÞ ÷ñùìáôéóìü ôïõ ãñáöÞìáôïò G

ìå � ÷ñþìáôá.

Èá áðïäåé÷èåß ëïéðüí ÷ñçóéìïðïéþíôáò Ýíáí ìåôáó÷çìáôéóìü áðü ôï ðñüâëçìá 3-partition

üôé ï áñìïíéêüò ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïòG åßíáé ìéêñüôåñïò Þ ßóïò ìå 4m+b+1

áí êáé ìüíï áí ôï óýíïëï Á ìðïñåß íá äéáìåñéóôåß óåm óýíïëá Á1; Á2; : : : ; Ám ôÝôïéá þóôå

íá éó÷ýåé
∑

�∈Áj s(�) = b ãéá ïðïéïäÞðïôå j ìå 1 ≤ j ≤ m.

(⇐) ¸óôù ìéá 3-äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ Á óå Á1; Á2; : : : ; Ám óýíïëá ôÝôïéá þóôå

ãéá êÜèå j íá éó÷ýåé
∑

�∈Áj s(�) = b. Ïé êüìâïé ôçò ðñþôçò êëßêáò ÷ñùìáôßæïíôáé ìå ôá

÷ñþìáôá 1; 2; : : : ;m êáé ïé êüìâïé ôçò äåýôåñçò êëßêáò ìå ôá ÷ñþìáôám+1;m+2; : : : ;m+

b. Ï êüìâïò u ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôï ÷ñþìá m+ b+ 1. ¸óôù Ì ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá

÷ñþìáôá 1; 2; : : : ;m êáé Â ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá m+1;m+2; : : : ;m+ b êáé

Ê ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá m+b+2;m+b+3; : : : ; 4m+b+1. Áí �i ∈ Aj ôüôå

ï êüìâïò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï �i ðáßñíåé ôï ÷ñþìá j. ÊÜèå ÷ñþìá j ∈ Ì áíôéóôïé÷ßæåôáé

óå 3 êüìâïõò xi, ïé ïðïßïé áíôéóôïé÷ïýí óå 3�i ðïõ Ý÷ïõí üëá ìáæß áêñéâþò b ãåßôïíåò

âáèìïý 2. ÊáèÝíáò áðü ôïõò b ãåßôïíåò ðáßñíåé Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï

Â êáé êÜèå êüìâïò ui áðü ôï óýíïëï P ðáßñíåé Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï

Ê . O êüìâïò ui óõíäÝåôáé ìå ôïõò êüìâïõò u2, u êáé ìå m + b Üëëïõò êüìâïõò, åíþ ï

u3m óõíäÝåôáé ìå ôïí êüìâï u3m−1 êáé ìå m + b + 3m áêüìá êüìâïõò. ÐñÝðåé Ýðåéôá íá

÷ñùìáôéóôïýí ïé õðüëïéðïé m− 1+ b− s(�i)+ i− 1 ãåßôïíåò êÜèå êüìâïõ ui; 1 ≤ i ≤ 3m.
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Ïé m− 1 ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ ui ðáßñíïõí Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï Ì= ci,

üðïõ ci åßíáé ôï ÷ñþìá ðïõ áíáôÝèçêå ìüëéò ðñéí óôïí êüìâï xi ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï �i.

Ïé b−s(�i) ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ ui ðáßñíïõí Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï Â= ci,
üðïõ ci åßíáé ôï óýíïëï ôùí ÷ñùìÜôùí ðïõ ìüëéò ðñéí áíáôÝèçêáí óôïõò s(�i) ãåßôïíåò

ôïõ êüìâïõ xi. Ïé õðüëïéðïé i−1 ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ ui; 3 ≤ i ≤ 3m ðáßñíïõí ôï ÷ñþìá

m + b + 1 êáé ôá ÷ñþìáôá ðïõ áíáôÝèçêáí óôïõò êüìâïõò uj; 1 ≤ j ≤ i − 2. Ãéá ôïõò

m+ b− s(�2) ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ u2 ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï ÷ñþìá m+ b+1 êáé ôá ÷ñþìáôá

áðü ôáÌ êáé Â, åíþ ïé m−1+b−s(�1) ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ u1 ðáßñíïõí ÷ñþìáôá áðü ôá

Ì êáé Â. ÕðÜñ÷åé ëïéðüí Ýíáò áñìïíéêüò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå 4m+ b+ 1

÷ñþìáôá êáé Üñá ï áñìïíéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò áõôïý åßíáé 4m+ b+ 1.

(⇒) ¸óôù ï áñìïíéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò åßíáé ìéêñüôåñïò Þ ßóïò ìå 4m+b+1.

×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò Ýóôù üôé ïém êüìâïé ôçò ðñþôçò êëßêáò ðáßñíïõí äéáöïñåôéêÜ

÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï Ì , åíþ ïé b êüìâïé ôçò äåýôåñçò êëßêáò ðáßñíïõí äéáöïñåôéêÜ

÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï Â. Ï êüìâïò u ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôï ÷ñþìá m + b + 1, áöïý

ãåéôïíåýåé ìå üëïõò ôïõò êüìâïõò áðü ôá äõï óýíïëá Ì êáé Â. Ï êüìâïò u3m åßíáé ï

êüìâïò ìå ôï ìÝãéóôï âáèìü ðïõ åßíáé 4m+b. ÅðïìÝíùò ðñÝðåé íá ðÜñåé Ýíá ÷ñþìá áðü ôï

Ê . Áí ðÜñåé ÷ñþìá áðü ôïÌ ôüôå êáíÝíáò ãåßôïíáò ôïõ äåí ìðïñåß íá ðÜñåé ÷ñþìá áðü ôï

Ì êáé äåí ìðïñïýí íá ÷ñùìáôéóôïýí 4m+ b êüìâïé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíï 4m+ b+1−m
÷ñþìáôá. Ìå ôïí ßäéï ôñüðï áðïäåéêíýåôáé üôé ï êüìâïò u3m äå ìðïñåß íá ÷ñùìáôéóôåß

ðáßñíïíôáò ÷ñþìá áðü ôï Â Þ ôï ÷ñþìá m+ b+ 1. Ãé áõôü ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò

ï êüìâïò áõôüò ðáßñíåé ôï ÷ñþìá 4m+ b+ 1. Ïé ãåßôïíåò ôïõ ÷ñùìáôßæïíôáé ìå ÷ñþìáôá

ôïõ óõíüëïõ Ì ∪B ∪m+ b+ 1∪K= {4m+ b+1}. Ï êüìâïò u3m− 1 ðáßñíåé Ýíá ÷ñþìá

áðü ôï óýíïëï Ê= {4m + b + 1}. ¸óôù üôé ðáßñíåé ôï ÷ñþìá 4m + b. Ðñïêýðôåé üôé äå

ìðïñåß íá ðÜñåé ôï ÷ñþìá Ì ∪ B ∪ {m + b + 1} ∪ {4m + b + 1}. Ôï ÷ñþìá 4m + b + 1

äå ìðïñåß íá äïèåß óå êáíÝíáí Üëëïí êüìâï ôïõ G. Ãéáôß ïðïéïäÞðïôå æåýãïò ÷ñùìÜôùí

(4m+ b+ 1; j); 1 ≤ j ≤ 4m+ b åìöáíßæåôáé Þäç óôïí áñìïíéêü ÷ñùìáôéóìü.

Ìå åðáãùãÞ óôï i áðïäåéêíýåôáé üôé ôï ßäéï éó÷ýåé ãéá üëïõò ôïõò êüìâïõò ui ∈ P; 1 ≤
i ≤ 3m − 2. ÄçëáäÞ ï êüìâïò ui ðáßñíåé Ýíá ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï Ê= L. L åßíáé ôï

óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá m+ b+ 1 + i+ 1;m + b+ 1 + i+ 2; : : : ; 4m + b+ 1, ôá

ïðïßá Ý÷ïõí áíáôåèåß Þäç óôïõò êüìâïõò uj; 1 ≤ j ≤ 3m. ÅðåéäÞ üëá ôá æåýãç ÷ñùìÜôùí

ðñÝðåé íá åìöáíéóôïýí êáé ôá æåýãç (�; b); � ∈ Ì; b ∈ Â äåí Ý÷ïõí åìöáíéóôåß áêüìá, èá

áíáôåèïýí áõôÜ óôéò mb áêìÝò ðïõ Ý÷ïõí êáé ôá äõï Üêñá á÷ñùìÜôéóôá. ÁõôÝò ïé áêìÝò

åßíáé ïé xiy
i
j; 1 ≤ i ≤ 3m, 1 ≤ j ≤ s(�i), üðïõ ï êüìâïò xi áíôéóôïé÷åß óôï �i êáé ï êüìâïò

yij áíôéóôïé÷åß óôïí j-ïóôü ãåßôïíá ôïõ êüìâïõ xi ìå âáèìü ßóï ìå 2. Ïé êüìâïé xi äå

÷ñùìáôßæïíôáé áðü ôï óýíïëï Â, äéáöïñåôéêÜ ïé s(�i) > m á÷ñùìÜôéóôïé ãåßôïíåò yij äå

ìðïñïýí íá ÷ñùìáôéóôïýí ìå m ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï Ì . ¸ôóé ïé êüìâïé xi ðáßñíïõí

Ýíá ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï Ì êáé ïé êüìâïé yij áðü ôï óýíïëï Â. Ïé m−1+b−s(�i)+ i−1

ãåßôïíåò êÜèå êüìâïõ ui; 1 ≤ i ≤ 3m, åßíáé ïé êüìâïé ðïõ äåí Ý÷ïõí ÷ñùìáôéóôåß. Ãéá íá

÷ñùìáôéóôïýí ïé m− 1 + b− s(�i) êüìâïé ÷ñçóéìïðïéïýíôáé äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá áðü ôï
óýíïëï (ÌUB)= F (F åßíáé ôï óýíïëï ìå ÷ñþìáôá ðïõ Ý÷ïõí Þäç áíáôåèåß ðñïçãïõìÝíùò

óôïõò s(�i) + 1 ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ ui). Ãéá íá ÷ñùìáôéóôïýí ïé i − 1 á÷ñùìÜôéóôïé
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ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ ui, i > 1 ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ìüíï ÷ñþìáôá ôïõ óõíüëïõ

Ê= L= {m+b+1+i;m+b+i} ãéáôß ôá ìïíáäéêÜ æåýãç ÷ñùìÜôùí ðïõ äåí ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí
Þäç åßíáé {m+ b+1+ i; j} ìå m+ b+1 ≤ j ≤ m+ b+1+ i− 2. Èá éó÷ýåé ëïéðüí �i ∈ Áj

áí êáé ìüíï áí ï êüìâïò xi ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôï ÷ñþìá j ∈M . Éó÷ýåé
∑
s(�) = b ãéá êÜèå

j. ÊÜèå ÷ñþìá j ðñÝðåé íá ãåéôïíåýåé ìå êÜðïéá � ∈ Áj ÷ñþìáôá ôïõ Â êáé êÜèå ÷ñþìá

ôïõ Â èá áíôéóôïé÷åß óå áêñéâþò Ýíáí êüìâï ðïõ åßíáé ãåßôïíáò ìå üëïõò ôïõò êüìâïõò xi
ìå ÷ñþìá j. ÕðÜñ÷åé Ýôóé Ýíá óùóôü 3-partition.

Ôï èåþñçìá éó÷ýåé áðü ôçí ÍP-ðëçñüôçôá ôïõ 3-partition, áöïý ï ìåôáó÷çìáôéóìüò

ìðïñåß íá ãßíåé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Ôï ãñÜöçìá G ðïõ ðåñéãñÜøáìå áðïäåéêíýåôáé üôé

åßíáé êáé ìåôáèåôéêü ãñÜöçìá. Ôï ãñÜöçìá G åßíáé ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí áí êáé ìüíï áí

åßíáé ôñéãùíéêü ôï ãñÜöçìá G êáé ôï Ḡ åßíáé ìåôáâáôéêü ãñÜöçìá. To G åßíáé êáé ìåôá-

âáôéêü ãñÜöçìá. Áõôü éó÷ýåé äéüôé ôï G Ý÷åé ìéá Üêõêëç ìåôáâáôéêÞ êáôåýèõíóç. Åöüóïí

ôá G êáé Ḡ åßíáé ìåôáâáôéêÜ ãñáöÞìáôá Ýðåôáé üôé ôï G åßíáé ìåôáèåôéêü ãñÜöçìá [17].

¢ñá éó÷ýåé ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá:

Èåþñçìá 3.3. Ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý åßíáé ÍP-ðëÞñåò ãéá ôá óõíåêôéêÜ

ìåôáèåôéêÜ ãñáöÞìáôá (permutation graphs).
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ÊåöÜëáéï 4

Á÷ñùìáôéêüò Áñéèìüò

4.1 Á÷ñùìáôéêüò Áñéèìüò

4.2 ÁðïôåëÝóìáôá ÍP-ðëçñüôçôáò

4.3 ÐïëõùíõìéêÞ ëýóç ãéá ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý

4.1 Á÷ñùìáôéêüò Áñéèìüò

Óôü÷ïò ìáò åßíáé íá âñïýìå ôï üñéï óôï ïðïßï ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý

ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ðïõ ìåëåôÜìå ìåôáôñÝðåôáé áðü ðïëõùíõìéêÜ

åðéëýóéìï óå ìç ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï.

Ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò  (G) åßíáé ï ìÝãéóôïò áñéèìüò �, ãéá ôïí ïðïßï ôï ãñÜöçìá

åðéäÝ÷åôáé Ýíáí ðëÞñç ÷ñùìáôéóìü. ¸óôù {x1; x2; : : : ; xk} ôá ÷ñþìáôá åíüò êáôÜëëçëïõ

÷ñùìáôéóìïý X ôùí êïñõöþí åíüò ãñáöÞìáôïò G. Ï ÷ñùìáôéóìüò X ëÝãåôáé ðëÞñçò

(complete coloring) áí ãéá êÜèå æåýãïò ÷ñùìÜôùí (xi; xj) õðÜñ÷ïõí äõï êïñõöÝò ðïõ åßíáé

ãåéôïíéêÝò êáé ôïõò Ý÷ïõí áíáôåèåß áõôÜ ôá äýï ÷ñþìáôá (Ó÷Þìá 4.1). Óõíïøßæïíôáò

1 2 3 4

Ó÷Þìá 4.1: ¸íáò ðëÞñçò ÷ñùìáôéóìüò (complete coloring) ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ¼ðïõ

1; 2; 3; 4 åßíáé ôá ÷ñþìáôá.
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èÝëïõìå ôïí ìÝãéóôï áñéèìü ÷ñùìÜôùí êáé ìéá áíÜèåóç áõôþí ôÝôïéá þóôå ïðïéåóäÞðïôå

äõï äéáöïñåôéêÝò êëÜóåéò ÷ñùìáôéóìïý íá ìïéñÜæïíôáé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá áêìÞ (Ó÷Þìá 4.2).

¸÷åé áðïäåé÷èåß üôé ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý åßíáé ÍP-hard. Áðïäåß÷èçêå

1 2 3 4

Ó÷Þìá 4.2: ¸íáò á÷ñùìáôéêüò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

óôçí åñãáóßá [15] ôïõ Farber et al. üôé ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý åßíáé ãéá

äéìåñÞ ãñáöÞìáôá (bipartite graphs) NP-hard. Ï Bodlaender óôçí åñãáóßá ôïõ [5] áðÝäåéîå

üôé ôï ðñüâëçìá åßíáé NP-hard êáé ãéá ãñáöÞìáôá ðïõ åßíáé óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá

(cographs) êáé ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval graphs) ôáõôü÷ñïíá. ÌåëåôÞèçêå ôï

ðñüâëçìá ãéá ôá äéìåñÞ ãñáöÞìáôá êáé ãéá êÜðïéåò õðïêëÜóåéò ôùí äéìåñÞ ãñáöçìÜôùí, ôá

êõñôÜ äéìåñÞ ãñáöÞìáôá (convex bipartite graphs) êáé ôá ìç óõíåêôéêÜ äéìåñÞ ìåôáèåôéêÜ

ãñáöÞìáôá (bipartite permutation graphs).

Áðïäåß÷èçêå üôé ôï ðñüâëçìá åßíáé NP-hard ãéá ôá óõíåêôéêÜ äéìåñÞ ìåôáèåôéêÜ ãñáöÞ-

ìáôá (bipartite permutation graphs) [3]. Ãéá ôï ëüãï áõôü åßíáé êáé ôá biconvex bipartite

ãñáöÞìáôá NP-hard, åðåéäÞ åßíáé õðåñêëÜóç ôùí äéìåñÞ ìåôáèåôéêþí ãñáöçìÜôùí. Áêüìá

áðïäåéêíýåôáé üôé êáé ãéá ôçí êëÜóç ôùí quasi-threshold ãñáöçìÜôùí ôï ðñüâëçìá åßíáé

NP-hard. ÔÝëïò èá äïèåß Ýíáò ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò åðßëõóçò ôïõ

ðñïâëÞìáôïò ãéá ôá êáôùöëéêÜ ãñáöÞìáôá (threshold graphs). Áðïäåéêíýïíôáò ôçí NP-

ðëçñüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôçí êëÜóç ôùí quasi-threshold ãñáöçìÜôùí, áðïäåéêíýåôáé

êáé ç NP-ðëçñüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôá ôñéãùíéêÜ ãñáöÞìáôá (chordal graphs) êáé

ôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval graphs) ãéáôß åßíáé õðåñêëÜóåéò ôùí quasi-threshold

ãñáöçìÜôùí.

To Ó÷Þìá 4.3 áíáðáñéóôÜ ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò ôïõ á÷ñùìá-

ôéêïý áñéèìïý ãéá ãñáöÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí.

Ïé êüêêéíåò åëëåßøåéò áíôéóôïé÷ïýí óôéò êëÜóåéò üðïõ ôï ðñüâëçìá åßíáé NP-ðëÞñåò,

åíþ ïé ìáýñåò áíôéóôïé÷ïýí óå åêåßíåò ôéò êëÜóåéò üðïõ ôï ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç

P. Óôï ðáñáêÜôù êåöÜëáéï èá äåßîïõìå ôéò áíáãùãÝò ðïõ áðïäåéêíýïõí üôé ôï ðñüâëçìá

ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí.
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Ó÷Þìá 4.3: ÁíáðáñÜóôáóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò ôïõ á÷ñùìá-

ôéêïý áñéèìïý ãéá ãñáöÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Ôï

ðñüâëçìá óôéò êëÜóåéò ìå êüêêéíç Ýëëåéøç åßíáé NP-ðëÞñåò åíþ óôéò êëÜóåéò ìå ìáýñç

Ýëëåéøç åßíáé ðïëõùíõìéêü.

4.2 ÁðïôåëÝóìáôá ÍP-ðëçñüôçôáò

Èá áðïäåé÷èåß üôé ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá

ìç óõíåêôéêÜ ãñáöÞìáôá ðïõ åßíáé óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá ãñáöÞìáôá êáé ãñáöÞìáôá

äéáóôçìÜôùí ôáõôü÷ñïíá. Ðñïêýðôåé ëïéðüí ôï åîÞò èåþñçìá:

Èåþñçìá 4.1. Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá

ìç óõíåêôéêÜ ãñáöÞìáôá ðïõ åßíáé óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá ãñáöÞìáôá (cographs) êáé

ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval graphs) ôáõôü÷ñïíá [5].

ÐáñáêÜôù ðáñáôßèåôáé ç áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò.

Ãéá íá áðïäåé÷èåß üôé ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý åßíáé NP-hard,

èá ÷ñçóéìïðïéçèåß Ýíáò ìåôáó÷çìáôéóìüò áðü ôï ðñüâëçìá 3-partition. ¸óôù Ýíá óýíïëï
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Á = {�1; : : : ; �3m} ìå 3m óôïé÷åßá, Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò Â êáé èåôéêïß áêÝñáéïé ìåãÝèïõò

s(�i) ãéá êÜèå �i ∈ Á ôÝôïéïé þóôå íá éó÷ýåé 1=4Â < s(�i) ≤ 1=2Â êáé
∑

�i∈Á s(�i) = mÂ

ìå 1 ≤ i ≤ 3m. ÕðïèÝôïõìå üôé ãéá êÜèå �i ∈ Á éó÷ýåé s(�i) > m. Áí äåí éó÷ýåé ìðïñïýìå

íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå üëá ôá ìåãÝèç s(�i) êáé Â ìå ôï m + 1. ¸ðåéôá êáôáóêåõÜæåôáé

Ýíá ìç óõíåêôéêü ôáõôü÷ñïíá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí (interval graph) êáé óõìðëçñùìáôéêÜ

ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá (cograph). ¸óôù ìéá êëßêá ìå m êüìâïõò, ìéá êëßêá ìå Â êüìâïõò

êáé Ýíáò êüìâïò u, ï ïðïßïò óõíäÝåôáé ìå üëïõò ôïõò êüìâïõò áðü ôéò äõï êëßêåò. Ãéá

êÜèå �i ∈ A êáôáóêåõÜæåôáé Ýíá äÝíôñï Ôi âÜèïõò 1 ìå s(�i) öýëëá êáé ìå ïíïìáóßåò

öýëëùí yi1; y
i
2; : : : ; y

i
s(�i)

. ÊÜèå äÝíôñï Ý÷åé ãéá ñßæá ôï xi êáé êÜèå öýëëï óõíäÝåôáé ìå ôç

ñßæá, (Ý÷åé äçëáäÞ ãåßôïíá ôç ñßæá ôïõ äÝíôñïõ). ¸ôóé õðÜñ÷ïõí 3m ôÝôïéá äÝíôñá, ôá

Ô1; Ô2; : : : ; Ô3m. Ôï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýðôåé öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 4.4.

 

Ó÷Þìá 4.4: ¸íá ìç óõíåêôéêü ôáõôü÷ñïíá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí (interval graph) êáé

óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá (cograph).

Ôï ãñÜöçìá äåí ðåñéÝ÷åé Ýíá ìïíïðÜôé P4, äçëáäÞ Ýíá ìïíïðÜôé ìå ôÝóóåñéò êüìâïõò

óáí åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá, Üñá ôï ãñÜöçìá G åßíáé óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï ãñÜ-

öçìá (cograph). ¸íá äÝíôñï ìå âÜèïò 1 áíáðáñéóôÜôáé óáí Ýíá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí

(interval graph). ÊÜèå öýëëï áíáðáñßóôáôáé ìå Ýíá ìéêñü äéÜóôçìá, ÷ùñßò íá ôÝìíïíôáé

ôá áíôßóôïé÷á äéáóôÞìáôá óå êÜðïéï óçìåßï. ÊÜèå ñßæá ôïõ äÝíôñïõ áíôéóôïé÷ßæåôáé ìå

Ýíá ìåãáëýôåñï äéÜóôçìá, ôï ïðïßï ðåñéëáìâÜíåé üëá ôá äéáóôÞìáôá ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá

öýëëá ôçò ñßæáò. Ìéá êëßêá áíáðáñßóôáôáé áðü Ýíá ðëÞèïò äéáóôçìÜôùí ðïõ ìïéñÜæïíôáé

áíÜ äõï Ýíá êïéíü óçìåßï. Áðü ôçí Ýíùóç ãñáöçìÜôùí äéáóôçìÜôùí ðñïêýðôåé ãñÜöçìá

äéáóôçìÜôùí. ¸ðåéôá áðïäåéêíýåôáé üôé ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò åßíáé ìåãáëýôåñïò Þ ßóïò

áðü m+B+1. Êáé áõôü éó÷ýåé áí êáé ìüíï áí ôï óýíïëï Á ìðïñåß íá äéáìåñéóôåß óôá åîÞò

m óýíïëá: Á1; Á2; : : : ; Ám ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå j íá éó÷ýåé
∑
�∈Áj

s(�) = B. Ôï ðëÞèïò

ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò áõôïý åßíáé:(
m

2

)
+

(
B

2

)
+m+B +

3m∑
i=1

s(�i) =

(
m+B + 1

2

)
(4.1)
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¼ðùò áíáöÝñèçêå ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò äå ìðïñåß íá åßíáé ìåãáëýôåñïò áðüm+B+1

ãéáôß ãéá êÜèå óùóôü ÷ñùìáôéóìü ôïõ ãñáöÞìáôïò G êáé ãéá êÜèå æåýãïò äéáöïñåôéêþí

÷ñùìÜôùí i; j ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá áêìÞ ðïõ ôá Üêñá ôçò èá Ý÷ïõí ôá

÷ñþìáôá i êáé j. Áí ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò åßíáé ßóïò ìå m+B+1, ôüôå ãéá êÜèå óùóôü

÷ñùìáôéóìü ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßm+B+1 ÷ñþìáôá èá õðÜñ÷åé ãéá êÜèå æåýãïò äéáöïñåôéêþí

÷ñùìÜôùí i; j ∈ {1; 2 : : : ;m+B+1} ìéá ìïíáäéêÞ áêìÞ ìå Üêñá ôçò ÷ñùìáôéóìÝíá ìå ôá
÷ñþìáôá i êáé j.

¸óôù ìéá äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ Á óå m óýíïëá Á1; Á2; : : : ; Ám ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå

j íá éó÷ýåé
∑

�∈Aj s(�) = B. Èá ÷ñùìáôéóôåß óùóôÜ ôï ãñÜöçìá G ìå m+B+1 ÷ñþìáôá.

Ïé êüìâïé ôçò ðñþôçò êëßêáò ÷ñùìáôßæïíôáé ìå ôá ÷ñþìáôá 1; 2; : : : ;m êáé ïé êüìâïé ôçò

äåýôåñçò êëßêáò ìå ôá ÷ñþìáôá m + 1;m + 2; : : : ;m + Â. Ï êüìâïò u ÷ñùìáôßæåôáé ìå

ôï ÷ñþìá m + Â + 1. Áí �i ∈ Aj ôüôå ç ñßæá ôïõ i-ïóôïý äÝíôñïõ ðïõ Ý÷åé s(�i) öýëëá

ðáßñíåé ôï ÷ñþìá j. ÊÜèå ÷ñþìá j ∈ {1; 2; : : : ;m} áíôéóôïé÷ßæåôáé óôç ñßæá ôñéþí äÝíôñùí.
Êáé ôá ôñßá äÝíôñá óõíïëéêÜ Ý÷ïõí áêñéâþò Â öýëëá. ÊÜèå öõëëï áðü ôá Â öýëëá ðáßñíåé

äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï {m+1;m+2; : : : ;m+Â}. ¸ôóé ðñïêýðôåé Ýíáò óùóôüò

÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå m+Â +1 ÷ñþìáôá. ¢ñá ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ

ãñáöÞìáôïò G åßíáé m+ Â + 1.

¸óôù üôé ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G åßíáé ìåãáëýôåñïò Þ ßóïò áðü

m+Â+1. ¢ñá èá õðÜñ÷åé Ýíáò óùóôüò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò áõôïý ìå m+Â+1

÷ñþìáôá. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò Ýóôù üôé ï êüìâïò u ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôï ÷ñþìá

m + Â + 1. Ï êüìâïò u Ý÷åé óáí ãåßôïíÝò ôïõ Üëëïõò m + Â êüìâïõò. Ãé áõôü ôï ëüãï

êáíÝíáò Üëëïò êüìâïò óôï ãñÜöçìá áõôü äåí ðáßñíåé ôï ÷ñþìá m + Â + 1. Áêüìá üëïé

ïé ãåßôïíåò ôïõ u ðñÝðåé íá Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôïí êüìâï u. Ãé áõôü ôï ëüãï

õðïèÝôïõìå üôé ïé êüìâïé ôçò ðñþôçò êëßêáò ÷ñùìáôßæïíôáé ìå ôá ÷ñþìáôá 1; 2; : : : ;m êáé

ïé êüìâïé ôçò äåýôåñçò êëßêáò ìå ôá ÷ñþìáôá m+1;m+2; : : : ;m+Â. Ç ñßæá ôïõ äÝíôñïõ

äå ìðïñåß íá ÷ñùìáôéóôåß ìå ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï {m+1;m+2; : : : ;m+Â}. Áí ãéíüôáí
áõôü ïé êüìâïé ìå ôï ÷ñþìá áõôü èá åß÷áí ùò ãåßôïíåò ðåñéóóüôåñïõò áðü m+Â êüìâïõò.

Áõôü èá åß÷å ùò áðïôÝëåóìá ðåñéóóüôåñåò áðü äõï áêìÝò íá Ý÷ïõí ôá ßäéá ÷ñþìáôá óôá

Üêñá ôïõò. ¸óôù üôé �i ∈ Aj áí êáé ìüíï áí ç ñßæá ôïõ i-ïóôïý äÝíôñïõ ðïõ Ý÷åé s(�i)

öýëëá ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôï ÷ñþìá j êáé ãéá êÜèå j éó÷ýåé:
∑

�∈Áj s(�) = B. ÊÜèå ÷ñþìá

j ðñÝðåé íá ãåéôíéÜæåé ìå ôá ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï {m + 1;m + 2; : : : ;m + Â} ðïõ

áíôéóôïé÷ïýí óôéò áêìÝò ôùí äÝíôñùí. ÊÜèå Ýíá áðü ôá Â ÷ñþìáôá ðñÝðåé íá áíôéóôïé÷åß

óå áêñéâþò Ýíá ðáéäß ôçò ñßæáò åíüò äÝíôñïõ, ç ïðïßá ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôï ÷ñþìá j. ¸÷ïõìå

ëïéðüí ìéá óùóôÞ äéáìÝñéóç. Ôï èåþñçìá éó÷ýåé ëüãù ôçò ÍP-ðëçñüôçôáò ôïõ 3-partition,

áöïý ï ìåôáó÷çìáôéóìüò ãßíåôáé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.

Èåþñçìá 4.2. Ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý åßíáé ÍP-ðëÞñåò ãéá ôá óõíåêôéêÜ

ãñáöÞìáôá ðïõ åßíáé ôáõôü÷ñïíá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí (interval graphs) êáé óõìðëçñù-

ìáôéêÜ ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá (cograph).

Ðáñáôßèåôáé ðáñáêÜôù ç áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò.

Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò ðñïêýðôåé áðü ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá ðïõ áíáöÝñåôáé óôá ìç

óõíåêôéêÜ ãñáöÞìáôá. ¸óôù Ýíá ãñÜöçìá G = (V;E) (ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí êáé ôáõôü-
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÷ñïíá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá) ôï ïðïßï Ý÷åé á÷ñùìáôéêü áñéèìü ßóï ìå Ê .

¸óôù G∗ ôï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýðôåé áí ðñïóèÝóïõìå ôïí êüìâï u0 óôï ãñÜöçìá G. Ï

êüìâïò u0 óõíäÝåôáé ìå üëïõò ôïõò Üëëïõò êüìâïõò ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ÅðåéäÞ ï êüìâïò

u0 áíôéóôïé÷åß óå Ýíá äéÜóôçìá ðïõ ðåñéëáìâÜíåé üëá ôá Üëëá äéáóôÞìáôá, ôï ãñÜöçìá G∗
ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí (interval graph). Áêüìá åðåéäÞ ôï ãñÜöçìá G

äåí ðåñéÝ÷åé åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá P4 êáé êáíÝíá åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá ôïõ G∗ ðïõ
ðåñéÝ÷åé ôïí êüìâï u0 äå ìðïñåß íá åßíáé éóïìïñöéêü ìå ôï P4, åöüóïí ï êüìâïò u0 ðñÝðåé

íá åßíáé ãåßôïíáò ìå êáèÝíáí áðü ôïõò Üëëïõò 3 êüìâïõò áðü ôï åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá,

ôï ãñÜöçìá G∗ åßíáé óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá (cograph). ¢ñá ôï ãñÜöçìá

G∗ åßíáé óõíåêôéêü, áöïý êÜèå êüìâïò ðïõ äåí åßíáé ï êüìâïò u0 ãåéôïíåýåé ìå ôïí êüìâï
u0.

Ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G∗ åßíáé áêñéâþò Ê+1. Áõôü éó÷ýåé ãéáôß Ýíáò

óùóôüò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå Ê ÷ñþìáôá ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå Ýíáí óùóôü

÷ñùìáôéóìü ôïõ G∗ ìå Ê + 1 ÷ñþìáôá, áí ÷ñùìáôéóôåß ï êüìâïò u0 ìå ôï Ê + 1 ÷ñþìá.

Ðñïêýðôåé ëïéðüí üôé ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G∗ åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí ßóïò
ìå Ê + 1.

ÕðïèÝôïõìå üôé õðÜñ÷åé Ýíáò óùóôüò ÷ñùìáôéóìüò f ôïõ ãñáöÞìáôïòG∗ ìå � ÷ñþìáôá.
ÊáíÝíáò êüìâïò äå ìðïñåß íá Ý÷åé ôï ßäéï ÷ñþìá ìå ôïí êüìâï u0. Áí åöáñìïóôåß ï

÷ñùìáôéóìüò f óôï ãñÜöçìá G, Ýóôù f ′ ï ÷ñùìáôéóìüò ðïõ ðñïêýðôåé. Ï ÷ñùìáôéóìüò

f ′ åßíáé Ýíáò óùóôüò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G êáé ÷ñçóéìïðïéåß � − 1 ÷ñþìáôá.

Áðü åäþ óõíåðÜãåôáé üôé ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G∗ åßíáé ôï ðïëý ßóïò

ìå Ê + 1.

Áðïäåß÷èçêå üôé õðÜñ÷åé Ýíáò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ìåôáó÷çìáôéóìüò áðü ôçí ðåñß-

ðôùóç ôùí ìç óõíåêôéêþí ãñáöçìÜôùí ðñïò ôçí ðåñßðôùóç ôùí óõíåêôéêþí ãñáöçìÜôùí.

¸ôóé ëïéðüí ãéá ôá óõíåêôéêÜ ãñáöÞìáôá ðïõ åßíáé ôáõôü÷ñïíá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí

êáé óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá, ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý åßíáé

ÍP-ðëÞñåò.

Ôá óõíåêôéêÜ ãñáöÞìáôá ðïõ åßíáé ôáõôü÷ñïíá interval êáé cograph åßíáé åðßóçò quasi-

threshold ãñáöÞìáôá, êáé áõôü ãéáôß äåí ðåñéÝ÷ïõí åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá éóüìïñöï ôïõ

P4 Þ ôïõ C4. ¢ñá éó÷ýåé ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá:

Èåþñçìá 4.3. Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý åßíáé ÍP-ðëÞñåò ãéá ôá

óõíåêôéêÜ quasi-threshold ãñáöÞìáôá.

Áðïäåéêíýåôáé üôé áí G åßíáé Ýíá ãñÜöçìá ìå áêñéâþò � áíÜ äõï óõíäõáóìïýò áêìþí

ôüôå Ýíáò êáôÜëëçëïò ÷ñùìáôéóìüò ôùí êüìâùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå � ÷ñþìáôá åßíáé

á÷ñùìáôéêüò áí êáé ìüíï áí ôï ãñÜöçìá G Ý÷åé áñìïíéêü ÷ñùìáôéóìü. Áêüìá áí ôï

ãñÜöçìá G Ý÷åé áêìÝò ßóåò ìå � áíÜ äõï óõíäõáóìïýò ôüôå éó÷ýåé üôé  (G) = � êáé

h(G) = �. Óýìöùíá ìå ôéò áðïäåßîåéò ðïõ éó÷ýïõí ãéá ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý

éó÷ýåé ôï áêüëïõèï èåþñçìá ãéá ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý.

Èåþñçìá 4.4. Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý åßíáé ÍP-ðëÞñåò ãéá ôá

óõíåêôéêÜ äéìåñÞ ìåôáèåôéêÜ ãñáöÞìáôá (bipartite permutation graphs) [3].
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4.3 ÐïëõùíõìéêÞ ëýóç ãéá ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý

Èá ìåëåôÞóïõìå ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý ãéá ôçí êëÜóç ôùí êáôùöëéêþí

ãñáöçìÜôùí (threshold graphs) êáé èá ðåñéãñÜøïõìå Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï ðïõ óôçñß-

æåôáé óôéò éäéüôçôåò ôçò êëÜóçò ôùí êáôùöëéêþí ãñáöçìÜôùí [3].

Ðñþôç öïñÜ ïé Chvatal êáé Hammer ôï 1977 ðáñïõóßáóáí ôçí Ýííïéá ôùí êáôùöëéêþí

ãñáöçìÜôùí. Êáôùöëéêü ëÝãåôáé Ýíá ãñÜöçìá G áí êáé ìüíï áí ôï ãñÜöçìá áõôü äåí

ðåñéÝ÷åé åðáãüìåíá õðïãñáöÞìáôá 2Ê2; P4 Þ C4. Óå ìéá Üëëç åñãáóßá [15] õðÜñ÷åé Ýíáò

Üëëïò ïñéóìüò. Êáôùöëéêü ëÝãåôáé Ýíá ãñÜöçìá G áí õðÜñ÷åé ìéá äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ

V (G) óå äõï îÝíá ìåôáîý ôïõò óýíïëáÊ , É êáé ìéá äéÜôáîç {u1; u2; : : : ; un} ôùí êüìâùí ôïõ
óõíüëïõ É , ôÝôïéá þóôå ôï óýíïëï Ê íá åðÜãåé ìéá êëßêá óôï ãñÜöçìá G, åíþ ôï óýíïëï É

íá åßíáé Ýíá åõóôáèÝò óýíïëï êüìâùí êáé íá éó÷ýåé üôé ôï ÍG(u1) ⊂ ÍG(u2) ⊂ : : : ⊂ ÍG(un).

Ç äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ V (G) ðïõ éêáíïðïéåß ôá ðáñáðÜíù ëÝãåôáé (Ê; É) äéáìÝñéóç ôïõ

ãñáöÞìáôïò G.

Ç êëÜóç ôùí êáôùöëéêþí ãñáöçìÜôùí (threshold graph) åßíáé õðïêëÜóç ôùí quasi-

threshold ãñáöçìÜôùí. Ãéá Ýíá êáôùöëéêü ãñÜöçìá G õðÜñ÷åé ìéá äåíäñéêÞ áíáðáñÜ-

óôáóç, ôï cent-tree TC(G), ç ïðïßá Ý÷åé ôéò éäéüôçôåò ôïõ ãñáöÞìáôïò. Ôï TC(G) åßíáé

ðáñüìïéï ìå ôï cent-tree åíüò quasi-threshold ãñáöÞìáôïò. Åöüóïí êÜðïéï êáôùöëéêü

ãñÜöçìá G äåí ðåñéÝ÷åé êÜðïéï åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá éóüìïñöï ôïõ 2Ê2, êÜèå åóùôåñé-

êüò êüìâïò Vi Ý÷åé Êi ≥ 2 ðáéäéÜ, üðïõ ôï ðïëý Ýíá áðü áõôÜ åßíáé åóùôåñéêüò êüìâïò, åíþ

ôá õðüëïéðá Êi−1 ðáéäéÜ åßíáé öýëëá ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ìüíï Ýíáí êüìâï. ÐáñáêÜôù öáßíåôáé

ç äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôïõ cent-tree TC(G) åíüò êáôùöëéêïý ãñáöÞìáôïò (Ó÷Þìá 4.5).

Ó÷Þìá 4.5: Ç äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôïõ cent-tree TC(G) åíüò êáôùöëéêïý ãñáöÞìáôïò.

Ôï cent-tree TC(G) áíáðáñéóôÜ ìéá (Ê; É) äéáìÝñéóç ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Ç áëëéþò

éóïäýíáìá äïèÝíôïò ìéáò (Ê; É) äéáìÝñéóçò ôïõ ãñáöÞìáôïò G êáôáóêåõÜæåôáé ôï cent-

tree TC(G). Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ cent-tree TC(G) åðéôõã÷Üíåôáé ëýóç ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ãéá

ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý óôçí êëÜóç ôùí êáôùöëéêþí ãñáöçìÜôùí.
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Áëãüñéèìïò 2 Á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò

1. ÊáôáóêåõÞ ôïõ TC(G).

2. ×ñùìáôéóìüò ôùí êüìâùí ôïõ ðéï áñéóôåñïý ìïíïðáôéïý (êëßêá) ôïõ TC(G) ìå äéá-

öïñåôéêÜ ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï C = {1; 2; : : : ;  (G)}.

3. ×ñùìáôéóìüò ôïõ êÜèå êüìâïõ ðïõ åßíáé öýëëï ôïõ TC(G) ìå ÷ñþìá ðïõ Ý÷åé Þäç äï-

èåß óôïí êüìâï áäåñöü ðïõ áíÞêåé óôï ðéï áñéóôåñü ìïíïðÜôé ôïõ TC(G) êáé ðåñéÝ÷åé

ìéá êëßêá.

4. Áí õðÜñ÷ïõí áðïìïíùìÝíïé êüìâïé (ãñÜöçìá ìç óõíåêôéêü) ÷ñùìáôßæïíôáé áðü ôï

óýíïëï C.

Ïé êüìâïé Vi ôïõ ðéï áñéóôåñïý ìïíïðáôéïý ôïõ äÝíôñïõ äçìéïõñãïýí ìéá êëßêá. Åðï-

ìÝíùò êÜèå êüìâïò ui ∈ V (G) ðñÝðåé íá åßíáé ÷ñùìáôéóìÝíïò ìå Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá.

¸óôù n′ ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí ôïõ ðéï áñéóôåñïý ìïíïðáôéïý ôïõ TC(G), ôüôå ïé êüìâïé

ôïõ ãñáöÞìáôïò èá ÷ñùìáôéóôïýí áðü ôï óýíïëï C = {1; 2; : : : ; n′}. Ãéá ôïí á÷ñùìáôéêü
áñéèìü éó÷ýåé  (G) = n′. ¸ðåéôá Ýóôù C ′ ⊂ C ôï óýíïëï ôùí ÷ñùìÜôùí ðïõ äßíïíôáé óôï

ðéï áñéóôåñü öýëëï ôïõ TC(G) êáé Ýóôù c
′
i ∈ C ′. Áí n′+1 Ýíá êáéíïýñéï ÷ñþìá ðïõ äßíåôáé

óå Ýíáí êüìâï ôïõ TC(G) ðïõ äåí Ý÷åé ÷ñùìáôéóôåß áêüìá, ôüôå ôï æåýãïò (n′ + 1; c′i) äå

ìðïñåß íá åìöáíéóôåß. ¢ñá ãéá íá äïèïýí ÷ñþìáôá óôá öýëëá ôïõ TC(G) ðïõ äåí Ý÷ïõí

÷ñùìáôéóôåß, ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï óýíïëï C Ýôóé þóôå êáíÝíáò êüìâïò ui ∈ V (G) íá ìç ÷ñù-

ìáôéóôåß ìå ÷ñþìá ðïõ Ý÷åé äïèåß óå êÜðïéïí ðñïçãïýìåíü ôïõ óôï ðéï áñéóôåñü ìïíïðÜôé.

Áêüìá éó÷ýåé  (G) = !(G), üðïõ !(G) ï áñéèìüò ôçò ìÝãéóôçò êëßêáò. Áðïäåéêíýåôáé

üôé ï áñéèìüò ôçò ìÝãéóôçò êëßêáò éóïýôáé ìå ôïí ÷ñùìáôéêü áñéèìü. Áõôü ðñïêýðôåé áðü

ôéò éäéüôçôåò ôïõ TC(G). ÐáñáðÜíù äßíåôáé Ýíáò ãñáììéêüò áëãüñéèìïò õðïëïãéóìïý ôïõ

á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý ãéá êáôùöëéêÜ ãñáöÞìáôá. Óáí åßóïäï ï áëãüñéèìïò äÝ÷åôáé Ýíá

êáôùöëéêü ãñÜöçìá êáé óáí Ýîïäï äßíåé ôïí á÷ñùìáôéêü áñéèìü ôïõ ãñáöÞìáôïò.

Ôï 4ï âÞìá ôïõ áëãïñßèìïõ éó÷ýåé ãéáôß ôï ìç óõíåêôéêü êáôùöëéêü ãñÜöçìá Ý÷åé

ìüíï ìéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ìå ðåñéóóüôåñïõò áðü Ýíáí êüìâïõò. Ïé Üëëåò óõíåêôéêÝò

óõíéóôþóåò ðåñéÝ÷ïõí ìüíï Ýíáí êüìâï. Áí äåí ßó÷õå áõôü ôüôå èá õðÞñ÷å õðïãñÜöçìá

éóïìïñöéêü ôïõ 2Ê2.

Áðü üëá ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 4.5. Ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý óôá êáôùöëéêÜ ãñáöÞìáôá åðéëýå-

ôáé óå ãñáììéêü ÷ñüíï êáé ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò åßíáé ßóïò ìå ôïí áñéèìü êëßêáò.

34



ÊåöÜëáéï 5

ÌÝãéóôï Óýíïëï ÊïðÞò

5.1 ÌÝãéóôï Óýíïëï ÊïðÞò

5.2 ÁðïôåëÝóìáôá ÍP-ðëçñüôçôáò

5.1 ÌÝãéóôï Óýíïëï ÊïðÞò

Óôü÷ïò ìáò åßíáé íá ìåëåôÞóïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò ôïõ ìåãß-

óôïõ óõíüëïõ êïðÞò ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ðïõ ìåëåôÜìå. ØÜ÷íïõìå

ôï üñéï óôï ïðïßï ôï ðñüâëçìá ãßíåôáé áðü ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï óå ìç ðïëõùíõìéêÜ

åðéëýóéìï.

Óôï ðñüâëçìá ôïõ ìåãßóôïõ óõíüëïõ êïðÞò (Max Cut) äßíåôáé Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï

ãñÜöçìá G = (V;E), ìéá óõíÜñôçóç áêìéêþí âáñþí w : E → Z+, Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò

Ê êáé æçôåßôáé êáôÜ ðüóï õðÜñ÷åé ìéá äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ V óå äõï óýíïëá V1; V2
ôÝôïéá þóôå ôï Üèñïéóìá ôùí âáñþí ôùí áêìþí ðïõ Ý÷ïõí ôï Ýíá Üêñï ôïõò óôï óýíïëï

V1 êáé ôï Üëëï Üêñï ôïõò óôï óýíïëï V2 íá åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí Ê . ¼ôáí üëá ôá âÜñç

åßíáé 1, äçëáäÞ üôáí ôï ãñÜöçìá äåí Ý÷åé âÜñç êáé æçôåßôáé ìéá äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ ôùí

êüìâùí V óå äõï óýíïëá V1; V2 ôÝôïéá þóôå ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ðïõ Ý÷ïõí ôï Ýíá Üêñï

ôïõò óôï óýíïëï V1 êáé ôï Üëëï Üêñï ôïõò óôï óýíïëï V2 íá åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí Ê , ôï

ðñüâëçìá ëÝãåôáé ðñüâëçìá ôïõ áðëïý ìåãßóôïõ óõíüëïõ êïðÞò (Simple Max Cut). Êáé

ôá äõï ðñïâëÞìáôá åßíáé NP-ðëÞñç [20].

Ïé Bodlander êáé Jansen óôçí åñãáóßá ôïõò [6] ìåëåôïýí ôï ðñüâëçìá óå ðïëëÝò êëÜ-

óåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Áðïäåéêíýïõí üôé ôï ðñüâëçìá åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôñéãùíéêÜ

ãñáöÞìáôá (chordal graphs) ìå áíáãùãÞ ôïõ MAX 2-SAT. ¸ðåéôá áðïäåéêíýåôáé ç NP-

ðëçñüôçôá ãéá ôá äéá÷ùñßóéìá ãñáöÞìáôá (split graphs) ìå áíáãùãÞ ôïõ áñ÷éêïý Simple

Max Cut. Óôá äéìåñÞ ãñáöÞìáôá (bipartite graphs) ôï ðñüâëçìá ëýíåôáé ðïëõùíõìéêÜ

áëëÜ ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò ãéá ôá ôñéìåñÞ ãñáöÞìáôá (tripartite graphs) êáé ãéá ôï óõ-

ìðëÞñùìá ôïõ äéìåñïýò ãñáöÞìáôïò (co-bipartite) [6]. Ïé Grotschel êáé Pulleyblank óôçí
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åñãáóßá ôïõò [18] áðïäåéêíýïõí üôé ôï ðñüâëçìá Simple Max Cut ëýíåôáé ðïëõùíõìéêÜ

óôá áóèåíÞ äéìåñÞ ãñáöÞìáôá (weakly bipartite garph) ìå ÷ñÞóç ôå÷íéêþí ãñáììéêïý ðñï-

ãñáììáôéóìïý. ÁõôÞ ç ìÝèïäïò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß þóôå íá ëõèåß ôï ðñüâëçìá óå

ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï êáé óôá äéìåñÞ ãñáöÞìáôá. ÔÝëïò ãéá ôá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá

ãñáöÞìáôá (cographs) õðÜñ÷åé ôåôñáãùíéêüò áëãüñéèìïò Ï(n2) [4]. Ðáñáôßèåôáé ðáñáêÜôù

Ýíá ó÷Þìá (5.1) ðïõ áíáðáñéóôÜ ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò ôïõ ìåãß-

óôïõ óõíüëïõ êïðÞò ãéá ãñáöÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí.

Ó÷Þìá 5.1: ÁíáðáñÜóôáóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò ôïõ ìåãßóôïõ

óõíüëïõ êïðÞò ãéá ãñáöÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Ôï

ðñüâëçìá óôéò êëÜóåéò ìå êüêêéíç Ýëëåéøç åßíáé NP-ðëÞñåò åíþ óôéò êëÜóåéò ìå ìáýñç

Ýëëåéøç åßíáé ðïëõùíõìéêü.

Ïé êüêêéíåò åëëåßøåéò áíôéóôïé÷ïýí óôéò êëÜóåéò üðïõ ôï ðñüâëçìá åßíáé NP-ðëÞñåò, åíþ

ïé ìáýñåò áíôéóôïé÷ïýí óå åêåßíåò ôéò êëÜóåéò üðïõ ôï ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç P.
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5.2 ÁðïôåëÝóìáôá ÍP-ðëçñüôçôáò

Èá áðïäåßîïõìå ðáñáêÜôù üôé óôá äéá÷ùñßóéìá ãñáöÞìáôá (split graphs) ôï ðñüâëçìá

ôïõ áðëïý ìåãßóôïõ óõíüëïõ êïðÞò åßíáé NP-ðëÞñåò. ÐáñáêÜôù èá ìåëåôÞóïõìå ôá äõï-

äéá÷ùñßóéìá ãñáöÞìáôá (2-split graphs). Áõôü åßíáé Ýíá ãñÜöçìá óôï ïðïßï êÜèå êüìâïò

áðü ôï áíåîÜñôçôï óýíïëï É ãåéôïíåýåé ìå áêñéâþò äõï êüìâïõò áðü ôçí êëßêá Ê . Ðñï-

êýðôåé ëïéðüí ôï åîÞò èåþñçìá.

Èåþñçìá 5.1. To ðñüâëçìá ôïõ áðëïý ìåãßóôïõ óõíüëïõ êïðÞò åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá

äõï-äéá÷ùñßóéìá ãñáöÞìáôá (2-split graphs) [6].

ÐáñáêÜôù ðáñáôßèåôáé ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò.

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíáí ìåôáó÷çìáôéóìü áðü ôï ðñüâëçìá ôïõ áðëïý ìåãßóôïõ óõ-

íüëïõ êïðÞò. ¸óôù Ýíá ãñÜöçìá G = (V;E) êáé Ḡ = (V; Ē) åßíáé ôï óõìðëÞñùìá ôïõ

ãñáöÞìáôïò G. ¸óôù Ç = (V ∪ Ē; F ) Ýíá ãñÜöçìá ìå F = {(u;w) | u;w ∈ V; u ̸=
w} ∪ {(u; e) | u ∈ V; e ∈ Ē , u åßíáé ôï ôåëéêü Üêñï ôçò áêìÞò e}. ÄçëáäÞ èá ãßíåé

ìéá áíôéóôïß÷éóç åíüò êüìâïõ áðü ôï ãñÜöçìá Ç ìå êÜèå êüìâï áðü ôï ãñÜöçìá G êáé

êÜèå áêìÞ áðü ôï Ḡ. Ôï óýíïëï Å̄ åßíáé Ýíá áíåîÜñôçôï óýíïëï óôï ãñÜöçìá Ç êáé ôï

óýíïëï V ó÷çìáôßæåé ìéá êëßêá. ÊÜèå áêìÞ ðïõ áíáðáñéóôÜ Ýíáí êüìâï óõíäÝåôáé ìå ôïõò

êüìâïõò ðïõ áíáðáñéóôïýí ôá Üêñá ôçò.

Èåùñåßôáé üôé ôï ãñÜöçìá G åðéäÝ÷åôáé ìéá äéáìÝñéóç ìå ôïõëÜ÷éóôïí Ê áêìÝò êïðÞò,

áí êáé ìüíï áí ôï ãñÜöçìá Ç åðéôñÝðåé ìéá äéáìÝñéóç ìå ôïõëÜ÷éóôïí 2|Å̄| + Ê áêìÝò

êïðÞò. Áí ëïéðüí W1;W2 äõï äéáìåñßóåéò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå ôïõëÜ÷éóôïí Ê áêìÝò

êïðÞò, èá äéáìåñéóôïýí ïé êüìâïé ôïõ ãñáöÞìáôïò Ç ìå ôïí åîÞò ôñüðï: Ôï óýíïëï V

èá äéáìåñéóôåß üðùò óôï ãñÜöçìá G. Ãéá êÜèå áêìÞ e ∈ E áí ôá äõï Üêñá ôçò áêìÞò e

áíÞêïõí óôç äéáìÝñéóç W1, ôüôå ç áêìÞ áõôÞ èá ìåôáöåñèåß óôç äéáìÝñéóç W2, áíôßóôïé÷á

áí ôá äõï Üêñá ôçò áêìÞò e áíÞêïõí óôç äéáìÝñéóç W2, ôüôå ç áêìÞ áõôÞ èá ìåôáöåñèåß

óôç äéáìÝñéóç W1. ¸ôóé ëïéðüí ðñïêýðôåé üôé ôï åðéèõìçôü ðëÞèïò ôùí áêìþí êïðÞò åßíáé

2|Ē|+Ê .

¸óôù üôé äéáìåñßæåôáé ôï ãñÜöçìá Ç óôá äõï óýíïëáW1,W2 ìå ôïõëÜ÷éóôïí 2|Å̄|+Ê
áêìÝò êïðÞò. Ïé êüìâïé ôïõ ãñáöÞìáôïò G äéáìåñßæïíôáé óôá óýíïëáW1∩V , W2∩V . Ìå

áõôÞ ôç äéáìÝñéóç ðåôõ÷áßíïõìå ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí êïðÞò ðïõ èÝëïõìå. Ãéá êÜèå áêìÞ

(u;w) ∈ E õðÜñ÷åé ìéá áêìÞ êïðÞò óôï ãñÜöçìá H áí ç áêìÞ (u;w) åßíáé áêìÞ êïðÞò óôï

G, áëëéþò äåí õðÜñ÷ïõí áêìÝò êïðÞò. Éó÷ýåé ëïéðüí üôé ãéá êÜèå áêìÞ e = (u;w) ∈ Ē áðü

ôéò áêìÝò (u;w); (e; u); (e; w) ôï ðïëý äõï ìðïñïýí íá åßíáé ìéá áêìÞ êïðÞò. ¢ñá ëïéðüí

ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí êïðÞò óôï G åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí êïðÞò óôï

ãñÜöçìá Ç ìåßïí 2|Å̄|. ÅðåéäÞ ôï ãñÜöçìá Ç êáôáóêåõÜæåôáé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï áðü

ôï ãñÜöçìáG êáé åðåéäÞ ôá äõï-äéá÷ùñßóéìá åßíáé õðïêëÜóç ôùí äéá÷ùñßóéìùí ãñáöçìÜôùí

éó÷ýåé ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá.

Èåþñçìá 5.2. Ôï Simple Max Cut åßíáé ÍP-ðëÞñåò ãéá ôá äéá÷ùñßóéìá ãñáöÞìáôá (split

graphs).

¸ðåéôá áí Ýíá ãñÜöçìá G åßíáé äéá÷ùñßóéìï ãñÜöçìá ôüôå ôï ãñÜöçìá G åßíáé êáé

ìåôáâáôéêü (comparability) áí êáé ìüíï áí ôï ãñÜöçìá áõôü äåí ðåñéÝ÷åé õðïãñÜöçìá
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éóïìïñöéêü ôùí ôñéþí ãñáöçìÜôùí ðïõ öáßíïíôáé ðáñáêÜôù. ÄçëáäÞ üôé éó÷ýåé ãéá ôá

äéá÷ùñßóéìá éó÷ýåé êáé ãéá ôá ìåôáâáôéêÜ ãñáöÞìáôá.

 

Ó÷Þìá 5.2: ÕðïãñáöÞìáôá ðïõ áðáãïñåýïíôáé óôá äéá÷ùñßóéìá (split) ãñáöÞìáôá êáé óôá

ìåôáâáôéêÜ (comparability) ãñáöÞìáôá.

Èåþñçìá 5.3. Ôo Simple Max Cut åßíáé ÍP-ðëÞñåò ãéá ôá ìåôáâáôéêÜ ãñáöÞìáôá (com-

parability graphs).
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ÊåöÜëáéï 6

ÌïíïðÜôé Hamilton êáé ÅðéêÜëõøç ìå

ÌïíïðÜôéá

6.1 ÌïíïðÜôé Hamilton êáé ÅðéêÜëõøç ìå ÌïíïðÜôéá

6.2 ÐïëõùíõìéêÝò ëýóåéò ãéá ôï ìïíïðÜôé Hamilton êáé ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò

ìå ìïíïðÜôéá

6.1 ÌïíïðÜôé Hamilton êáé ÅðéêÜëõøç ìå ÌïíïðÜôéá

Óôü÷ïò ìáò åßíáé íá ìåëåôÞóïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò ìïíïðáôéïý

Hamilton êáé ôïõ ðñïâëÞìáôïò äéáìÝñéóçò ìïíïðáôéþí ãéá ôéò êëÜóåéò ðïõ ìåëåôÜìå.

¸íá ìïíïðÜôé Þ êýêëïò Hamilton åßíáé Ýíá áðëü ìïíïðÜôé ðïõ ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò

êüìâïõò ôïõ ãñáöÞìáôïò. Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò áí Ýíá ãñÜöçìá Ý÷åé êýêëï Hamilton

åßíáé NP-ðëÞñåò. Ç åýñåóç åíüò ìïíïðáôéïý Hamilton äïèÝíôïò åíüò ãñáöÞìáôïò åßíáé

ÍP-hard ãéá ãåíéêÜ ãñáöÞìáôá. Ãéá ôçí êëÜóç ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ôï ðñüâëçìá

åßíáé åðßóçò NP-ðëÞñåò. Ãéá ôá äéìåñÞ ãñáöÞìáôá (bipartite graphs) Ý÷åé áðïäåé÷èåß óôï

âéâëßï [17] ç ÍP-ðëçñüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ÅðåéäÞ ôá äéìåñÞ ãñáöÞìáôá åßíáé õðïêëÜóç

ôùí ìåôáâáôéêþí ãñáöçìÜôùí, éó÷ýåé ç ÍP-ðëçñüôçôá êáé ãéá ôçí êëÜóç ôùí ìåôáâáôéêþí

ãñáöçìÜôùí.

Ïé Colbourn êáé Stewart áðïäåéêíýïõí óôçí åñãáóßá ôïõò [11] ôçí ÍP-ðëçñüôçôá ôïõ

ðñïâëÞìáôïò ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí äéá÷ùñßóéìùí (split) ãñáöçìÜôùí êáé ôùí ôñéãùíéêþí

(chordal) ãñáöçìÜôùí. ¸ðåéôá åðåêôÜèçêáí ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ÍP-ðëçñüôçôáò ãéá ôéò

êëÜóåéò ôùí ôñéãùíéêþí äéìåñþí ãñáöçìÜôùí (chordal bipartite graphs) êáé ôùí éó÷õñþí

ôñéãùíéêþí ãñáöçìÜôùí (strongly chordal graphs). Ôá ôñéãùíéêÜ äéìåñÞ ãñáöÞìáôá åßíáé

åêåßíá ôá ãñáöÞìáôá ðïõ åßíáé äéìåñÞ êáé äåí ðåñéÝ÷ïõí åðáãüìåíï Ck, k > 4. Ãéá ðá-

ñÜäåéãìá ôï C4 åßíáé ôñéãùíéêü äéìåñÝò ãñÜöçìá áëëÜ äåí åßíáé ôñéãùíéêü. Ç êëÜóç ôùí

éó÷õñþí ôñéãùíéêþí ãñáöçìÜôùí åßíáé ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôùí ôñéãùíéêþí ãñáöçìÜôùí.
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Óôá éó÷õñÜ ôñéãùíéêÜ ãñáöÞìáôá êÜèå êýêëïò áñôßïõ ìÞêïõò ôïõëÜ÷éóôïí 6 Ý÷åé ìéá ðå-

ñéôôÞ ÷ïñäÞ. Ìéá ðåñéôôÞ ÷ïñäÞ åßíáé ìéá ÷ïñäÞ ðïõ åíþíåé êüìâïõò ðïõ ÷ùñßæïíôáé áðü

ðåñéôôü ðëÞèïò áêìþí.

Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò êýêëïõ Hamilton ëýíåôáé óå êÜðïéåò ðåñéðôþóåéò ðïëõùíõìéêÜ

óå êÜðïéåò êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Óôçí åñãáóßá [12] áðïäåß÷èçêå üôé ôï ðñüâëçìá

åýñåóçò êýêëïõ Hamilton óôá cographs áíÞêåé óôçí êëÜóç P. Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôá

ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí [10]. Ôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí åßíáé õðïêëÜóç ôùí ôñéãùíéêþí

êáé áðïôåëïýí ôï üñéï óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý. ¸ðåéôá ôï ðñüâëçìá

ëýíåôáé ðïëõùíõìéêÜ ãéá ôçí êëÜóç ôùí ìåôáèåôéêþí ãñáöçìÜôùí [13]. Ôï Ó÷Þìá 6.1

áíáðáñéóôÜ ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò êýêëïõ Hamilton ãéá ãñáöÞìáôá

ðïõ áíÞêïõí óôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí.

Ó÷Þìá 6.1: ÁíáðáñÜóôáóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò êýêëïõ Hamil-

ton ãéá ãñáöÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Ôï ðñüâëçìá

óôéò êëÜóåéò ìå êüêêéíç Ýëëåéøç åßíáé NP-ðëÞñåò åíþ óôéò êëÜóåéò ìå ìáýñç Ýëëåéøç åßíáé

ðïëõùíõìéêü.
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Ïé êüêêéíåò åëëåßøåéò áíôéóôïé÷ïýí óôéò êëÜóåéò üðïõ ôï ðñüâëçìá åßíáé NP-ðëÞñåò,

åíþ ïé ìáýñåò áíôéóôïé÷ïýí óå åêåßíåò ôéò êëÜóåéò üðïõ ôï ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç

P.

Ó÷Þìá 6.2: ÁíáðáñÜóôáóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá

ãéá ãñáöÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Ôï ðñüâëçìá óôéò

êëÜóåéò ìå êüêêéíç Ýëëåéøç åßíáé NP-ðëÞñåò åíþ óôéò êëÜóåéò ìå ìáýñç Ýëëåéøç åßíáé

ðïëõùíõìéêü.

Óå áõôü ôï óçìåßï èá áíáöåñèïýìå óôïí ïñéóìü ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò åðéêÜëõøçò ìå

ìïíïðÜôéá (Path Cover Problem). Ìéá óõëëïãÞ îÝíùí ùò ðñïò ôéò êïñõöÝò ìïíïðáôéþí ç

ïðïßá êáëýðôåé üëïõò ôïõò êüìâïõò, äçëáäÞ ãéá êÜèå êïñõöÞ õðÜñ÷åé ìïíáäéêü ìïíïðÜôé

ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïí êüìâï áõôü ëÝãåôáé åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá. Ôï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå

ìïíïðÜôéá åßíáé íá âñåèåß ìéá äéáìÝñéóç ìïíïðáôéþí óôï ãñÜöçìá G ìå åëÜ÷éóôï ðëÞèïò

ìïíïðáôéþí p(G). Ôï ðñüâëçìá áõôü åßíáé ãéá ãåíéêÜ ãñáöÞìáôá ÍP-ðëÞñåò. Ôï ãñÜ-

öçìá G Ý÷åé êýêëï Hamilton áí êáé ìüíï áí éó÷ýåé p(G) = 1. Ôï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò

ìå ìïíïðÜôéá åßíáé ãåíßêåõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò ìïíïðáôéïý Hamilton. Óå üðïéåò
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êëÜóåéò åßíáé ÍP-ðëÞñåò ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ìïíïðáôéïý Hamilton, åßíáé ÍP-ðëÞñåò êáé

ôï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá. Ìéá ãåíßêåõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åðéêÜëõøçò ìå

ìïíïðÜôéá åßíáé ôï k-path cover ðñüâëçìá. Óôï k-path cover ðñüâëçìá êÜèå ìïíïðÜôé Ý÷åé

ìÞêïò ôï ðïëý k, ãéá êÜðïéïí èåôéêü áêÝñáéï k. ¸ðåéôá åðåéäÞ ç ýðáñîç ìïíïðáôéïý Hamil-

ton óõíåðÜãåôáé ôçò ýðáñîçò ìéáò åðéêÜëõøçò ìïíïðáôéþí (path cover) ìå p(G) ≥ 1, ôï

ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìïíïðáôéþí ðáñáìÝíåé ÍP-ðëÞñåò ãéá ôá split, ôñéãùíéêÜ, ìåôá-

âáôéêÜ, ôñéãùíéêÜ äéìåñÞ, éó÷õñÜ ôñéãùíéêÜ êáé äéìåñÞ ãñáöÞìáôá. Åíþ ãéá ôá ãñáöÞìáôá

äéáóôçìÜôùí ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìïíïðáôéþí åßíáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï [1] .

Óôçí åñãáóßá [19] äßíåôáé ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò Ï(nlogn) ãéá ôçí êëÜóç ôùí ãñáöç-

ìÜôùí äéáóôçìÜôùí. Åíþ óôçí åñãáóßá [10] äßíåôáé ãñáììéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôá interval

ãñáöÞìáôá ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá. Åäþ âñßóêåôáé ôï üñéï ôçò

ðïëõðëïêüôçôáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ùò ðñïò ôá ôñéãùíéêÜ ãñáöÞìáôá êáé ôá ãñáöÞìáôá äéá-

óôçìÜôùí. Ãéá ôá cographs ôï ðñüâëçìá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï [8]. ¼ðùò åðßóçò

êáé ãéá ôá ôáõôü÷ñïíá ìåôáèåôéêÜ êáé äéìåñÞ ãñáöÞìáôá. Ãéá ôá cographs éó÷ýåé üôé ôï

ðñüâëçìá åßíáé ÍP-ðëÞñåò áí ôï k èåùñçèåß ìÝñïò ôçò åéóüäïõ. ¸÷ïõìå ðïëõùíõìéêÞ ëýóç

áí ôï k ïñéóôåß óôçí áñ÷Þ. Ãéá ôá êáôùöëéêÜ ãñáöÞìáôá äßíåôáé Ýíáò âÝëôéóôïò ãñáììéêüò

áëãüñéèìïò ãéá ôï ðñüâëçìá. Áêüìá ôï ðñüâëçìá åßíáé ÍP-ðëÞñåò ãéá ôá ôñéãùíéêÜ äéìåñÞ

ãñáöÞìáôá, áí ôï k åßíáé ìÝñïò ôçò åéóüäïõ. Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôá ìåôáâáôéêÜ ãñá-

öÞìáôá. ÔÝëïò ãéá ôá äéìåñÞ ìåôáèåôéêÜ ãñáöÞìáôá õðÜñ÷åé ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò.

Óôçí åñãáóßá [3] áðïäåéêíýåôáé ç ÍP-ðëçñüôçôá ãéá ôá quasi-threshold ãñáöÞìáôá êáé

óõíåðþò êáé ãéá ôá ôñéãùíéêÜ êáé ôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí. Ôï Ó÷Þìá 6.2 áíáðáñéóôÜ

ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá ðïõ áíÞêïõí óôéò êëÜóåéò

ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí.

Ïé êüêêéíåò åëëåßøåéò áíôéóôïé÷ïýí óôéò êëÜóåéò üðïõ ôï ðñüâëçìá åßíáé NP-ðëÞñåò,

åíþ ïé ìáýñåò áíôéóôïé÷ïýí óå åêåßíåò ôéò êëÜóåéò üðïõ ôï ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç

P.

6.2 ÐïëõùíõìéêÝò ëýóåéò ãéá ôï ìïíïðÜôé Hamilton êáé ãéá ôï ðñü-

âëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá

Ðñþôïí èá áðïäåé÷èåß ç ðïëõùíõìéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá ãéá

ôá äéìåñÞ ìåôáèåôéêÜ ãñáöÞìáôá. ¸óôù G = (V;E), üðïõ V = S + T , Ýíá bipartite

permutation ãñÜöçìá. Ìéá éó÷õñÞ äéÜôáîç ôùí êüìâùí åíüò äéìåñïýò ãñáöÞìáôïò G =

(V;E), üðïõ V = S + T , åßíáé ìéá äéÜôáîç ôïõ óõíüëïõ S êáé ìéá äéÜôáîç ôïõ óõíüëïõ T ,

ôÝôïéï þóôå ãéá üëá ôá æåýãç (s; t); (s′; t′) ∈ E ìå s < s′ êáé t > t′ íá éó÷ýåé (s; t′); (s′; t) ∈
E. ¸÷ïõìå ôá åîÞò ëÞììáôá:

ËÞììá 6.1. ¸óôù G = (V;E), üðïõ V = S + T , Ýíá äéìåñÝò ãñÜöçìá. Ôüôå éó÷ýïõí ïé

ðáñáêÜôù éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò [21]:

1. Ôï ãñÜöçìá G åßíáé äéìåñÝò ìåôáèåôéêü ãñÜöçìá.
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2. ÕðÜñ÷åé éó÷õñÞ äéÜôáîç ôùí êüìâùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

Ïñéóìüò 6.1. ¸óôù G Ýíá äéìåñÝò ìåôáèåôéêü ãñÜöçìá. Ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá

(P1; P2; : : : ; Pk) ëÝãåôáé óõíå÷üìåíç (contignous) áí éó÷ýïõí ôá ðáñáêÜôù:

1. Áí s åßíáé ìïíáäéêüò êüìâïò óôï ìïíïðÜôé Pi êáé áí s
′ < s < s′′ ôüôå ïé êüìâïé s′

êáé s′′ áíÞêïõí óå äéáöïñåôéêÜ ìïíïðÜôéá.

2. Áí st åßíáé ìéá áêìÞ óôï ìïíïðÜôé Pi êáé s
′t′ åßíáé ìéá áêìÞ óôï ìïíïðÜôé Pj, ìå i

äéáöïñåôéêü áðü ôï j êáé s < s′ ôüôå éó÷ýåé t < t′.

ËÞììá 6.2. ¸óôù G Ýíá äéìåñÝò ìåôáèåôéêü ãñÜöçìá. Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá óõíå÷üìåíç

åðéêÜëõøç ìïíïðáôéþí ãéá ôï ãñÜöçìá G ðïõ èá åßíáé âÝëôéóôç.

Ðáñáôßèåôáé ðáñáêÜôù ç áðüäåéîç ôïõ ëÞììáôïò. Èá ìåôáôñáðåß ìéá áõèáßñåôç âÝëôéóôç

åðéêÜëõøç ìïíïðáôéþí P óå ìéá óõíå÷üìåíç âÝëôéóôç åðéêÜëõøç ìïíïðáôéþí ÷ñçóéìïðïéþ-

íôáò ôéò óõíèÞêåò 1, 2 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ïñéóìïý.

1. ¸óôù s′; s; s′′ ïé êüìâïé ðïõ äåí éêáíïðïéïýí ôçí óõíèÞêç 1. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíé-

êüôçôáò õðïèÝôïõìå üôé ïé êüìâïé s êáé s′′ åßíáé ðéï êïíôÜ óôïí êüìâï s áðü ôá äåîéÜ

êáé áðü ôá áñéóôåñÜ óôç äéÜôáîç óôï óýíïëï S óå êÜðïéï ìïíïðÜôé Pj ôçò åðéêÜëõøçò

ìïíïðáôéþí P . ¸óôù s′ − t − s′′ ôï õðïìïíïðÜôé ôïõ Pj. Áðü ôï 2 ôïõ ïñéóìïý ï

êüìâïò t ãåéôïíåýåé ìå ôïí êüìâï s. ÓõíäÝïõìå ôïí êüìâï t ìå ôïí êüìâï s êáé

áöáéñïýìå ôçí óýíäåóç ôùí êüìâùí t êáé s′′ óôçí åðéêÜëõøç ìïíïðáôéþí. Åðáíá-

ëáìâÜíïõìå ôçí äéáäéêáóßá êáé ôÝëïò ðñïêýðôåé ìéá âÝëôéóôç åðéêÜëõøç ìïíïðáôéþí

ðïõ éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç 1.

2. ¸óôù st êáé s′t′ ïé áêìÝò óôá ìïíïðÜôéá Pi êáé Pj ôçò åðéêÜëõøçò ìïíïðáôéþí P ðïõ

äåí éêáíïðïéïýí ôç óõíèÞêç 2. ÎÝñïõìå ðùò ïé áêìÝò st êáé s′t′ áíÞêïõí óôï óýíïëï

Å. Áöáéñïýìå áõôÝò ôéò áêìÝò áðü ôçí åðéêÜëõøç ìïíïðáôéþí êáé ôéò áíôéêáèéóôïýìå

ìå ôéò áêìÝò st′ êáé s′t . ¸ôóé Ý÷ïõìå ôá ìïíïðÜôéá P ′
i êáé P

′
j ôá ïðïßá êáëýðôïõí

ôïõò êüìâïõò ðïõ êáëýðôïõí êáé ôá Pi êáé Pj ìïíïðÜôéá. ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôç

äéáäéêáóßá ãéá ôá æåýãç áêìþí ðïõ äåí éêáíïðïéïýí ôçí 2 óõíèÞêç êáé ðñïêýðôåé ìéá

âÝëôéóôç åðéêÜëõøç ìïíïðáôéþí ðïõ éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç 2.

Èåþñçìá 6.1. Ãéá ôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá

åßíáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï.

ÐáñáêÜôù ðáñáôßèåôáé ç áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò. Äåß÷íïõìå Ýíáí greedy

áëãüñéèìï ãéá ôï âÝëôéóôï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá óôï óýíïëï áðü ôáîéíïìç-

ìÝíá äéáóôÞìáôá (sorted intervals). Ôá ôáîéíïìçìÝíá äéáóôÞìáôá óçìáßíïõí üôé ôá Üêñá

ôùí äéáóôçìÜôùí ìå ôá ïðïßá ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß Ýíá interval ãñÜöçìá, ìðïñïýí

íá ôáîéíïìçèïýí ìå áýîïõóá óåéñÜ, ìå äéáêñéôÝò ôéìÝò ìåôáîý ôïõ 1 êáé ôïõ 2n, üðïõ n

ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí óôï ãñÜöçìá. Ïñßæïõìå ùò É = {u1; u2; : : : ; un} ôï óýíïëï ôùí n

ôáîéíïìçìÝíùí äéáóôçìÜôùí åíüò interval ãñáöÞìáôïò ãéá i = 1; 2; : : : ; n. Ìå ai êáé bi ïñß-

æïõìå ôéò óõíôåôáãìÝíåò áðü ôá áñéóôåñÜ êáé äåîéÜ ôùí Üêñùí åíüò äéáóôÞìáôïò ui. Áí ãéá
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ôá äõï äéáóôÞìáôá ui êáé uj éó÷ýåé i < j ôüôå óõíåðÜãåôáé bi < bj. ÎåêéíÜìå áðü Ýíá áðëü

ìïíïðÜôé ôï ïðïßï îåêéíÜåé áðü ôïí êüìâï u êáé êáôáëÞãåé ðÜëé óå áõôüí. Åðåéôá åðåêôåß-

íåé ôï ìïíïðÜôé P (greedy principle). ¸óôù ôï ìïíïðÜôé P = x1 → x2 → : : :→ xs; s ≥ 1.

ÅðéëÝãåôáé ï ìéêñüôåñïò ãåßôïíáò ôïõ êüìâïõ xs ðïõ äåí Ý÷åé êáëõöèåß êáé ôï ìïíïðÜôé P

åðåêôåßíåôáé ãéá íá ôï êáëýøåé. Áí äåí õðÜñ÷åé ôÝôïéïò ãåßôïíáò ôï ìïíïðÜôé P óôáìáôÜåé

êáé îåêéíÜåé Ýíá êáéíïýñéï ìïíïðÜôé áðü åêåßíïí ôïí êüìâï ðïõ äåí Ý÷åé êáëõöèåß êáé Ý÷åé

ôïí ìéêñüôåñï áñéèìü óôç äéÜôáîç. ¸óôù S Ýíá óýíïëï ìå áñéèìïýò. MinS åßíáé ï ìéêñü-

ôåñïò áñéèìüò ôïõ óõíüëïõ S. Ôá ðáñáðÜíù âÞìáôá ðáñïõóéÜæïíôáé óôïí Áëãüñéèìï 3.

Áëãüñéèìïò 3 GOPC

1. U ← I; r ← 1

2. Pr ← u1; U ← U − {u1}

3. while U ! = ⊘ do

4. Let xs be the path-end of Pr

5. S ← {uj : (xs; uj) ∈ E; uj ∈ V }

6. if S! = ⊘ then

7. k ← min(j : uj ∈ S); Pr ← Pr → uk

8. else

9. k ← min(j : uj ∈ U); r ← r + 1 Pr ← uk

10. U ← U − {uk}

11. end while

12. Output P1; P2; : : : ; Pr

Ï áëãüñéèìïò áõôüò õðïëïãßæåé ìéá âÝëôéóôç åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá óå Ýíá óýíïëï

ôáîéíïìÝíùí äéáóôçìÜôùí óå Ï(nlogn) ÷ñüíï. Ðáñáôßèåôáé óôï Ó÷Þìá 6.3 Ýíá ðáñÜäåéãìá

åöáñìïãÞò ôïõ áëãüñéèìïõ GOPC ðïõ õðïëïãßæåé ìéá âÝëôéóôç äéáäñïìÞ ìïíïðáôéþí ãéá

Ýíá interval ãñÜöçìá. ÎåêéíÜìå ìå ôï Éa äéÜóôçìá ãéáôß Ý÷åé ôï ìéêñüôåñï äåîéü Üêñï. Ï

êüìâïò a Ý÷åé ãåßôïíåò ôïõò b êáé i êáé ç åðÝêôáóç ôïõ ìïíïðáôéïý P1 ãßíåôáé ðñïò ôïí

êüìâï b, ãéáôß ôï Éb äéÜóôçìá Ý÷åé ìéêñüôåñï äåîéü Üêñï áðü ôï Éi äéÜóôçìá. Åðåéôá ôï

P1 åðåêôåßíåôáé ðñïò ôïí êüìâï i ãéáôß åßíáé ï ìïíáäéêüò ãåßôïíáò ôïõ êüìâïõ b ðïõ äåí

êáëýöèçêå. Ï êüìâïò i Ý÷åé ãåßôïíåò ôïõò c; d; e; f; g; h ðïõ äåí êáëýöèçêáí êáé åðéëÝãåôáé

ãéá åðüìåíïò êüìâïò óôï ìïíïðÜôé ï êüìâïò c ãéáôß Ý÷åé ôï ìéêñüôåñï äåîéü Üêñï áðü ôïõò

áêÜëõðôïõò êüìâïõò ðïõ áðÝìåéíáí. Åðåéôá åðéëÝãåôáé ï êüìâïò d. Áõôüò ï êüìâïò äåí

Ý÷åé Üëëïõò áêÜëõðôïõò ãåßôïíåò áöïý ïé c êáé i Ý÷ïõí ìðåé óôï ìïíïðÜôé P1. ¢ñá îåêéíÜåé

Ýíá P2 ìïíïðÜôé êáé åðéóêÝðôåôáé ðñþôá ôïí êüìâï e êáé ìåôÜ ôïí êüìâï f . ¼ðùò ðñéí
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Ó÷Þìá 6.3: ¸íá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí êáé ôá áíôßóôïé÷á ôáîéíïìçìÝíá äéáóôÞìáôá.

ôï P2 ôåëåéþíåé êáé îåêéíÜåé Ýíá P3 ìïíïðÜôé ìå ôïõò êüìâïõò g êáé h. ¢ñá ç åðéêÜëõøç

ìå ìïíïðÜôéá ãé áõôü ôï ãñÜöçìá åßíáé: P1 = {á; b; i; c; d}, P2 = {e; f}, P3 = {g; h}.
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ÊåöÜëáéï 7

Êõñßáñ÷ï Óýíïëï

7.1 Êõñßáñ÷ï Óýíïëï

7.2 ÐïëõùíõìéêÞ ëýóç ãéá ôï êõñßáñ÷ï óýíïëï

7.1 Êõñßáñ÷ï Óýíïëï

Óôü÷ïò ìáò åßíáé íá ìåëåôÞóïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò ôïõ êõ-

ñßáñ÷ïõ óõíüëïõ (domination set) ãéá ôéò êëÜóåéò ðïõ ìåëåôÜìå.

¸óôù Ýíá ãñÜöçìá G = (V;E) êáé Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò k ≤ |V |. ¸íá

õðïóýíïëï êüìâïõ S ⊂ V ìå |S| ≤ k ïíïìÜæåôáé êõñßáñ÷ï áí êÜèå êüìâïò óôï óýíïëï

V − S Ý÷åé Ýíáí ôïõëÜ÷éóôïí ãåßôïíá áðü ôï óýíïëï S. Áí äåí õðÜñ÷ïõí äõï êüìâïé óôï

óýíïëï S ðïõ íá ãåéôïíåýïõí ìåôáîý ôïõò ôüôå Ýíá êõñßáñ÷ï óýíïëï ëÝãåôáé áíåîÜñôçôï.

Ôï ðñüâëçìá ôïõ êõñßáñ÷ïõ óõíüëïõ åßíáé NP-ðëÞñåò.

Ôï ðñüâëçìá áõôü åßíáé NP-ðëÞñåò óôéò åîÞò êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí:

• óôá ôñéãùíéêÜ ãñáöÞìáôá,

• óôá ìåôáâáôéêÜ ãñáöÞìáôá,

• óôá äéìåñÞ ãñáöÞìáôá êáé

• óôá äéá÷ùñßóéìá ãñáöÞìáôá.

Ôï ðñüâëçìá üìùò ãßíåôáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï:

• óôá óõìðëçñùìáôéêÜ ãñáöÞìáôá (cographs),

• óôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval graphs),

• óôá ìåôáèåôéêÜ ãñáöÞìáôá (permutation graphs) êáé
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• óôá éó÷õñÜ ôñéãùíéêÜ ãñáöÞìáôá (strongly chordal graphs).

ÓõãêåêñéìÝíá ãéá ôá interval ãñáöÞìáôá ðáñïõóéÜæåôáé ðáñáêÜôù Ýíáò ëïãáñéèìéêüò

áëãüñéèìïò ðïõ ëýíåé ôï ðñüâëçìá âÝëôéóôá [10]. To Ó÷Þìá 7.1 áíáðáñéóôÜ ôçí ðïëõðëï-

êüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò ôïõ êõñßáñ÷ïõ óõíüëïõ ãéá ãñáöÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óôéò

êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí.

Ó÷Þìá 7.1: ÁíáðáñÜóôáóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò êõñßáñ÷ïõ óõ-

íüëïõ ãéá ãñáöÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Ôï ðñüâëçìá

óôéò êëÜóåéò ìå êüêêéíç Ýëëåéøç åßíáé NP-ðëÞñåò åíþ óôéò êëÜóåéò ìå ìáýñç Ýëëåéøç åßíáé

ðïëõùíõìéêü.

Ïé êüêêéíåò åëëåßøåéò áíôéóôïé÷ïýí óôéò êëÜóåéò üðïõ ôï ðñüâëçìá åßíáé NP-ðëÞñåò,

åíþ ïé ìáýñåò áíôéóôïé÷ïýí óå åêåßíåò ôéò êëÜóåéò üðïõ ôï ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç

P.
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7.2 ÐïëõùíõìéêÞ ëýóç ãéá ôï êõñßáñ÷ï óýíïëï

Óôïí áëãüñéèìï áõôü Ý÷ïõìå äéáóôÞìáôá áðü ôï óýíïëï I ìå áñßèìçóç áðü ôï 1 ìÝ÷ñé

ôï n êáôÜ áýîïõóá ôÜîç äçëáäÞ áíÜëïãá ìå ôá áñéóôåñÜ ôïõò Üêñá êáé üðïõ n=ðëÞèïò

ôùí êüìâùí åíüò ãñáöÞìáôïò. Ôá Üêñá ðáßñíïõí ôéìÝò áðü ôï 1 ìÝ÷ñé ôï 2n. Ôï óýíïëï

ôùí ôáîéíïìçìÝíùí äéáóôçìÜôùí ïñßæåôáé ùò I = {u1; u2; : : : ; un} êáé ãéá i = 1; 2; : : : ; n

ïñßæïõìå ìå ai êáé bi ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôùí Üêñùí åíüò äéáóôÞìáôïò ui áðü ôá áñéóôåñÜ

ðñïò ôá äåîéÜ. Áí éó÷ýåé i < j ãéá ïðïéáäÞðïôå äõï äéáóôÞìáôá ui êáé uj ôüôå óõíåðÜãåôáé

üôé bi < bj . Ãéá ïðïéáäÞðïôå äõï äéáóôÞìáôá ui êáé uj áí éó÷ýåé i < j ôüôå èá éó÷ýåé êáé

ai < aj. Ðñïêýðôåé ðáñáêÜôù ôï åîÞò èåþñçìá:

Èåþñçìá 7.1. Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò êõñßáñ÷ïõ óõíüëïõ åßíáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï ãéá

interval ãñáöÞìáôá.

Áêïëïõèåß ðáñáêÜôù ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. Ï áëãüñéèìïò Ý÷åé � + 1 îÝíá óý-

íïëá äéáóôçìÜôùí, üðïõ � ï åëÜ÷éóôïò âáèìüò ôïõ G(I) êáé õðïëïãßæåôáé óå Ï(n + m)

÷ñüíï. ¸÷åé äåé÷èåß üôé d(G) ≤ � + 1, ìå d(G) íá åßíáé ï ìÝãéóôïò áñéèìüò áðü ìç

óõíåêôéêÜ dominating óýíïëá ãéá êÜðïéï ãñÜöçìá G. Ôá óýíïëá áõôÜ åßíáé êåíÜ. Åðé-

óêåðôüìáóôå áñ÷éêÜ Ýíá Ýíá ôá äéáóôÞìáôá áêïëïõèþíôáò ôçí áýîïõóá óåéñÜ äéÜôáîçò

ãéá íá áðïöáóßóïõìå óå ðïéï óýíïëï èá ìðåé ôï êÜèå äéÜóôçìá. ÔåëéêÜ êÜèå äéÜóôçìá

ôïðïèåôåßôáé óå Ýíá óýíïëï êáé êÜèå óýíïëï åßíáé dominating óýíïëï. DP = {Pi :

Pi åßíáé Ýíá õðïóýíïëï ôïõ óõíüëïõ I; 1 ≤ i ≤ � + 1} åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá îÝíùí � + 1

óõíüëùí äéáóôçìÜôùí. ÊÜèå óýíïëï Pi Ý÷åé íá êÜíåé ìå ìéá ìåôáâëçôÞ pri, ç ïðïßá åßíáé

ôï ìÝãéóôï äåîéü Üêñï ôïõ óõíüëïõ Pi. Ôá äéáóôÞìáôá ôïðïèåôïýíôáé Ýíá Ýíá óå êÜðïéï

óýíïëï ôïõ DP . PQ åßíáé ìéá ïõñÜ ðñïôåñáéïôÞôùí ç ïðïßá Ý÷åé ôï ìÝãéóôï äåîéü Üêñï

áðü üëá ôá óýíïëá ôïõ DP . Ç ïõñÜ PQ Ý÷åé ôéò ëåéôïõñãßåò åéóáãùãÞò óôïé÷åßïõ, äéáãñá-

öÞò óôïé÷åßïõ êáé åýñåóçò åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ. Ï áëãüñéèìïò áõôüò åßíáé Üðëçóôïò ãéáôß

üôáí åðéóêÝðôåôáé Ýíá äéÜóôçìá, âÜæåé ôï äéÜóôçìá áõôü óå Ýíá óýíïëï ôïõ óõíüëïõ DP .

ÅðéëÝãåé ôï óýíïëï ôïõ ïðïßïõ ôï ôñÝ÷ùí ìÝãéóôï äåîéü Üêñï åßíáé ôï ìéêñüôåñï áíÜìåóá

óôá óýíïëá ôïõ óõíüëïõ DP . Ðáñáôßèåôáé ðáñáêÜôù ï áëãüñéèìïò ìå åßóïäï Ýíá óýíïëï

ìå ôáîéíïìçìÝíá äéáóôÞìáôá É = {u1; u2; : : : ; un} êáé äßíåé ùò Ýîïäï Ýíá domatic partition
DP ôïõ G(I) ìåãÝèïõò � + 1.

Óçìáíôéêü åßíáé íá ôïíßóïõìå üôé ç ðïëõðëïêüôçôá Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôéò ëåéôïõñãßåò

ôçò ïõñÜò PQ. ÅÜí � > loglogn ÷ñçóéìïðïéïýìå ìéá äõï åðéðÝäùí ïõñÜ ðñïôåñáéüôçôáò

ãéá íá õëïðïéÞóïõìå ôçí PQ. Ç äïìÞ áõôÞ ÷ñåéÜæåôáé Ï(n) ÷þñï êáé Ï(loglogn) ÷ñüíï

ãéá ôéò ëåéôïõñãßåò ôçò ïõñÜò. ¸ôóé ëïéðüí ç ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé

Ï(nloglogn).
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Áëãüñéèìïò 4 GDP: ÄïèÝíôïò åíüò óõíüëïõ I ôáîéíïìçìÝíùí äéáóôçìÜôùí åýñåóç ìéáò

domatic partition åíüò G(I).

1. Find the minimum degree � of G(I)

2. for i = 1 to � + 1 do

3. Pi ← ⊘

4. pri ← i− (� + 1)

5. Insert pri into PQ

6. end for

7. for i = 1 to n do

8. Find the minimum prk from PQ

9. Pk ← Pk ∪ {ui}

10. if bi > prk then

11. Delete prk from PQ

12. prk ← bi

13. Insert prk into PQ

14. end if

15. end for

16. Output DP
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ÊåöÜëáéï 8

Ðáñïõóßáóç ÁðïôåëåóìÜôùí

8.1 ÁðïôåëÝóìáôá óå ðßíáêåò

8.1 ÁðïôåëÝóìáôá óå ðßíáêåò

Ï ðßíáêáò 8.1 äåß÷íåé ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò

óôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ðïõ Ý÷ïõí ìåëåôçèåß ðáñáðÜíù. Èá ðáñïõóéÜóïõìå

ãéá êÜèå ìéá êëÜóç ðïéá ðñïâëÞìáôá ðáñáìÝíïõí ÍP-ðëÞñç êáé ðïéá áíÞêïõí óôçí êëÜóç

P.

Ïé ðßíáêåò ðïõ áêïëïõèïýí äåß÷íïõí ôç ÷ñïíïëïãßá åýñåóçò ôùí ðïëõùíõìéêþí áëãï-

ñßèìùí, ôç ÷ñïíïëïãßá åýñåóçò ôùí áðïäåßîåùí ôçò NP-ðëçñüôçôáò ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí

ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ðïõ ìåëåôÞèçêáí ðáñáðÜíù óôá óõãêåêñéìÝíá ðñïâëÞìáôá êáé ôïõò

óõããñáöåßò.

Ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý Ý÷åé ðïëõùíõìéêÞ ëýóç óôá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñá-

ãüìåíá ãñáöÞìáôá (cograph) êáé óôá êáôùöëéêÜ ãñáöÞìáôá (threshold) (âë. Ðßíáêá 8.2).

Åðåéôá ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý Ý÷åé ðïëõùíõìéêÞ ëýóç óôá êáôùöëéêÜ

ãñáöÞìáôá (threshold) (âë. Ðßíáêá 8.3).

Ôï ðñüâëçìá ôïõ áðëïý ìåãßóôïõ óõíüëïõ êïðÞò Ý÷åé ðïëõùíõìéêÞ ëýóç óôá bipartite

ãñáöÞìáôá, óôá cographs, óôá bipartite permutation êáé óôá threshold ãñáöÞìáôá (âë.

Ðßíáêá 8.4).

Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò êýêëïõ Hamilton Þ ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá Ý÷åé ðïëõùíõ-

ìéêÞ ëýóç óôá permutation, interval, cograph, bipartite permutation êáé óôá threshold

ãñáöÞìáôá (âë. Ðßíáêá 8.5).

Áöïý ôï ðñüâëçìá åýñåóçò êýêëïõ Hamilton åßíáé NP-ðëÞñåò êáé ôï ðñüâëçìá åðé-

êÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åßíáé ãåíßêåõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò êýêëïõ Hamilton, áí

óå êÜðïéá êëÜóç ãñáöçìÜôùí ôï ðñüâëçìá åýñåóçò êýêëïõ Hamilton åßíáé NP-ðëÞñåò,

áõôü óõíåðÜãåôáé NP-ðëçñüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá ãéá ôçí áíôß-
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Ðßíáêáò 8.1: ÐáñïõóéÜæåé ãéá êÜèå ìéá êëÜóç ðïéá ðñïâëÞìáôá ðáñáìÝíïõí ÍP-ðëÞñç êáé

ðïéá áíÞêïõí óôçí êëÜóç P.

ÊëÜóåéò ÃñáöçìÜôùí

ÐñïâëÞìáôá Compar. Chordal Permut. Bipart. Split Int. Cograph Bi-Permut. Thresh.

Áñìoíéêüò

Áñéèìüò

NP NP NP NP NP NP P NP P

A÷ñùìáôéêüò

Áñéèìüò

NP NP NP NP NP NP NP NP P

ÌÝãéóôï óý-

íïëï êïðÞò

NP NP NP P NP NP P P P

Eðéêáëõøç

ìå ìïíïðÜôéá

NP NP P NP NP P P P P

Êõñßáñ÷ï

óýíïëï

NP NP P NP NP P P P P

óôïé÷ç êëÜóç. Ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï

óôá interval ãñáöÞìáôá (âë. Ðßíáêá 8.6).

Ôï ðñüâëçìá ôïõ êõñßáñ÷ïõ óõíüëïõ Ý÷åé ðïëõùíõìéêÞ ëýóç óôá permutation, interval,

cograph, bipartite permutation êáé óôá threshold ãñáöÞìáôá (âë. Ðßíáêá 8.7).
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Ðßíáêáò 8.2: ÐáñïõóéÜæåé ôç ÷ñïíïëïãßá åýñåóçò ôùí ðïëõùíõìéêþí ëýóåùí, ôùí áðïäåß-

îåùí ôçò NP-ðëçñüôçôáò êáé ôïõò óõããñáöåßò.

Áñìïíéêüò Áñéèìüò ×ñïíïëïãßá åýñåóçò ðïëõùíõìéêÞò ëýóçò, áðïäåß-

îåùí ÍP-ðëçñüôçôáò êáé Óõããñáöåßò

Comparability 2007 (NP)

K. Asdre, K. Ioannidou, S.D. Nikolopoulos [2]

Chordal 2007 (NP)

K. Asdre, K. Ioannidou, S.D. Nikolopoulos [2]

Permutation 2007 (NP)

K. Asdre, K. Ioannidou, S.D. Nikolopoulos [2]

Bipartite 1986 (NP)

M. Farber, G. Hahn, P. Hell, D. Miller [15]

Split 2007 (NP)

K. Asdre, K. Ioannidou, S.D. Nikolopoulos [2]

Interval 2007 (NP)

K. Asdre, K. Ioannidou, S.D. Nikolopoulos [2]

Cograph ÔåôñéììÝíç ðïëõùíõìéêç ëõóç

Bipartite permutation 1986 (NP)

M. Farber, G. Hahn, P. Hell, D. Miller [15]

Threshold 2007 (P)

K. Asdre, S.D. Nikolopoulos [3]
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Ðßíáêáò 8.3: ÐáñïõóéÜæåé ôç ÷ñïíïëïãßá åýñåóçò ôùí ðïëõùíõìéêþí ëýóåùí, ôùí áðïäåß-

îåùí ôçò NP-ðëçñüôçôáò êáé ôïõò óõããñáöåßò.

Á÷ñùìáôéêüò Áñéèìüò ×ñïíïëïãßá åýñåóçò ðïëõùíõìéêÞò ëýóçò, áðïäåß-

îåùí ÍP-ðëçñüôçôáò êáé Óõããñáöåßò

Comparability 2007 (NP)

K. Asdre, S.D. Nikolopoulos [3]

Chordal 2007 (NP)

K. Asdre, S.D. Nikolopoulos [3]

Permutation 2007 (NP)

K. Asdre, S.D. Nikolopoulos [3]

Bipartite 1986 (NP)

M. Farber, G. Hahn, P. Hell, D. Miller [15]

Split (NP) Áíïé÷ôü ðñüâëçìá (âë. ÓõìðåñÜóìáôá)

Interval 1989 (NP)

H.L. Bodlaender [5]

Cograph 1989 (NP)

H.L. Bodlaender [5]

Bipartite Permutation 2007 (NP)

K. Asdre, S.D. Nikolopoulos [3]

Threshold 2007 (P)

K. Asdre, S.D. Nikolopoulos [3]
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Ðßíáêáò 8.4: ÐáñïõóéÜæåé ôç ÷ñïíïëïãßá åýñåóçò ôùí ðïëõùíõìéêþí ëýóåùí, ôùí áðïäåß-

îåùí ôçò NP-ðëçñüôçôáò êáé ôïõò óõããñáöåßò.

Áðëü ìÝãéóôï óýíïëï êïðÞò ×ñïíïëïãßá åýñåóçò ðïëõùíõìéêÞò ëýóçò, áðïäåß-

îåùí ÍP-ðëçñüôçôáò êáé Óõããñáöåßò

Comparability 2000 (NP)

H.L. Bodlaender, K. Jansen [6]

Chordal 1987 (NP)

H. Bodlaender [4]

Permutation 2000 (NP)

H.L. Bodlaender, K. Jansen [6]

Bipartite 2000 (P)

H.L. Bodlaender, K. Jansen [6]

Split 1987 (NP)

H. Bodlaender [4]

Interval 1987 (NP)

H. Bodlaender [4]

Cograph 1987 (P)

H. Bodlaender [4]

Bipartite Permutation 2000 (P)

H.L. Bodlaender, K. Jansen [6]

Threshold 1987 (P)

H. Bodlaender [4]
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Ðßíáêáò 8.5: ÐáñïõóéÜæåé ôç ÷ñïíïëïãßá åýñåóçò ôùí ðïëõùíõìéêþí ëýóåùí, ôùí áðïäåß-

îåùí ôçò NP-ðëçñüôçôáò êáé ôïõò óõããñáöåßò.

Åýñåóç êýêëïõ Hamilton ×ñïíïëïãßá åýñåóçò ðïëõùíõìéêÞò ëýóçò, áðïäåß-

îåùí ÍP-ðëçñüôçôáò êáé Óõããñáöåßò

Comparability 2004 (NP)

M.C. Golumbic [17]

Chordal 1985 (NP)

C.J. Colbourn, L.K. Stewart [11]

Permutation 1992 (P)

P. Damaschke, I. S. Deogun, D. Kratsch, G. Steiner [13]

Bipartite 2004 (NP)

M.C. Golumbic [17]

Split 1985 (NP)

C.J. Colbourn, L.K. Stewart [11]

Interval 1999 (P)

M. S. Chang, S. L. Peng, J. L. Liaw [10]

Cograph 1981 (P)

D. G. Corneil, H. Lerchs, L. S. Burlingham [12]

Bipartite Permutation 1993 (P)

R. Srikant, R. Sundaram, L. S. Singh, C. P. Rangan [22]

Threshold 1981 (P)

D. G. Corneil, H. Lerchs, L. S. Burlingham [12]
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Ðßíáêáò 8.6: ÐáñïõóéÜæåé ôç ÷ñïíïëïãßá åýñåóçò ôùí ðïëõùíõìéêþí ëýóåùí, ôùí áðïäåß-

îåùí ôçò NP-ðëçñüôçôáò êáé ôïõò óõããñáöåßò.

ÅðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ×ñïíïëïãßá åýñåóçò ðïëõùíõìéêÞò ëýóçò, áðïäåß-

îåùí ÍP-ðëçñüôçôáò êáé Óõããñáöåßò

Comparability 2004 (NP)

M.C. Golumbic [17]

Chordal 1985 (NP)

C.J. Colbourn, L.K. Stewart [11]

Permutation 1992 (P)

P. Damaschke, I. S. Deogun, D. Kratsch, G. Steiner [13]

Bipartite 2004 (NP)

M.C. Golumbic [17]

Split 1985 (NP)

C.J. Colbourn, L.K. Stewart [11]

1990 (P)

S. R. Arikati, C. P. Rangan, O(n+m) áëãüñéèìïò [1]

Interval 1992 (P)

W. L. Hsu, W. K. Shih, T. C. Chern, O(n2logn) áëãü-

ñéèìïò [19]

1999 (P)

M. S. Chang, S. L. Peng, J. L. Liaw, ãñáììéêüò áëãü-

ñéèìïò [10]

Cograph 1996 (P)

G. J. Chang, D. Kuo [8]

Bipartite Permutation 1993 (P)

R. Srikant, R. Sundaram, L. S. Singh, C. P. Rangan [22]

Threshold 1996 (P)

G. J. Chang, D. Kuo [8]
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Ðßíáêáò 8.7: ÐáñïõóéÜæåé ôç ÷ñïíïëïãßá åýñåóçò ôùí ðïëõùíõìéêþí ëýóåùí, ôùí áðïäåß-

îåùí ôçò NP-ðëçñüôçôáò êáé ôïõò óõããñáöåßò.

Êõñßáñ÷ï Óýíïëï ×ñïíïëïãßá åýñåóçò ðïëõùíõìéêÞò ëýóçò, áðïäåß-

îåùí ÍP-ðëçñüôçôáò êáé Óõããñáöåßò

Comparability 1983 (NP)

A. K. Dewdney [14]

Chordal 1980 (NP)

K. S. Booth [7]

Permutation 1985 (P)

M. Farber , S. M. Keil [16]

Bipartite 1983 (NP)

A. K. Dewdney [14]

Split 1984 (NP)

G. J. Chang, G. L. Nemhauser [9]

Interval 1999 (P)

M. S. Chang, S. L. Peng, J. L. Liaw [10]

Cograph 1985 (P)

M. Farber , S. M. Keil [16]

Bipartite Permutation 1985 (P)

M. Farber , S. M. Keil [16]

Threshold 1985 (P)

M. Farber , S. M. Keil [16]
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ÊåöÜëáéï 9

ÓõìðåñÜóìáôá

9.1 ÓõìðåñÜóìáôá

9.1 ÓõìðåñÜóìáôá

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ðáñïõóéÜóïõìå ôá óõìðåñÜóìáôá ðïõ ðñïÝêõøáí êáôÜ ôç ìåëÝôç

ôùí ðáñáðÜíù ðñïâëçìÜôùí ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ðïõ ìåëåôÞóáìå.

ÐáñïõóéÜóáìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò óôéò

êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ðïõ Ý÷ïõí ìåëåôçèåß, äçëáäÞ ãéá êÜèå ìéá êëÜóç ðïéá

ðñïâëÞìáôá ðáñáìÝíïõí ÍP-ðëÞñç êáé ðïéá áíÞêïõí óôçí êëÜóç P. Óôçí êëÜóç ôùí ìå-

ôáâáôéêþí (comparability) ãñáöçìÜôùí åßäáìå üôé üëá ôá ðñïâëÞìáôá ðáñáìÝíïõí NP-

ðëÞñç. Ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé óôçí êëÜóç ôùí ôñéãùíéêþí (chordal) ãñáöçìÜôùí, üðïõ

üëá ôá ðñïâëÞìáôá ðáñáìÝíïõí åðßóçò NP-ðëÞñç. Óôá ìåôáèåôéêÜ (permutation) ãñá-

öÞìáôá ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý, ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý êáé ôï ìÝãéóôï

óýíïëï êïðÞò ðáñáìÝíïõí NP-ðëÞñç. Åíþ ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá êáé

ôï êõñßáñ÷ï óýíïëï ëýíïíôáé ðïëõùíõìéêÜ. Óôá äéìåñÞ (bipartite) ãñáöÞìáôá ôï ðñü-

âëçìá ôïõ ìåãßóôïõ óõíüëïõ êïðÞò ëýíåôáé ðïëõùíõìéêÜ. Äåí óõìâáßíåé üìùò ôï ßäéï ãéá

ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý, ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý, ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíï-

ðÜôéá êáé ôï êõñßáñ÷ï óýíïëï üðïõ ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ ðáñáìÝíïõí NP-ðëÞñç. Áêüìá

óôçí êëÜóç ôùí äéá÷ùñßóéìùí (split) ãñáöçìÜôùí åßäáìå üôé üëá ôá ðñïâëÞìáôá ðáñá-

ìÝíïõí NP-ðëÞñç. Óôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval) ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý

áñéèìïý, ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý êáé ôï ìÝãéóôï óýíïëï êïðÞò ðáñáìÝíïõí NP-ðëÞñç.

Åíþ ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá êáé ôï êõñßáñ÷ï óýíïëï ëýíïíôáé ðïëõù-

íõìéêÜ. Åðåéôá óôá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá ãñáöÞìáôá (cographs) ôï ðñüâëçìá ôïõ

á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò, åíþ üëá ôá Üëëá ðñïâëÞìáôá ðïõ ìåëåôÞèç-

êáí ëýíïíôáé ðïëõùíõìéêÜ. Óôá äéìåñÞ ìåôáèåôéêÜ (bipartite permutation) ãñáöÞìáôá ôï

ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý êáé ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý ðáñáìÝíåé
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NP-ðëÞñåò, åíþ üëá ôá Üëëá ðñïâëÞìáôá ðïõ ìåëåôÞèçêáí áíÞêïõí óôçí êëÜóç P. Åíþ

ôÝëïò óôá êáôùöëéêÜ (threshold) ãñáöÞìáôá üëá ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ ìåëåôÞèçêáí, äçëáäÞ

ôï ðñüâëçìá ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý, ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý, ôïõ ìåãßóôïõ óõíüëïõ êï-

ðÞò, ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá êáé ôï êõñßáñ÷ï óýíïëï ëýíïíôáé ðïëõùíõìéêÜ, äçëáäÞ

áíÞêïõí óôçí êëÜóç P.

Óôï óçìåßï áõôü êáëü åßíáé íá ôïíßóïõìå üôé Ý÷åé ãßíåé ìåãÜëç Ýñåõíá ó÷åôéêÞ ìå ôï

ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý óôá äéá÷ùñßóéìá (split) ãñáöÞìáôá ôï ïðïßï ðáñáìÝíåé

áíïé÷ôü. (Ï ê. Ë. Ðáëçüò, ìÝëïò ôçò ôñéìåëïýò åîåôáóôéêÞò åðéôñïðÞò, éó÷õñßóôçêå üôé ôï

ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý óôá äéá÷ùñßóéìá ãñáöÞìáôá ìðïñåß íá ëõèåß ðïëõùíõ-

ìéêÜ). ¸íá Üëëï áíïé÷ôü ðñüâëçìá åßíáé ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ìïíïðáôéïý Hamilton óôá

ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval graphs), üôáí îåêéíÜåé áðü Ýíáí óõãêåêñéìÝíï êüìâï

êáé êáôáëÞãåé ôï ìïíïðÜôé ðÜëé óå Ýíáí óõãêåêñéìÝíï êüìâï ôïõ ãñáöÞìáôïò. Åðßóçò

áíïé÷ôü åßíáé êáé ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ìïíïðáôéïý Hamilton óôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí

(interval graphs) ìå ôïí ðåñéïñéóìü íá îåêéíÜåé ôï ìïíïðÜôé áðü Ýíáí óõãêåêñéìÝíï êüìâï.

Óå Üëëïõò ðßíáêåò Ýãéíå ìéá ðñïóðÜèåéá íá óõãêåíôñùèïýí óå ðßíáêåò êÜðïéåò ðëçñï-

öïñßåò üðùò ç ÷ñïíïëïãßá åýñåóçò ôçò ðïëõùíõìéêÞò ëýóçò, ç ÷ñïíïëïãßá åýñåóçò ôùí

áðïäåßîåùí ôçò NP-ðëçñüôçôáò êáé ïé óõããñáöåßò. Óôïõò ðßíáêåò áõôïýò üðïõ Þôáí åöéêôü

äüèçêå êáé ç ó÷åôéêÞ âéâëéïãñáößá.
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